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6.1 Introduzione

Il Capitolo 5 e stato dedicato esclusivamente ai circuiti dinamici lineari tempo
invarianti aregime (stazionario, sinusoidale, periodico, ...). In questo Capitolo,
invece, studieremo i circuiti dinamici lineari, anche tempo varianti, in
condizioni di funzionamento generiche a partire da un istante assegnato, il
cosiddetto istante iniziale, che indicheremo con t,.

Nel Capitolo 2 abbiamo gia studiato approfonditamente il circuito RL semplice
e il circuito RC semplice, 8 2.4. Ricordiamo che con I’ espressione “circuito
RC” s intende un generico circuito dinamico con soli condensatori, “circuito
RL” s intende un generico circuito dinamico con soli induttori e “circuito
RLC” s intende un generico circuito dinamico con induttori e condensatori.
Ora estenderemo il metodo di analisi che Ii abbiamo presentato a generici
circuiti dinamici del primo e del secondo ordine. | circuiti costituiti da un solo
elemento dinamico (condensatore o induttore) e da elementi adinamici
(resistori, trasformatori ideali, generatori controllati, generatori indipendenti)
prendono il nome di circuiti del primo ordine. | circuiti costituiti da due
elementi dinamici e da elementi adinamici prendono il nome di circuiti del
secondo ordine (un circuito di ordine m contiene m elementi dinamici ed
elementi adinamici).

Alle equazioni circuitali (costituite da un insieme completo e linearmente
indipendente di equazioni di Kirchhoff e dalle equazioni caratteristiche degli
elementi circuitali) bisogna affiancare, per una descrizione completa del
comportamento del circuito, il valore al’istante iniziale della tensione di
ciascun condensatore e della corrente di ciascun induttore.

Latensione del condensatore descrive lo stato del condensatore (vedi § 1.8.7) e
la corrente dell’induttore descrive lo stato dell’induttore (vedi § 1.8.8).
Conoscere lo stato di un condensatore e lo stato di un induttore significa
conoscere |'energia in iImmagazzinata. | resistori non immagazzinano
I” energia che assorbono e, quindi, per non é possibile individuare nessuna
grandezza di stato. Per questa ragione, le tensioni dei condensatori e le correnti
degli induttori prendono il nome di grandezze di stato del circuito.
Discuteremo una importante proprieta delle tensioni dei condensatori e delle
correnti degli induttori, molto utile nella soluzione di circuiti che contengono
generatori indipendenti di tensione (e/o corrente) con tensioni (e/o correnti)
discontinue e/o interruttori. Introdurremo il concetto di circuito resistivo
associato di un circuito dinamico, un potente strumento per determinare le
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equazioni di stato del circuito. Infine, approfondiremo i concetti di circuito
dissipativo e circuito conservativo, di transitorio e regime permanente, nonché
guello di evoluzione libera ed evoluzione forzata.

6.2 Equazioni di stato ecircuito resistivo associato

Le equazioni circuitali, insieme alle condizioni iniziali per le grandezze di
stato, descrivono completamente ladinamicadi un circuito. Ad eccezione delle
equazioni caratteristiche dei condensatori e degli induttori, le equazioni
circuitali sono tutte di tipo algebrico. Le equazioni caratteristiche del
condensatori e degli induttori sono equazioni differenziali.

Latecnica piu generae per lasoluzione di un circuito lineare, che gia abbiamo
applicato nel § 2.4, consiste nel ridurre, attraverso la tecnica della eliminazione
per sostituzione, il sistema completo di equazioni del circuito, ad una sola
equazione in una sola incognita. Una volta risolta I’equazione in una sola
incognita, S possono determinare eventuali altre grandezze di interesse, che
sono state eliminate nella procedura di riduzione. Ovviamente, questa tecnica
puo essere applicata senza alcuna difficolta anche quando il circuito contiene
tanti induttori e condensatori.

La procedura di riduzione piu semplice consiste nel ridurre, prima, il sistema
completo di equazioni del circuito a sistema di equazioni in cui le incognite
sono solo le grandezze di stato, le cosiddette equazioni di stato del circuito, e
poi, eventualmente, ridurre le equazioni di stato ad una sola equazione in una
sola incognita. Come poi faremo vedere, tutte le altre grandezze circuitali
POSsoONo essere espresse in funzione delle grandezze di stato, delle tensioni dei
generatori indipendenti di tensione e delle correnti del generatori indipendenti
di corrente attraverso sole relazioni di tipo algebrico utilizzando un
procedimento estremamente semplice ed e egante.

6.2.1 Circuiti del primo ordine
Per determinare le equazioni di stato di un circuito non c'e bisogno di

considerare esplicitamente il sistema completo di equazioni del circuito. Ora
illustreremo un procedimento estremamente semplice ed elegante per fare cio.
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Circuiti RC

Come al solito, solo per semplificare il ragionamento, faremo riferimento a un
circuito ben definito, ad esempio, a quello mostrato in Figura 6.1. L’ estensione
del risultati che otterremo ad situazioni piu generali non presenta alcuna
difficolta, come poi vedremo.

j(t)
S
A ot
R R, /'\Ic(t)
e(t)CD R Cc—=—= wv({t) vt,)=V,
Fig. 6.1 Esempio di circuito dinamico del primo ordine.

Fig. 6.2 Il circuito di Figura 6.1 pud essere schematizzato come un condensatore in
parallelo con un bipolo resistivo.

Per determinare |’ equazione di stato del circuito del primo ordine illustrato in
Figura6.1 e utileriferirs alla rappresentazione illustrata in Figura 6.2, dove é
stata messa in evidenza la parte adinamica, che abbiamo indicato con il ssmbolo
R . Latensione del condensatore €, in ogni istante, determinato dall’ interazione
trail condensatore stesso el resto del circuito, che consiste in un bipolo di soli
elementi adinamici, il bipolo R . Si pud dire che I’equazione che governa la
tensione v(t) e il frutto della interazione tra due diverse esigenze: che il
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condensatore si comporti in modo compatibile con la sua specifica natura e che
tale comportamento sia a sua volta compatibile con quello di tutti gli atri
elementi che definiscono il bipolo adinamicoR .

Il bipolo adinamico R puod essere rappresentato attraverso il bipolo equivalente
di Thevénin, Figura6.3; g, élatensione avuoto del bipolo adinamicoR e R,
e la resistenza equivaente del bipolo R quando tutti i generatori indipendenti
SONo spenti.

10
@
AN~
RS R

o) () R,

Fig. 6.3 Bipolo equivalente di Thévenin della parte adinamica del circuito 6.1.

L’ equazione differenziale (abbiamo adottato la convenzione dell’ utilizzatore
per il condensatore)

av .
C—=- 1

descriveil funzionamento del condensatore e |’ equazione algebrica

i, = (2

descrive il funzionamento del bipolo adinamico R . L’ equazione che ne deriva e
|” equazione di stato del circuito,

dv Vv e
—+

& "R.C RC

)

Questa equazione deve essere risolta con lacondizione iniziale
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Vty) = V. (4

Ovviamente s ottiene lo stesso risultato se invece del bipolo equivalente di
Thevénin s utilizzasse il bipolo equivalente di Norton per rappresentare la
parte resistiva del circuito.

La soluzione dell’ equazione differenziale (3) con la condizione iniziale (4)
prende il nome di Problema di Cauchy. Dalla teoria delle equazioni
differenziali ordinarie 1 si hala seguente proprieta:

Esiste una e una sola soluzione dell’ equazione (3) che verifica le condizione
iniziale (4).

Questa proprieta cosi forte € dovuta alla linearita del sistema di equazioni. Di
conseguenza una volta assegnato il valore dello stato del circuito al’istante
iniziale t =t,, lo stato per t >t, € univocamente determinato dalle equazioni di

stato.

Esercizio

S verifichi che la resistenza equivalente e la tensione a vuoto hanno le
espressioni

__RR _ R HRR 0
Ry —me R, eo(t)—e(t)m+ J(t)mﬂ%g- (5)

L’andamento nel tempo della tensione a vuoto e, dipende dall’andamento
temporale dellatensione e(t) e della corrente j(t).

Una volta risolta |’equazione (3) con la condizione iniziade (4), € possibile
determinare qualsiasi grandezza del circuito in esame risolvendo il circuito
resistivo ottenuto sostituendo a condensatore un generatore indipendente di
tensione con tensione uguale allatensione del condensatore, Figura 6.4. Questo
circuito prende il nome di circuito resistivo associato a circuito RC
rappresentato in Figura 6.1. Attraverso il circuito resistivo associato e possibile
esprimere ogni grandezza del circuito in funzione della grandezza di stato e
delle tensioni e delle correnti impresse da generatori indipendenti. Di

1 Vedi, ad esempio, in C.Miranda, Lezioni di Analisi Matematica, Liguori Editore, Napoli 1976.
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conseguenza, ogni grandezza del circuito di Figura 6.1 e esprimibile in
funzione della sola grandezza di stato attraverso solo relazioni di tipo algebrico.
| risultati che abbiamo or ora trovato per il circuito RC del primo ordine
riportato in Figura 6.1 valgono per un qualsiasi circuito RC del primo ordine
costituito da elementi lineari e un condensatore con capacita costante nel
tempo, Figura 6.5.

[ S
~

©

a
-_eo

R R o
0l@, R, év(t)
|

b
Fig. 6.4 Circuito resistivo associato al circuito RC del primo ordineriportato in Figura
6.1.
A A /A +
c=—\(t)
(©)
Fig. 6.5 (@) Un generico circuito RC del primo ordine e (b) corrispondente circuito
equivalente.
Osservazione

S consideri un circuito RC del primo ordine che contiene interruttori. In
guesto caso la resistenza equivalente del bipolo che rappresenta la parte
resistiva del circuito e funzione del tempo. La tensione a vuoto dipende dal
tempo anche quando i generatori indipendenti del circuito sono stazionari.
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R
t=T + Ry(t)
+
EC) c==1t)
R &(t) C——\(t)
(a (b)
Fig. 6.6 Circuito RC tempo-variante (I'interruttore si apre all'istante t=T).

Si consideri, ad esempio, il circuito del primo ordine rappresentato in Figura
6.6, dove la tensione E impressa dal generatore indipendente di tensione €
costante. L’ interruttoreper t <T é chiuso e s apre al’istante t =T. Il grafico
dell’andamento temporale della tensione a vuoto e, =,(t) e rappresentato in

Figura 6.7a e il grafico dell’andamento temporale della resistenza equivaente
R, (t) & rappresentato in Figura 6.7b. Questo e un esempio di circuito tempo-

variante.

A Ra(t) 1 e(t)
R _| EL—-——.
RI2 | ___. \I E/2 —
| - | S
t=T t t=T t
(a) (b)
Fig. 6.7 Andamento temporale della resistenza equivalente e della tensione a vuoto del

bipolo resistivo visto dal condensatore del circuito di Figura 6.8.

Circuiti RL

S consideri un generico circuito RL del primo ordine costituito da elementi
lineari e da un induttore, Figura 6.8a. Anche in questo caso |'interazione
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dell’ unico elemento dinamico del circuito con la parte adinamica pud essere
rappresentata attraverso il bipolo equivalente di Thevénin (o il bipolo
equivalente di Norton), Figura 6.8b.

Ra (1)
+
é L v (1)
)
Fig. 6.8 (&) Un generico circuito RL del primo ordine e (b) corrispondente circuito

equivalente.

L’equazione differenziale (abbiamo adottato anche in questo caso la
convenzione dell’ utilizzatore per I’ induttore)

di
I—a = VL (6)

descrive il funzionamento dell’ induttore e |’ equazione algebrica
V=R, +§ (7)

descrive il funzionamento del bipolo adinamico R . L’ equazione che ne derivae
|” equazione di stato del circuito,

d Re. &
LT ®

Questa equazione deve essere risolta con lacondizione iniziae
i(t,) = 1,. 9

Anche in questo caso bisogna risolvere un problema di Cauchy che ammette
una e una sola soluzione.
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Una volta risolta |I’equazione di stato (8) con la condizione iniziale (9), €
possibile determinare qualsiasi grandezza del circuito in esame risolvendo il
circuito resistivo ottenuto sostituendo all’ induttore un generatore indipendente
di corrente con corrente uguae adl’intensita della corrente €ettrica
dell’induttore, Figura 6.9. Il circuito cosi ottenuto € il circuito resistivo
associato a circuito RL rappresentato in Figura 6.9a. Come nel caso del
circuito RC, attraverso il circuito resistivo associato e possibile esprimere ogni
grandezza del circuito in funzione della sola corrente dell’induttore (che e la
grandezza di stato del circuito), e delle tensioni e delle correnti impresse dai
generatori indipendenti. Di conseguenza, ogni grandezza del circuito di Figura
6.8a € esprimibile in funzione della sola grandezza di stato attraverso solo
relazioni di tipo algebrico.

=+

éé [NOMU
e _
Fig. 6.9 Circuito resistivo associato al circuito RL del primo ordine di Figura 6.8a.

6.2.2 Circuiti del secondo ordine

Ora estenderemo la procedura che abbiamo appena utilizzato per determinare
I’ equazione di stato di un circuito del primo ordine a caso piu generale di un
circuito del secondo ordine.

Fig. 6.10 (a) Circuito RLC del secondo ordine e (b) corrispondente parte resistiva.
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Circuiti RLC

Come al solito, solo per semplificare il ragionamento, faremo riferimento a un
circuito ben definito, ad esempio, a quello mostrato in Figura 6.10a. ESso € un
circuito RLC del secondo ordine con un generatore indipendente di tensione; i
resistori, il condensatore e I’ induttore sono tempo-invarianti. L’ estensione dei
risultati che otterremo ad situazioni piu generali non presenta alcuna difficolta,
come poi vedremo.

In questo caso il circuito ha due variabili di stato, la corrente dell’induttore
i, =i (t), e la tensione del condensatore, v. =V.(t). Di conseguenza le
equazioni di stato del circuito sono due. Anche per un circuito di questo tipo
possiamo mettere in evidenza la parte adinamica, costituita da soli resistori e
generatori indipendenti. Essa puo essere descritta come un doppio bipolo DR :
abbiamo la porta a-a’ a cui € collegato il condensatore e la porta b-b’ a cui €
collegato I’ induttore, Figura 6.10b.

Le equazioni differenziali (abbiamo adottato la convenzione dell’ utilizzatore
per il condensatore e I’ induttore)

d
c% =i, (10)
d
T'I[_ =-Vv, (11)

descrivono, rispettivamente, il funzionamento del condensatore e dell’ induttore
del circuito di Figura6.10. |’ equazione algebrica. Per esprimere la corrente del
condensatore e la tensione dell’induttore in funzione delle grandezze di stato
del circuito bisogna caratterizzare il doppio bipolo DR . Questa
caratterizzazione puo essere effettuata attraverso il circuito resistivo associato.

Fig. 6.11 Circuito resistivo associato al circuito dinamico riportato in Figura 6.10a.
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In Figura6.11 é riportato il circuito resistivo associato a circuito dinamico di

Figura 6.10a, ottenuto sostituendo al posto del condensatore un generatore
indipendente di tensione con tensione v, (t) e a posto dell’induttore un

generatore indipendente di corrente con corrente i, (t). Si osservi cheil circuito

resistivo associato coincide proprio con il doppio bipolo DR di Figura 6.10b
guando € alimentato alla porta a-a’ con un generatore di tensione e alla porta

b-b’ con un generatore di corrente. E come se stessimo caratterizzando il
doppio bipolo assumendo come variabili indipendenti latensione v, della porta

a-a’ elacorrente i, dellaportab-b’ e come variabili dipendenti la corrente i
dellaporta a-a’ e latensione v, della porta b-b’. Ricordate questa non e altro
che una caratterizzazione ibrida di un doppio bipolo, § 4.6.3.

La soluzione del circuito resistivo associato di Figura 6.11 e semplice.
Applicando la sovrapposizione degli effetti abbiamo

Ve . €i)
-5 L~ 5 12
IC R IL R ’ ( )
VL=V tRiL (13)
| parametri
haa=%, h, =-1, h.=1, h, =R (14)

sono proprio i parametri ibridi del doppio bipolo DR quando il generatore di
tensione €(t) e spento. Infatti, abbiamo appena osservato che il circuito
resistivo associato di Figura 6.11 non € altro che una caratterizzazione ibrida
del doppio bipolo DR .

Le equazioni di stato del circuito RLC di Figura 6.10a s ottengono
combinando le equazioni (10)-(11) con le equazioni (12)-(13). Esse sono

dv V. . t
o E R a9
di :
?{'Z—VC—RIL. (16)

Le equazioni (14) e (15) non sono tra loro indipendenti, quindi le equazioni di
stato del circuito RLC in esame definiscono un sistema di due eguazioni
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differenziali del primo ordine nelle due funzioni incognite v.=V.(t) e
i, =i_(t). Esse devono essere risolte con |e condizioni iniziali

velto) = V%, (17)
i (ty) =1, (18)

La soluzione del sistema di equazioni differenziali (15)-(16) con le condizioni
iniziali (15)-(16) e un altro Problema di Cauchy. Anche in questo caso esiste
una e una sola soluzione del sistema (15)-(16) che verificale condizioni iniziali
(17)-(18).

Una volta risolto il sistema (15)-(16) con le condizioni iniziali (17)-(18),
attraverso il circuito resistivo associato di Figura 6.11 € possibile determinare
gualsiasi grandezza del circuito in esame.

E evidente cheil risultato a cui siamo pervenuti vale per qualsiasi circuito RLC
del secondo ordine con elementi dinamici tempo-invarianti. Cio che dipende
dal particolare circuito RLC in esame sono i parametri e non la struttura delle
equazioni di stato (15)-(16).

Osservazione

Lastrutturadelle equazioni circuitali (15)-(16) mette chiaramente in luce che i
bipoli dinamici e quelli adinamici giocano due ruoli diversi nel meccanismo
che governa I'evoluzione temporale del circuito: in particolare le equazioni
caratteristiche del bipoli adinamici (resistori, generatori, ...) giocano un ruolo
simile a quello svolto dalle equazioni di Kirchhoff. Infatti, in analogia con la
meccanica, la parte algebrica delle equazioni circuitali puo essere considerata
come un insieme di vincoli olonomi, in generale variabili nel tempo, sulle
tensioni e le correnti del circuito in esame, mentre le equazioni differenziali
che esprimono le equazioni caratteristiche degli elementi dinamici ricordano le

equazioni del moto.
.

Circuiti RCeRL
Prima abbiamo esaminato circuiti RLC del secondo ordine. Ora, invece,
esamineremo circuiti RC e RL del secondo ordine. Come a solito, solo per

semplificare il ragionamento, faremo riferimento a un circuito ben definito, ad
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esempio, aquello mostrato in Figura 6.12a. Esso e un circuito RC del secondo
ordine con un generatore indipendente di tensione; i resistori, il condensatore e
I"induttore sono tempo-invarianti.

In questo caso le variabili di stato del circuito sono le tensioni dei due
condensatori v, =v,(t) e v, =v,(t). Anche per un circuito di questo tipo
possiamo mettere in evidenza la parte adinamica, costituita da soli resistori e
generatori indipendenti. Per come abbiamo scelto |’ esempio, essa coincide con
|a parte adinamica del circuito RLC che abbiamo precedentemente analizzato e
che e rappresentata dal doppio bipolo DR . In questo caso dla porta a-a’° €

by

collegato il condensatore di capacita C, e ala porta b-b’ & collegato il
condensatore di capacita C,, Figura 6.12b.

Fig. 6.12 (a) Circuito RC del secondo ordine e (b) corrispondente parte resistiva.

Le equazioni differenziali (abbiamo adottato la convenzione dell’ utilizzatore
per entrambi | condensatori)

dv
C —2=-_, 19
a dt Ia ( )
dv, :
— =—j_, 20
= (20

descrivono il funzionamento del due condensatori.
Per esprimere le correnti dei due condensatori, i, e i,, in funzione delle

grandezze di stato del circuito bisogna caratterizzare il doppio bipolo DR
assumendo come variabili indipendenti le duetensioni v, e v, e come variabili

dipendenti le due correnti i, e i,. Ricordate questa non é atro che la

caratterizzazione su base tensione di un doppio bipolo, § 4.6.2.
Questa caratterizzazione puo essere ottenuta risolvendo il circuito resistivo
associato riportato in Figura 6.13, ottenuto sostituendo a posto de
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condensatore di capacita C, un generatore indipendente di tensione con
tensione v,(t) e a posto del condensatore di capacita C, un generatore
indipendente di tensione con tensione v, (t). Si osservi cheil circuito resistivo
associato coincide proprio con il doppio bipolo DR quando e aimentato ale
porte a-a’ e b-b’ con generatori indipendenti di tensione.

R

| or | |

Fig. 6.13 Circuito resistivo associato al circuito dinamico riportato in Figura 6.10a.

La soluzione del circuito resistivo associato di Figura 6.13 e semplice.
Applicando la sovrapposizione degli effetti abbiamo

Ia :Eva_ivb _@1 (21)
R R R
: 1 1
Iy = _Eva +EVb- (22)
| parametri
2 1 1
Gaa :—R’ Gab =Gba = _—R’ be :E (23)

sono proprio gli elementi della matrice delle conduttanze del doppio bipolo
DR quando il generatore di tensione €t) & spento. Infatti, abbiamo appena
osservato che il circuito resistivo associato di Figura 6.13 non € atro che una
caratterizzazione su base tensione del doppio bipolo DR .

Le equazioni di stato del circuito RC di Figura 6.12a si ottengono combinando
le equazioni (19)-(20) con le equazioni (21)-(22). Esse sono

dv 2 1 et)
cHa__2, 1, 8U 24
2t RZP R™®TR (24)
dv, 1 1
Th= 2y, -2y, 25
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Le equazioni (24) e (25) non sono tra loro indipendenti, come nel caso del
circuito RLC. Quindi le equazioni di stato del circuito RC del secondo ordine
In esame definiscono un sistema di due equazioni differenziali del primo ordine
nelle due funzioni incognite v, =v,(t) e v, =v,(t). Esse devono essere risolte

con le condizioni iniziali

Va(tO) Vao: (26)
Vb(to) Vho- (27)

Una volta risolto il sistema (24)-(25) con le condizioni iniziali (26)-(27),
attraverso il circuito resistivo associato di Figura 6.13 € possibile determinare
gualsiasi grandezza del circuito in esame.

E evidente che il risultato a cui sSiamo pervenuti vale per qualsiasi circuito RC
del secondo ordine con elementi dinamici tempo-invarianti. Cio che dipende
dal particolare circuito RC in esame sono i parametri e non la struttura delle
equazioni di stato (24)-(25).

(b)

Fig.6.14 (a) Un circuito RL del secondo ordine e (b) corrispondente circuito resistivo
associato.

Esercizio

Il lettore verifichi che le equazioni di stato del circuito RL del secondo ordine
riportato in Figura 6.14 sono

di,

La dt =_Ria _Rib +e(t)’ (28)
Lb%z _Ri, - 2Ri, +&t). (29)
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Il circuito resistivo associato e riportato in Figura 6.14b. ESso € stato ottenuto
sostituendo ai due induttori due generatori indipendenti di corrente con correnti

() ey (t).

6.2.3 Continuita delle grandezze di stato di un circuito

Come abbiamo appena mostrato le correnti del condensatori e le tensioni degli
induttori sono combinazioni lineari delle grandezze di stato, delle tensioni
generatori indipendenti di tensione e delle correnti del generatori indipendenti
di corrente. | coefficienti delle combinazioni lineari dipendono dai valori delle
resistenze dei resistori del circuito.

In ogni circuito i valori delle tensioni dei condensatori e delle correnti degli
induttori, cioé le grandezze di stato, sono limitati: se la tensione (corrente) di
un condensatore (induttore) fosse illimitata s avrebbe un’energia illimitata
immagazzinata nel condensatore (induttore), il che non pud essere mai
realizzato. Di conseguenza, i valori delle correnti dei condensatori e delle
tensioni degli induttori sono (quasi sempre) limitati perché i vaori delle
tensioni del generatori indipendenti di tensione e delle correnti del generatori
indipendenti di corrente sono limitati.

Le correnti del condensatori e le tensioni degli induttori sono funzioni del
tempo discontinue (funzioni generamente continue 1) se le tensioni del
generatori indipendenti di tensione e le correnti dei generatori indipendenti di
corrente sono funzioni del tempo discontinue (generamente continue) €/o il
circuito contiene interruttori, come, ad esempio, nel circuito di Figura 6.6.
Invece, le grandezze di stato, cioe le correnti degli induttori e le tensioni del
condensatore sono funzioni continue del tempo. Questa proprieta, detta
proprieta di continuita delle variabili di stato, € molto importante e, come
poi vedremo, € molto utile nella soluzione dei circuiti dinamici, per questo
merita di essere approfondita. Essa puo essere dimostrata attraverso un
ragionamento che e allo stesso tempo semplice e “rigoroso”.

1 Unadiscontinuita di prima specie di una funzione reale f(t) € un punto t =t tale che f(t*) e
f(t") esistono (finiti) e f(t*) zf(t"); ladifferenzaf(t*)-f(t") &il salto di discontinuita di f a
t=t. f(t) si dice generalmente continua in un intervallo | se e solo se f(t) & continua in |
eccetto che in un numero finito di punti in cui ha discontinuita di prima specie.
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Dimostrazione

Siccome il valore dell’intensita della corrente eettrica, i, =i (t), di un

condensatore (tempo-invariante) e limitato in ogni istante, alloralatensione del
condensatore, v, =V,(t), & una funzione continua del tempo. Dualmente,

siccomeil valore dellatensione v, = v, (t) di un induttore (tempo-invariante) &
limitato, allorala corrente dell’induttore, i, =i, (t), &unafunzione continua del

tempo.
\ V¢ (t)

T

|
t-at TN\ +at
(@)

\ic(t)

Questa area
tendeazeroper ot - 0

RN |

\'/t(—ét/f\f+6t
(b)
\ | C(t)

Questaarea
\ | ~tendeazeroper dt - 0
|
1 5t TN\D 4t

(©)

/]

{

Fig. 6.15 (&) Andamento temporale di una tensione discontinua; (b) la corrente del
condensatore & sempre limitata e (c) puo essere discontinua.

Si dimostrera soltanto la prima proprieta poiché I'atra segue per dudita. S
assuma che la tensione v, possa essere discontinua a un certo istante t, cioé
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v(t - &t) # (t + 8t), dove 3t & un intervallo di tempo piccolo a piacere, Figura

6.15a. SI consideri la relazione caratteristica del condensatore (tempo-
invariante),

dv,
dt ’
e s integrino ambo i membri dell’equazione sull’intervallo temporale
(t - &,t +&) di lunghezzainfinitesima. Si ha

i_=C (30)

v, (t +8t) = % Jf:: i, (T)dt + v, (f - &t). (31)

L’integrale definito nell'espressione (31) € uguale a zero perché ot € un
intervallo di tempo piccolo a piacere e la corrente i, =i (t) € limitata. Questo
risultato € evidente se interpretiamo geometricamente I’integrale definito che
appare nella (31), vedi Figure 6.15b e 6.15c. Di conseguenza deve essere
necessariamente v (t +3t) = v, (f - 8t). Questo risultato vale per ogni istante t.
In conclusione, abbiamo mostrato che la tensione del condensatore € continua
perché i valori delle tensioni dei generatori indipendenti di tensione e i valori
delle correnti dei generatori indipendenti di corrente sono limitati.

Osservazione

Siccome latensione del condensatore e la corrente nell’ induttore sono continue,
sia I’energia elettrica immagazzinata nel condensatore W, (t) = Cvi(t)/2, che
I’energia magnetica immagazzinata nell’induttore W, (t) = Li?(t)/2 sono
funzioni continue e la potenza el ettrica assorbita da questi bipoli (p. = dW. /dt
e p, =dW /dt) elimitata.

Osservazione

Queste proprieta di continuita non valgono se il condensatore (I’induttore) e
tempo-variante e la funzione che descrive I’ andamento temporale della capacita
(dell’ induttanza) € una funzione generalmente continua. In generale € la carica
del condensatore (il flusso dell’induttore) che é continua se la corrente (la
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tensione dell’induttore) e limitata. In corrispondenza di un punto di
discontinuitadi prima specie della capacita (del coefficiente di autoinduzione),

latensione del condensatore (la corrente dell’ induttore) e discontinua.
.

6.3 Soluzione di circuiti del primo ordine

| circuiti costituiti da un solo condensatore (0 da un solo induttore) e da
elementi dstatici (resistori, trasformatori ideali, amplificatori operazionali,
generatori controllati, generatori indipendenti, etc) sono circuiti del primo
ordine. Nel precedente paragrafo abbiamo determinato le equazioni di stato di
un circuito del primo ordine.

In questo paragrafo vengono discusse e risolte le equazioni di stato di circuiti
del primo ordine tempo-invarianti, cioé circuiti con parametri costanti nel
tempo. Ricordiamo che gia abbiamo affrontato questa questione nel § 2.4, qui
approfondiremo alcuni aspetti.

6.3.1 Circuiti del primo ordine tempo-invarianti
Le equazioni di stato (3) e (8) sono del tipo

3—1(+ax - b(t). (32)

La (32) € una equazione differenziale ordinaria, del primo ordine, lineare, a
coefficienti costanti e non omogenea. Essa ha infinite soluzioni. Per
determinare quella che s realizza nel circuito in esame, bisogna imporre la
condizioneiniziale

X(to) = Xo. (33)

La soluzione generale dell’equazione (32) (ricordiamo che la soluzione

generae, per definizione, contiene tutte le possibili soluzioni dell’ equazione) e
uguadle alla somma della soluzione generale x, =x,(t) dell’ equazione

omogenea associata, (cioé I’equazione che s ottiene ponendo b(t)= 0 nella
(32), vedi §2.4),
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= +0x, =0. (34)
edi una soluzione particolare x,(t) dell'equazione completa (32),
X(t) = %, (t) + X, (t). (35)
La soluzione generale dell’ equazione (32) €
X,(t) = K exp[A(t - t,)]. (36)

dove K e una costante arbitraria e A e la soluzione dell’equazione
caratteristica

A+a=0 (37)

associata all’equazione differenzidle omogenea (34). Nell’ espressione (36)
abbiamo rappresentato la costante arbitraria attraverso il fattore Ae®’" perché
cosl risultera piu semplice imporre la condizioneiniziae (33) al’istante iniziale
t,, chein generale € diverso da zero.

L’ equazione algebrica (37) e ottenuta costruendo il polinomio caratteristico

pA)=A+a (38)

e imponendo, poi, che sia uguale a zero. 1l polinomio caratteristico p(\)

associato all’ equazione (34) € cogtituito dalla somma di due monomi in A: al
termine in cui compare laderivata prima corrisponde il monomioin A di grado
uno, con lo stesso coefficiente della derivata prima, cioé 1, e a termine senza
derivate corrisponde il monomio di grado zero in A, cioeé uno, con lo stesso
coefficiente che moltiplicalafunzione incognita, cioe a .

Osservazione
La soluzione dell’ equazione omogenea associata coincide con la soluzione del
circuito in evoluzione libera. Un circuito si dice che e in evoluzione libera se

privo di generatori indipendenti (o0 se i generatori indipendenti che contiene
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sono tutti spenti). Per questa ragione s dice che il termine Aexp(At)

rappresenta il modo naturale di evoluzione del circuito. La radice A del
polinomio caratteristico prende il nome di frequenza naturale del circuito.

Un circuito del primo ordine € descritto da una equazione di stato del primo
ordine e quindi il polinomio caratteristico corrispondente e di primo grado. Un
circuito del primo ordine ha un solo modo naturale e una sola frequenza
naturale.

.
L’ integrale generale dell’ equazione (32) €
X(t) = Kexp[—(t—to)/T] +X,(t), (39)
dove
T :% (40)
e la costante di tempo. Essavae (G, =1/R,,)
1=C/G, =R,C (41)
per il circuito RC e
T=L/R,=G,L (42)

per il circuito RL.
Lacostante di integrazione K deve essere determinata imponendo la condizione
iniziale (33). Cosi facendo si ottiene

K= X% = %,(t) (43)

quindi lasoluzione e

X(t) =[Xo = xp(to )] &P ~(t — to) 1] + x, (). (44)
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La funzione che descrive la soluzione particolare dipende dalla forma della
funzione b =b(t) e quindi dall’andamento temporale delle correnti e delle

tensioni dei generatori indipendenti.
6.3.2 Evoluzione libera ed evoluzione for zata

Ricordiamo che, un circuito si dice che € in evoluzione libera se € privo di
generatori indipendenti (o0 sei generatori indipendenti che contiene sono tutti
spenti). Nei circuiti in evoluzione libera I’ energia immagazzinata al’istante
iniziale negli elementi dinamici produce le correnti e le tensioni.

Si dice che un circuito € in evoluzione forzata se le grandezze di stato del
circuito all’istante iniziale sono tutte nulle (le tensioni dei condensatori e le
correnti degli induttori) e, quindi, I’ energia inizialmente immagazzinata in
e uguale a zero. In un circuito in evoluzione forzata i generatori indipendenti
producono le correnti e le tensioni.

Nella soluzione (44) c’ e un termine dipendente unicamente dalla condizione
iniziale (indipendente dall’integrale particolare e quindi dai generatori) e due
termini dipendenti solo dall’integrale particolare e quindi dai generatori
(indipendenti dalla condizione iniziale).

x(t) = X, exp[—(t—to)/T] + {—xp(to)exp[—(t —to)/T] + xp(t)}
ter minedi ter minedi
evoluzione libera evoluzione forzata

Il termine dipendente unicamente dalla condizione iniziale e la soluzione del
circuito se fosse in evoluzione libera. Nél circuito RC (nel circuito RL) con
tensione iniziale \, (con corrente inizide 1,), un’energia uguale a CV; /2
(ugualea LI. /2) @immagazzinata nel condensatore (nell’induttore). E questa

|” energia che viene messain gioco nell’ evoluzione libera.

Il termine dipendente unicamente dai generatori € la soluzione che si avrebbe se
il circuito fosse in evoluzione forzata. Il termine di evoluzione forzata € la
soluzione che si avrebbe seil valore dello stato iniziale del circuito fosse uguae
a zero (V, =0 nel circuito RC e I, =0 nel circuito RL). E evidente che in
guesto caso ¢’ € bisogno di generatori indipendenti per sollecitareil circuito.

Per la linearita del circuito € sempre possibile decomporre qualsiasi soluzione
in un termine di evoluzione libera e in uno di evoluzione forzata
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6.3.3 Circuito dissipativo; transitorio e regime per manente

Siccome le frequenze naturali di un circuito non dipendono dai generatori
indipendenti, ma solo dagli elementi lineari presenti in esso, tutte le loro
proprieta possono essere messe in evidenza considerando il circuito in
evoluzione libera.

La frequenza naturale di un circuito del primo ordine € una grandezza reale e
puo essere, come vedremo, positiva, uguale a zero o negativa.

Quando la frequenza naturale € negativa, la costante di tempo e positiva, e lo
stato del circuito in evoluzione libera tende a zero con legge esponenziae per
t —» +o0o. Se la frequenza naturale € zero, I’evoluzione libera € una costante
uguale a valore iniziale della grandezza di stato. L’ evoluzione libera diverge
esponenzialmente se la frequenza naturale € maggiore di zero (costante di
tempo negativa).

Da queste considerazioni risulta evidente che il segno della frequenza naturale
caratterizza fortemente ladinamica di un circuito. Sarebbe interessante poterne
prevedere il segno senza dover risolvere il circuito. Analizziamo un attimo
guesta questione.

Consideriamo un circuito RC del primo ordine (considerazioni anaoghe
possono essere svolte per il circuito RL). Siccome la capacita del condensatore
e positiva (stiamo evidentemente considerando un condensatore passivo), la

frequenza naturale € minore di zero quando la conduttanza equivalente e
positiva, R,, >0, ed € maggiore di zero quando R,, <O0; lafrequenzanaturale e

nulla quando 1/R, =G, =0. Allora, quando R, >0 la tensione del
condensatore decresce nel tempo, quando 1/R, =G, =0 la tensione resta
costante, invece quando R,, <0 latensione del condensatore cresce nel tempo.
Queste proprieta possono essere dedotte anche a partire dal bilancio energetico

per il circuito in evoluzione libera (ottenuto a partire dalla conservazione delle
potenze elettriche)

1o2iy .~ o2 1 >
SOV (t)= —Gqu;v (T)dt+§CV (t,). (45)

che, nel caso del circuito RL diventa
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%Liz(t):—Reqjiz(T)dT+%Li2(to). (46)

t

In entrambe le equazioni il termine integrale rappresenta la potenza assorbita
dalla parte “adinamica’ del circuito. Quando il circuito RC e costituito da soli
elementi strettamente passivi 2, la potenza assorbita dalla parte adinamica del
circuito e dtrettamente maggiore di zero e quindi anche la conduttanza
equivalente “vista’ dal condensatore (nei circuiti RL la resistenza equivalente
vista dall’induttore) e strettamente maggiore di zero. In un circuito siffatto
I’ energia immagazzinata inizialmente nel condensatore (nell’induttore) viene
completamente dissipata dagli elementi adinamici durante I’ evoluzione libera.
La potenza assorbita dalla parte adinamica e quindi la conduttanza equivalente
vista dal condensatore nel circuito RC (dall’induttore nel circuito RL) puo
essere nulla quando gli elementi adinamici non sono tutti strettamente passivi.
Cio accade, ad esempio, quando il condensatore € collegato in serie a un
circuito aperto (I'induttore € collegato in parallelo a un corto circuito). Il
circuito aperto e il corto circuito sono elementi passivi ma non strettamente
passivi. In questo caso |’energia immagazzinata negli elementi dinamici s
conserva |l circuito aperto in serie al condensatore e il corto circuito in
parallelo al'induttore possono essere, rispettivamente, un generatore di corrente
indipendente spento e un generatore di tensione indipendente spento
(ricordiamoci che stiamo analizzando I’ evoluzione libera del circuito, quindi i
generatori indipendenti sono tutti spenti).

Infine, la potenza assorbita dalla parte statica e quindi la conduttanza
equivalente (laresistenza equivalente nel circuito RL) puo essere minore di zero
se il circuito in evoluzione libera contiene elementi attivi (come, ad esempio,
generatori controllati, resistori con resistenza negativa). Quando ci0 accade
I’energia immagazzinata nel  condensatore  (nell’induttore)  cresce
indefinitamente nel tempo.

Dunque I’ evoluzione libera di un circuito del primo ordine passivo o tende a
zero 0 a piu S mantiene costante per t — +co, e quindi tutte le grandezze
circuitali s mantengono limitate nel tempo.

2 Un bipolo adinamico si dice che é strettamente passivo se nelle condizioni di funzionamento
in cui la potenza assorbita € nulla sialatensione che la corrente sono entrambe uguali a zero.
Il resistore con resistenza maggiore di zero, il diodo sono due esempi di bipoli strettamente
passivi. Un corto circuito o un circuito aperto sono esempi di bipoli passivi ma non sono
strettamente passivi, perche la potenza da assorbita e uguale a zero anche quando la
corrente del corto circuito e latensione del circuito aperto sono diverse da zero.
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A guesto punto possiamo introdurre il concetto di circuito dissipativo. Un
circuito s dice dissipativo se nell’evoluzione libera I’ energia immagazzinata
nell’elemento dinamico tende asintoticamente a zero per t — +oo. E evidente
che un circuito del primo ordine é dissipativo se e solo se la frequenza naturale
e strettamente minore di zero (cioe la costante di tempo e strettamente
maggiore di zero). In un circuito dissipativo in evoluzione libera I'energia
Immagazzinata al’ istante iniziale viene completamente assorbita dai resistori, e
quindi dissipata in energia termica. Si osservi che un circuito di soli elementi
passivi potrebbe non essere dissipativo. Cio € quanto si verifica quando in serie
al condensatore c’'é un circuito aperto e in parallelo all’induttore un corto
circuito (il generatore indipendente di corrente si comporta da circuito aperto e
il generatore indipendente di tensione si comporta da corto circuito quando
vengono spenti). In questi casi la tensione del condensatore e la corrente
nell'induttore sl mantengono costanti nell'evoluzione libera. Circuiti di questo
tipo vengono detti conser vativi.

S consideri ora un circuito in evoluzione generica, Sl supponga che sia
dissipativo e s faccia tendere I'istante iniziale t, — —oco (€ come se il circuito
Iniziasse a funzionare all’istante “remoto” t, — —). La grandezza di stato in
un generico istante vale

lim x(t) = tOI im{[ X, - xp(to)] exp[—(t —to)/T]} +x,(t) = x,(t). (47)

tg— —o

La dinamica dello stato per tfinito non dipende dalla particolare condizione
iniziadle (s € persaogni tracciadi essa), ma dipende unicamente dalla soluzione
particolare e quindi dalla forma d'onda delle tensioni imposte dai generatori di
tensione e delle correnti imposte dai generatori di corrente. In questi casi s dice
che il funzionamento del circuito € in regime permanente e alla soluzione
particolare si da il nome di soluzione di regime permanente o semplicemente
regime

S consideri ora il caso in cui I'istante iniziale t, sia a finito. Il termine

esponenziale tende asintoticamente a zero per t — +co, indipendentemente dal
valore che lo stato e |’'integrale particolare assumono all’istante iniziale t,. A

guesto termine s dail nome di termine transitorio.
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A=-1/1<0
ter mine transitorio: Xyan () = [XO - X, (to)]exp[—(t - to)/'[]
ter mine di regime: Xe (1) = lim x(t) = x,(t)

1,2 | | | | | | |

X garl)

Fig. 6.16 Andamento del termine transitorio (I'istanteinizialeét, = 0).

Il termine transitorio puo essere rappresentato graficamente (Figura 6.16)
sfruttando le seguenti osservazioni:

- latangentein t =t, alla curva, che rappresenta Xx,,,(t), passa per i punti
[tO,X0 —xp(to)] et +1,0];

- dopo un intervallo di tempo pari ala costante di tempo t, I'ampiezza (in
valore assoluto) del termine transitorio e circa il 37% del valore iniziae
|Xo Xy (to)|;

- dopo un intervallo pari a cinque costanti di tempo, X, (t) & praticamente

ugude a zero (e°[00,007). In pratica s pud assumere che il
funzionamento di regime s instaura dopo un intervallo di tempo pari
al'incircaacinque costanti di tempo.

Quando la frequenza naturale del circuito € uguale a zero, il “termine

transitorio” non s estingue ma si mantiene costante nel tempo. In questo caso il
comportamento asintotico del circuito (a ogni t finito per t, - —00 per

t - +oo apartire da un istante iniziale finito) dipende anche dalla condizione
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iniziale e quindi non ¢’ e piu un funzionamento di regime. Un circuito di questo
tipo e detto conser vativo. Quando la frequenza naturale del circuito e maggiore
di zero, il “termine transitorio” addirittura diverge con legge esponenziale per
t - 400 ed e, quindi, quello predominante (come poi vedremo in quasi tutti i
cas la soluzione particolare € limitata se le correnti imposte dai generatori di
corrente indipendenti e le tensioni imposte dai generatori di tensione
indipendenti sono limitate).

In conclusione il funzionamento di regime puo essere realizzato se e solo se il
circuito € dissipativo (non basta la sola passivita; in realta, la condizione di
passivita oltre a essere non sufficiente, non € nemmeno necessaria).

L'evoluzione di un circuito RC (o RL) del primo ordine dissipativo
tende asintoticamente alla soluzione di regime indipendentemente dal
valore iniziale della grandezza di stato.

Osservazione

La tensione del condensatore del circuito illustrato in Figura 17a e la corrente
dell’induttore del circuito illustrato in Figura 17b valgono, rispettivamente:

)=o) + 2 e, ()

i) =i(t,) +% je(T)dr. (49)
f

Entrambi i circuiti hanno costante di tempo uguale a infinito, T =o, cioé
frequenza naturale uguale a zero. Pertanto il termine dipendente dal valore
iniziale dello stato non svanisce, ma permane indefinitamente in entrambi i
circuiti. A causa dell'assenza di bipoli dissipativi i termini di evoluzione libera
non tendono asintoticamente a zero per t — +oo, Ma restano costanti nel tempo
(ricordiamo che nell’ evoluzione libera il generatore di corrente indipendente si
comporta come un circuito aperto e il generatore di tensione indipendente s
comporta come un corto circuito). In questi casi il comportamento asintotico
del due circuiti dipende anche dal valore iniziale dello stato e quindi non ha
piu senso parlare di regime.

G. Miano, I ntroduzione ai circuiti



395

+

oM c=v @ L

(@ (b)

Fig. 6.17 Circuiti dinamici elementari.

6.3.4 Regime stazionario eregime sinusoidale

Il termine di regime dipende, oltre che dai parametri caratteristici del circuito,
anche dalla forma d’ onda dei generatori. Per ora verranno discussi due casi di
notevole interesse: circuiti con generatori costanti (o0 stazionari) e circuiti con
generatori sinusoidali (vedi § 2.4 e Capitolo 5).

- Regime stazionario

S consideri un circuito RL o RC del primo ordine con soli generatori
stazionari (cioe costanti nel tempo). In questo caso anche la tensione a vuoto
& (t) del circuito equivalente & costante nel tempo e, quindi, il regime che s
instaura nel circuito e stazionario.

Lasoluzione di un circuito RC (o RL) in regime stazionario puo essere ottenuta
per ispezione diretta. Quando il circuito funziona in regime stazionario, la
tensione del condensatore (la corrente dell’induttore) € costante, quindi il
condensatore sl comporta come se fosse un circuito aperto (I’induttore come se
fosse un corto circuito). Pertanto, per calcolare la soluzione di regime
stazionario di un circuito dinamico, s puo risolvere il circuito resistivo
ottenuto considerando al posto del condensatore un circuito aperto (al posto
dell’ induttore un corto circuito).

Quando i generatori sono stazionari, il regime di funzionamento che
s instaura nel circuito € anche stazionario, se il circuito €
dissipativo.
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In Figura 6.18 viene riportato I’andamento dello stato per due condizioni
iniziali diverse quando i generatori sono costanti. Per t >15 la soluzione in
entrambi i casi haraggiunto, praticamente, il regime stazionario.

6,0

I
1,0 / |
t
0’0 | | |

0] 5 10 15 20

Fig. 6.18 Per t >15 entrambe le soluzioni, relative a due condizioni iniziali diverse,
raggiungono il valore di regime.

- Regime sinusoidale

S consideri un circuito RL o RC del primo ordine con soli generatori
sinusoidali isofrequenziali (le frequenze, e quindi le pulsazioni, dei generatori
sinusoidali sono uguali) a pulsazione w. Nel caso in esame, anche la tensione a
vuoto €, (t) € una funzione sinusoidale con pulsazione w (essa & combinazione
lineare delle tensioni dei generatori di tensione e delle correnti dei generatori di
corrente indipendenti). Di conseguenza, il regime che s instaura nel circuito €
sinusoidale a pulsazione w, quindi la soluzione di regime puo essere
determinata applicando il metodo simbolico.

Quando i generatori sono sinusoidali e isofrequenzali, il regime di
funzionamento che s instaura nel circuito & anche sinusoidale
con la stessa pulsazione dei generatori, seil circuito e dissipativo.

In Figura 6.19 viene riportato |I'andamento dello stato per due condizioni
iniziali diverse quando i generatori sono sinusoidali e isofrequenziali. Per t>5
entrambe le soluzioni raggiungono, praticamente, il regime sinusoidale che s
instauranel circuito.
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Fig. 6.19 Per t>10 entrambe le soluzioni, relative a due condizioni iniziali diverse, hanno
praticamente raggiunto il funzionamento di regime.

6.3.5 Regime periodico eregime aperiodico

Quando il circuito RC (o RL) contiene generatori costanti e generatori
sinusoidali con diverse pulsazioni la tensione a vuoto g,(t) € una funzione

periodica o aperiodica e, di conseguenza, il regime risultante € periodico o
aperiodico. Il regime € periodico se tutte le pulsazioni sono commensurabili tra
loro, invece, e aperiodico se non tutte le pulsazioni sono commensurabili tra
loro, vedi 8§ 5.12.

Esercizio

Si consideri il circuito rappresentato in Figura 6.2 e s assuma che R =1Q,
R, =R, =2Q, C=2uF, &t)=E,sin(wt), j(t)=J,, E, =08V, J,=6/5A,
w=10° rad/s, t, =0 e \, =—1V. Si determini la tensione del condensatore.
Il circuito e descritto dall'equazione di stato

dv , 3010°
dt 16

v=10° ([3/8+0.1sin(10°t)|. (50)

L’ integrale generale dell’ equazione (50) €

v(t) = Kexp(-t/T1) +v,(t), (51)
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dove la costante di tempo vale T =5.33us e la soluzione particolare v,(t) € il

termine di regime; la costante K deve essere determinata imponendo la
condizioneiniziale v(0) = -1.
Il termine di regime v,(t) pud essere determinato applicando la

sovrapposizione degli effetti. Cosl facendo si ottiene

v,(t) 02,0+ 09coq10°t - 2.1), (52)

3,0 T T

25 |- .
20—\ -} — /X /[
15 | -
1,0 -
0,5 -
0,0

v() [V]

05 |

1,0 1 1 1
0] 5 10 15 20

t[ps

Fig. 6.20 Circuito con regime periodico.

Il primo termine e la soluzione di regime stazionario del circuito quando agisce
solo il generatore di corrente stazionario e il secondo termine € la soluzione di
regime sinusoidale quando agisce solo il generatore di tensione sinusoidale. La
soluzione di regime stazionaria pud essere determinata risolvendo il circuito
resistivo equivalente ottenuto sostituendo al condensatore un circuito aperto (in
regime stazionario il condensatore si comporta da circuito aperto). La soluzione
di regime sinusoidale puo essere determinata applicando il metodo simbolico
descritto nel Capitolo 5. Dalla sovrapposizione dei due regimi s ottiene un
regime periodico con periodo T = 6.8us(Figura 6.20).

Sostituendo la (52) nella (51) e imponendo la condizione iniziale, s ottiene
K =-2.5V equindi lasoluzione del problemae

v(t) O-25exp(~t/1) + [2.0 +09co0s(10°t - 2.1)] . (53)
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6.3.6 Circuito con generatore impulsivo

Si consideri il circuito di Figura6.21 e sl determini latensione e la corrente del

condensatore quando la tensione del generatore ha |I’andamento riportato in
Figura 6.21: &(t) € un impulso rettangolare di ampiezza E, edurata T.

R
\ et
—VVNV—T 4 «
i E
D0 ¢ _i_ y L
| - 0 T f
Fig. 6.21 Circuito RC con impulso rettangolare.
L’ equazione di stato di questo circuito €:
d 0 t<0
Td—}[/+v=DEO 0<t< T, (54)
EO T<t;

T=RC ¢ la costante di tempo del circuito. Pur essendo la tensione del
generatore discontinua all’istante t=0 e dl’'istante t=T, la tensone del
condensatore deve essere continua perché il generatore di tensione e limitato.

Siccome la tensione del generatore € uguale a zero per t <O, il circuito é a
riposo per t<0, quindi la tensione del condensatore a un istante
immediatamente prima di t=0 & nulla, v(O‘) =0. Per la continuita della

tensione del condensatore abbiamo
v07)=v{0") =0. (55)

Nell’intervallo (0,T) latensione del generatore € costante, e(t) = E,. Pertanto
per (0,T) latensione del condensatore & soluzione dell’ equazione

r%’+v= E,, (56)

G. Miano, Introduzione ai cir cuiti



400

con lacondizioneiniziale
v0*)=0. (57)
La soluzione dell’ equazione (56) con lacondizioneiniziale (57) e
v(t) =Ep(1-e"). (59)

Questo & I’andamento della tensione del condensatore nell’intervallo (0,T).

e |’andamento dellatensione nellafase di caricadel condensatore. Siccome
latensione del condensatore € una funzione continua, s ha

(T')=UT)=ER1-e™). (59)
Per t > T il circuito e€in evoluzione libera, quindi s ha
V(t) =Ep(1-e " )e ", (60)
Riassumendo, latensione v(t) del circuito illustrato in Figura 6.21 vale

510 t<0,
v(t) =E(1-e™") 0<t<T, (61)
E(l-e)e ™ taT.

Se T/1>>1 (ad esempio, T/t =10) abbiamo V(T")=V(T") OE,, cioeé lafase

di caricaviene completata nell’intervallo di tempo in cui il generatore € acceso.
In Figura 6.22 viene mostrato |I’andamento temporale della tensione del
condensatore per un fissato valore di E, ediversi valori di T; in Figura6.23 €
mostrato I’andamento della corrente per il caso T=4t1. S osservi che, a
differenza della tensione, la corrente del condensatore € discontinua al’istante
t=0edlistantet =T.

Al decrescere delladurata dell’impulso il picco della tensione del condensatore
decresce. Per T =4t il circuito praticamente raggiunge il regime stazionario

prima che il generatore di tensone s spenga; infatti abbiamo
Voo =V(T =41) OE,. Per T=1/2 il circuito non riesce a raggiungere il
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regime stazionario prima che il generatore di tensione s spenga; infatti
abbiamo v,,,, =Vv(T) J0.4E,.

Vv

T=1/2
Fig. 6.22 Andamento temporale della tensione del condensatore per fissato valoredi E, e
diversi valoridi T.

Vv

T=1/2

Fig. 6.23 Andamento temporale della tensione del condensatore per fissato valoredi E, e
diversi valoridi T.

S osservi che nel caso in esame é f:e(r)dr =ET (I'area dell’'impulso
rettangolare), quindi I:Oe(T)dT ~ 0 per T - 0. Quanto piu corta & la durata

dell’'impulso, a parita di ampiezza massima, tanto meno € “efficace” la sua
azione.

Cosa accade se applichiamo un impulso di tensione con un’ ampiezza che cresce
al decrescere della sua durata?
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Consideriamo, ora, un generatore di tensione in grado di generare un impulso
rettangolare e =, (t) del tipo illustrato in Figura 6.24: I’ampiezza (1V [3)/A

& inversamente proporzionale alla duratatemporale A . E evidente, alora, che &
I_+we(T)dT =1 indipendentemente dal valore della durata A. Inoltre, si assuma

che la durata temporale A sia diversa da zero ma arbitrariamente piccola e,
quindi, I’ampiezza arbitrariamente grande.

/] nA(t)
1Vs
A
0 A e

Fig. 6.24 Impulso rettangolare di ampiezza (1Vs)/A.

Indichiamo con il simbolo h,(t) la funzione che descrive la tensione del
condensatore per un generico valoredi A. Abbiamo

[l
ED t<0,
h, (1) :g%(l—e‘t”) O<t<A, (62)

Cosa accade quando A — 07? Utilizzando lo sviluppo in serie di Taylor
nell’intornodi A =0

2 2
2280, p=B4lR0, (63)
T

dalla (62) abbiamo
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l
H
0 t<0,
AN, 2 0
hA(t):EB%%+%%§%@ +eed] 0<t< A (64)
Um 11pA U _-ayie
TN et 2

Si osservi che per (A/1) <<1 I'andamento della tensione nell’intervallo (0,A)
€, con buona approssimazione, lineare nel tempo, Figura 6.25,

h, () 02 per o<t <a. (65)

L a pendenza della corrispondente retta tende all’ infinito per A — 0. Nél limite
per A - O abbiamo

| F0 t<0,
limh, (t) =01 -ux 0" (66)
3:°
ovvero
= Dl —t/TD
h(t) = limh, (t) = u()DT 0 (67)

dove u=u(t) &lafunzione gradino unitario di Heaviside, cosi definita

u(t) = ED t<0, (68)

E& t>0".

Nel limitedi A - O la tensione del condensatore € discontinua t =0, Figura
6.25: il suovaloreézeroall’istantet =0~ ed € uguale a 1/1 all’istante t =0".
Pur essendo per A - 0 la durata dell’ applicazione della sollecitazione sempre
piu piccola, I'intensitadi quest’ ultima cresce come 1/A, e quindi € in grado di
modificare istantaneamente lo stato del circuito. Per t>0 il circuito € in
evoluzione libera.
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Fig. 6.25 Andamento temporale della tensione del condensatore quando I'ingresso e
I”impulso rappresentato in Figura6.24per A/t =02 eA - 0.

Osservazione

Si consideri la successione di funzioni M,(t) quando A — 0. E evidente che
M, (t) gode delle seguenti proprietaper A - O:

- énullaper qualsias t, eccetto che in un intorno (destro) arbitrariamente
piccolodi t =0;

- nonhavaorefinitoint =0;

- inoltre, I'integrale definito di M, (t) sull’intervallo (—,) vale uno per

ogni valoredi A, I_;ml'l A(D)dt =1.

La forma d onda limite LirTgFIA(t) € un modo per redizzare un impulso di
Dirac &(t), definito dalle proprieta

mon limitata t =0,
= 69
3(t) Ep (20, (69)
I_:omé(t) dt =1. (70)

E immediato verificare che la (66) (o (67) coincide proprio con la tensione del
condensatore che s avrebbe nel caso in cui la tensione del generatore di
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tensione nel circuito di Figura 6.21 fosse un impulso di Dirac unitario applicato
dl'istantet =0,

&ft) = (L Vs)3(t). (7)

L’ ampiezza di un impulso di Dirac unitario di tensione € pari a1V [, cioe, €
omogenea dimensionalmente con un flusso di campo magnetico. Cio € dovuto
al fatto che dovendo essere verificata la (70), i valori della funzione d(t) sono

omogene con s .
Lacorrente del condensatore puo essere espressa in funzione della tensione del
condensatore e del generatore attraverso larelazione:

() = MR"“). 72

Si osservi che la corrente contiene un termine che € direttamente proporzionale
aun impulso di Dirac.
D’ atra parte dalla relazione caratteristica del condensatore abbiamo

v0')=v(0") +% J(')Ojic('[)d'[. (73)

Questa equazione e stata ottenuta facendo I'integrale definito, sull’intervallo
infinitessmo (O‘,O*), di ambo i membri dell’equazione caratteristica del

condensatore. Sostituendo la (72) nella (73) abbiamo,
v(0+) = v(O') S J' O+5(T)dl’ — lIO+V(T)dT (74)
RCJo CJo '

La tensione del condensatore e certamente limitata (altrimenti |’ energia
immagazzinata potrebbe essere infinita), quindi il secondo integrale nella (73) e
uguadle a zero; inoltre, per definizione di  impulso di Dirac

J’s &(t)drt = f:B(T)dT =1. Infine, il circuito & a riposo prima che il generatore

di tensione agisca, v(O‘) =0. In conseguenza di tutto cio dalla (74) abbiamo
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v0r)=55=1. (75)

Per t >0" il circuito &in evoluzione libera e, quindi,

v(t) :%e‘t” per t > 0. (76)

Esercizio

S determini la tensione dell’induttore per il circuito rappresentato in Figura
6.26.

+

et) =3(t) L Vi

Fig. 6.26 Circuito RL con generatore impulsivo.

6.3.7 Circuito tempo-variante

S consideri il circuito descritto in Figura 6.6. Esso, pur essendo tempo
variante, puo essere analizzato usando le tecniche appena descritte. Cio e
possibile perché per —o <t <T", cioé prima dell’ apertura dell’interruttore, il
circuito € tempo-invariante e per T' <t<+ow, cioé dopo | apertura
dell’interruttore, il circuito € di nuovo tempo-invariante. La resistenza
equivalente del bipolo di Thevénin che descrive la parte statica del circuito
unafunzione del tempo la cui espressione e

OR t<T,

— 77
&‘(t) ER/Z t>T; (77)
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anche latensione a vuoto € unafunzione del tempo la cui espressione e data da

E/2 t<T
t)=0 ’ (78)
eO() E t>T.

Si osservi che, pur essendo costante la tensione del generatore indipendente di
tensione presente nel circuito di Figura 6.6a, la tensione a vuoto del bipolo
equivalente di Thevénin dipende dal tempo a causa dell’interruttore.
Considerazioni analoghe valgono per la resistenza equivalente.

L’ equazione di stato e per —oo <t < +oo

dV+ L V= & (! (79)

d R,(t)C R,(C

Per t<T il circuito e tempo-invariante ed e alimentato con un generatore
stazionario. A un qualsiasi istante di tempo finito, minore di zero, il circuito
in regime stazionario perché sta funzionando dall’istante “remoto” t, —» — ed

e dissipativo. La soluzione stazionariaper t < T vale
E
V=—. 80
> (80)

La (80) puo essere ottenuta per ispezione diretta del circuito riportato in Figura
6.6. Quando il circuito € in regime stazionario la tensione del condensatore €
costante e quindi la corrente che in circola € uguale a zero. Pertanto il
condensatore si comporta come se fosse un circuito aperto.

All'istante t =T s apre I'interruttore e la struttura del circuito cambia. La

tensione del condensatore € continua perché il generatore di tensione ha
un’ ampiezza limitata, di conseguenza abbiamo:

) =)=

Per T" <t <+ il circuito € di nuovo tempo-invariante e la tensione del
generatore indipendente di tensione e costante. In questa situazione I’ equazione
di stato e

N m

. (81)
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& 2 2F
—+ Zy== 2
& RC'_RC (82)

La soluzione dell’ equazione (82) deve verificare la condizioneiniziale
.\ _E
T )=—. 83
(T)=5 (83)
La soluzione generale dell’ equazione (82) &
v(t) =Ke"'" +E. (84)

Per t >T il valore della soluzione stazionaria del circuito e uguale ad E. La
costante K deve essere determinata imponendo la condizione iniziae (83),

gz Ke™ +E O K= —%e”f. (85)
Pertanto la soluzione € data da
v(t) = %[2 _ e T ] . (86)
1,5 T T T T
1,0 b—cmom .
> J
§
0,5 | J
0.0 . . , o s
-5 0] 5 10 15 20

Fig. 6.27 Circuito RL con generatore impulsivo.
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Riassumendo, |a soluzione del circuito tempo-variante illustrato in Figura 6.6a
vale

- -
v(t) = (87)
Epoetr] o
L2

In Figura 6.26 viene illustrato I’andamento temporale della tensione del
condensatoreper E=1e RC=1 ps.

Esercizio
Si determini latensione del condensatore del circuito tempo-variante di Figura

6.6 quando I’andamento temporale della tensione del generatore € quello
descritto in Figura 6.28.

e(t)

N

+E

Fig. 6.28

6.4 Soluzione di circuiti del secondo ordine

In questo paragrafo affronteremo la soluzione di circuiti del secondo ordine.
Come a solito per esemplificare faremo riferimento a circuiti particolari; i
risultati che otterremo si estendono senza alcuna difficolta a un generico
circuito del secondo ordine.

6.4.1 Circuito RLC serieecircuito RLC parallelo

Per esemplificare le complicazioni e i nuovi fenomeni che s incontrano
studiando un circuito del secondo ordine tempo-invariante considereremo il
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circuito RLC serie, Figura 6.29a. Questo e |’ esempio piu semplice e anche piu
significativo di circuito del secondo ordine. In Figura 6.29b € illustrato il
circuito RLC pardléelo.

In questo paragrafo studieremo in dettaglio il circuito RLC serie. Lasciamo a
lettore lo studio del circuito duale rappresentato dal circuito RLC parallelo.

R i L
N \N— 0~ + . +
+ v, — ! Ylc
et) c—v i) R> L C——v
(a) (b)
Fig. 6.29 (a) Circuito RLC serie e (b) circuito RLC parallelo.
Si consideri un circuito RLC serie con le condizioni iniziali
Vt,) =V, i(t,) = 1. (88)
Le equazioni caratteristiche dei bipoli a memoria sono
e
o (89)
Lﬂ =V,.
dt

Per determinare le equazioni di stato bisogna esprimere la corrente del
condensatore e la tensione dell’induttore in funzione delle grandezze di stato.
Siccome il condensatore € in serie con |’ induttore la corrente del condensatore €
uguale ala corrente dell’induttore e, quindi, in questo caso coincide con una
grandezza di stato. Per esprimere la tensione dell’induttore in funzione delle
grandezze di stato bisogna applicare |la secondalegge di Kirchhoff. Abbiamo

v, =e-Vv-—-Ri. (90)

Le equazioni di stato sono
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(91)

Il sistema di equazioni differenziali (91) deve essere risolto con le condizioni
iniziali (88).

Per risolvere questo problema esistono divers metodi. Qui risolveremo il
problema riducendo il sistema (91) ad una sola equazione in una sola incognita.
Sostituendo la prima equazione di stato nella seconda, s ottiene |’ equazione
differenziale per latensione del condensatore

2
dv Rav, 1 o) (2)
dt Ldt LC LC

L’ equazione scalare del secondo ordine (92) deve essere risolta assegnando il

valore iniziale della tensione del condensatore e il valore della sua derivata
primaall’istanteinizialet =t,. Il valore di dv/dt in ciascun istante puo essere

determinato utilizzando la prima delle equazioni di stato (91). Abbiamo, allora,

v(t,) =V,,
dv I

(93)

0
dt t=ty C
Osservazione

Le equazioni di stato per il circuito RLC parallelo di Figura 6.29b sono

av VoL
_=___|+J,
dt R

- (94)
L ﬂ =V.
dt

L’ equazione differenziae per latensione del condensatore €

2. . .
di, 1d 1. i) (95)
dt> RCdt LC LC
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Essa deve essere risolta con le condizioni iniziali

vV (96)

Anche le equazioni di stato del circuito RLC rappresentato in Figura 6.10
possono essere ridotte ad una sola equazione differenziale del secondo ordine in
una solaincognita simile alle equazioni (92) e (95). Ovviamente, i coefficienti

saranno divers. |l lettore determini, ad esempio, |’ equazione differenziale per
lacorrenteii, .

¢

L’ equazione differenziale (92) deve essere risolta con le condizioni iniziali
(93). Questo el problemadi Cauchy che bisogna risolvere quando s studia un
generico circuito del secondo ordine lineare e tempo invariante.

Una volta determinata la soluzione del problema di Cauchy, usando la prima
equazione del sistema (91) € possibile determinare la corrente dell’induttore
attraverso una semplice operazione algebrica di derivazione.

L’ integrale generale dell’ equazione scalare (92) € dato da

V(D) =% (1) + v, 1), (97

dove v, (t) &una soluzione particolare dell’ equazione (92) e v (t) e I'integrale
generale dell’ equazione omogenea associata alla (92),

d’v dv
dtzl + 20 dtl +wv, =0; (98)

il parametro a e definito come

R
a=—, 99
oL (99)

mentre w, € proprio uguale alla pulsazione di risonanza della serie RLC,
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__ 1
W === (100)

L’ equazione (98) e un’equazione differenziale ordinaria del secondo ordine,
lineare, a coefficienti costanti e omogenea.

La soluzione generale dell’ equazione (98) puo essere determinata osservando
chelafunzione

Ke (101)

ha una derivata prima e una derivata seconda che somigliano proprio alla
funzione stessa. L’espressione (101) € soluzione dell’equazione (98) se il
parametro A € soluzione dell’ equazione algebrica di secondo grado

N + 20\ +w’ = 0. (102)
Il polinomio di secondo grado
p(A) =A% +20A + w?. (103)

eil polinomio caratteristico associato all’ equazione differenziale (98). Esso e
costituito dalla somma di tre monomi in A: a termine della (98) in cui
compare la derivata seconda corrisponde il monomio in A di grado due con lo
stesso coefficiente della derivata seconda, cioe 1; a termine in cui compare la
derivata prima corrisponde il monomio in A di grado uno con lo stesso
coefficiente della derivata prima, cioé 2a; infine; a termine non derivato
corrisponde il monomio di grado zero, con lo stesso coefficiente che moltiplica
lafunzione incognita, cioé w? .

Leradici del polinomio caratteristico sono

= -0 40 -, (104)

A,
A

I

Ovviamente esse non dipendono dalla tensione del generatore di tensione.
Pertanto esistono due soluzioni dell’ equazione (95) del tipo (98),
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K.e'' Ke', (105)

dove K, e K_ sono due costanti arbitrarie. Siccome I’ equazione (98) € lineare
anche laloro somma e soluzione dell’ equazione,

vo(t) =K, e + K&\, (106)

Questa € I’ espressione della soluzione generale dell’ equazione (98) quando le
radici del polinomio caratteristico sono distinte, cioé A, #A_. Quando le due

frequenze naturali sono coincidenti, A, =A_ = —a, |'espressione la soluzione
generale dell’ equazione omogenea associata e

Vo(t) = Ae™ + Bte ™. (107)

Quando leradici del polinomio caratteristico sono distinte K, e K_e*-' sono

due soluzioni linearmente indipendenti dell’ equazione omogenea (98); facendo
variare nella (106) sia K, che K_ (in generale, nell’insieme del numeri

complessi), si ottengono tutte le possibili soluzioni della (98). Invece, quando
le radici del polinomio caratteristico sono coincidenti Ae ™ e Bte ™ sono due
soluzioni linearmente indipendenti dell’ equazione (98).

Osservazione

Un circuito del secondo ordine ha due modi di evoluzione naturali, K.e'*' e
K_e'', e due frequenze naturali, A, e A_. Quando le frequenze sono
coincidenti i modi naturali di evoluzione sono Ae™™ e Bte ™.

La soluzione generale dell’ equazione (92) €

K e +K ey (1) seA, A,

t) = 108
v(t) DAe™ +Bte™ + v (t) seA, =A_=-a. (108)

La soluzione generale (108) dipende: (a) dalla soluzione particolare
dell’ equazione (92) che dipende dall’ andamento temporae della tensione del
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generatore; (b) dalle costanti di integrazione K, e K_ (A e B); (c) dale

frequenze naturali A, e A_.
Le due costanti di integrazione K, e K_ (A e B) devono essere determinate

imponendo che la (108) verifichi le condizioni iniziali (93), quindi K, e K_
(A e B) dipendono dallo stato iniziale del circuito. Le frequenze naturali A, e
A_ sono, invece, grandezze caratteristiche del circuito, che non dipendono dai

generatori indipendenti e dallo stato iniziale.
Osservazione

Anche per i circuiti del secondo ordine lineari € possibile decomporre il
funzionamento in condizioni generiche in due contributi: I’evoluzione libera
v, =v,(t) el’evoluzione forzata v, =v,(t). Né circuito in evoluzione libera il
generatore e spento e quindi il termine noto dell’ equazione differenziale (92) e
uguale a zero: I'evoluzione libera € la soluzione dell’ equazione omogenea
associata che verifica le condizioni iniziali (93). Invece, I’ evoluzione forzata e
la soluzione dell’ equazione completa (92) che verifica condizioni iniziali nulle.

V() = v, (t) + v, (t)
g2 Ud2v dv
d\/'+20(%+(,or2\/| =0 O—-+20—+w?, =0
Hdt2 dt 0 dt? dt
EIVI ('to) =Vo %Vf (t,) =0
dv, _ dv,
HEL:Q, - C . |t:t0 =0

Ora analizzeremo in dettaglio I’evoluzione libera di un circuito RLC serie.
Abbiamo gia visto (nei circuiti del primo ordine) che il comportamento
gualitativo dell’ evoluzione libera di un circuito dipende dalle sue frequenze
naturali, e quindi e importante studiarne le proprieta.

Le frequenze naturali del circuito sono reali e distinte se il discriminante del
polinomio caratteristico € maggiore di zero, sono reai e coincidenti se il
discriminante del polinomio caratteristico € uguale a zero, mentre sono
complesse coniugate seil discriminante e minore di zero.

L'espressione del discriminante del polinomio caratteristico e
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A=a?-o, (109)

La (109) puo essere anche riscritta come

A:azgﬂ—s—zﬁzaz(l—4Q2), (110)
dove
Q=%wr, (111)

eil fattore di merito del circuito RLC serie.
L e due frequenze naturali del circuito, A, e A_, sonoreali se Q<1/2,

A, =—axay, (112)
dove

S (113)

Siccome la resistenza R e I'induttanza L sono grandezze positive (bipoli
passivi) sl hache (in questo caso s hasempre a >a )

A_ <A, <O0. (114)
Quando Q=1/2 lefrequenze naturali sono reali e coincidenti (a, =0),
A, =-a. (115)
Per la passivita abbiamo anche
A, =-a<0. (116)

Quando Q>1/2 lefrequenze naturali sono complesse coniugate,
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A, = -0 +iw,, (117)
dove
Wy 4w —a’; (118)

nella (117) i rappresental’ unitaimmaginaria, i =J/-1.
Per |a passivita abbiamo anche

Re{A,} =-a <0. (119)

Si osservi cheil fattore di merito di un circuito RLC pu0 essere espresso anche
come

Q=% (120)

dovela*“resistenza caratteristica’ R, € definita come

R = ‘/g (121)

Quindi abbiamo,

EK 2R, frequenze naturali complesse coniugate,
R= 2R, frequenze naturali reali e coincidenti, (122)
E> 2R, frequenze naturali reali e distinte.

- Modi naturali aperiodici smor zati

Quando R>2R. (Q<1/2) le frequenze naturali sono reali, e quindi le due
costanti di integrazione K, e K_ sono reali. Per la passivita e per la presenza
della dissipazione, entrambe le frequenze naturali sono negative. Pertanto,
I’evoluzione libera € la somma di due funzioni esponenziali smorzati ed €,
quindi, caratterizzata da una dinamica aperiodica, Figura 6.30a. Questo tipo di

G. Miano, Introduzione ai cir cuiti



418

evoluzione prende il

cu K, =0e K_ #0).

nome di

evoluzione aperiodica smorzata e i
corrispondenti modi sono aperiodici smorzati. Ciascun modo di evoluzione
libera ha una propria costante di tempo: 1, =1/A,| e T_ =1/\_|. Essendo
A_ <A, <0 abbiamo che t, > 1_. Di conseguenza I’intervallo di tempo in cui
il termine transitorio s estingue e, quindi, viene raggiunto il regime
permanente, dipende dalla costante di tempo 1, (ad eccezione di quel cas in

Evoluzione libera smor zata

R>2R (Q<1/2)
v(t) = K. e + K e

A X,

-Vt -1t

Im{A}

Re{A}

Evoluzione libera armonica smor

R<2R. (Q>1/2)
v(t) = Ke™ cos{w,t +y)

A x
1

Zata

L ‘L<-2Tr/m?|

Kcos([® e 1 -
- ' Kexp(-at)

Evoluzioneliberacritica
R=2R (Q=1/2)
v(t) = (A+ Bt)e™

A X

1

Im{A}

P

< Re{A}

Btexp(-at)

Aexp(-at)

0 1/a t

(b)

Evoluzione libera armonica
R=0(Q - =)
v(t) = K cos(w,t +)

#ORe{)\}
VAV/T
)

A%

Kcos(d

(d

Fig. 6.30 Possibili rispostein evoluzione libera per un circuito RLC.
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- Modi naturali aperiodici criticamente smor zati

Quando R=2R, (Q<1/2) le frequenze naturali sono reali e coincidenti, e

quindi le due costanti di integrazione A e B sono reali. Anche in questo caso,
per la passivita e per la presenza di dissipazione, i due modi di evoluzione
libera sono aperiodici e smorzati, Figura 6.30b. Questo tipo di evoluzione
prende il nome di evoluzione critica o criticamente smor zata.

- Modo naturale armonico con ampiezza smor zata

Quando R<2R, (Q>1/2) le frequenze naturali sono complesse coniugeate.
Come tra poco faremo vedere, in questo caso anche le due costanti di

integrazione K, e K_ sono complesse coniugate. Posto, allora,

K, = Ae“ (123)
(A eil modulo del numero complesso K, e a elafase), abbiamo

K_=Ae". (124)

Pertanto, il termine di evoluzione libera puo essere espresso come

V (t) = K+e)\+t + K_e)\_t — Aeiye(—cx+iood)t + Ae—iye(—cx—iood)t

— Ae—m[ei(wdt+y) + e—i(oodt+y)] , (125)
ovvero come (K =2A)
v (t) = Ke™ codwgt +). (126)

Dunque lafunzione v, (t), che rappresenta |’ osservabile fisica tensione elettrica,

e una funzione a valori reali, anche se e rappresentata attraverso la somma di
due funzioni complesse (ma coniugate). In questa situazione |'andamento

temporale dell’ evoluzione libera € una oscillazione sinusoidale di pulsazione
w,, COn ampiezza che s smorza con legge esponenziale con costante di tempo

1/a. Cio é conseguenza della passivita e della presenza della dissipazione. Al
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parametro w, si dail nome di pulsazione propriadel circuito. In questo caso il

modo di evoluzione libera € oscillante (armonico) con ampiezza smor zata,
Figura 6.30. Quando le frequenze naturali sono complesse coniugate puo essere
conveniente rappresentare direttamente |'integrale generale dell’ equazione
omogenea associata nellaforma (126).

Ora dobbiamo verificare che effettivamente le costanti di integrazione K, e K_
sono complesse coniugate. Per determinare le costanti di integrazioni dobbiamo
imporre le condizioni iniziali. Noi, qui, risolveremo questo problema per un

circuito RLC in evoluzione generica. Assumiamo nota la soluzione particolare,
v, (t), eimponiamo che

v(t) =K, &' + K_e' +v,(t) (127)

verifichi le condizioni iniziali (93); solo per semplificare i calcoli assumiamo
che t, =0. Abbiamo il sistema di equazioni algebriche lineari nelle due
incognite K, e K_:

K, +K_=m, (128)
ALK, +A_K_=n, (129)
dovei termini noti
m=V, -v,(0), (130)
n =|—é—%|t:0, (131)

sono grandezzereali (le osservabili fisiche tensione e corrente, la resistenza, la
capacita e l'induttanza sono espresse tutte attraverso grandezze redli).
Utilizzando la (117), I equazione (129) puo essere riscritta come

—a(K, + K_)+iw,(K, —K_)=n. (132)

Si osservi chelasomma K, + K_ € nota dalla prima equazione. In conclusione
le costanti di integrazione K, e K_ sono soluzione del sistemadi equazioni
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HK+ +K_ =m,
Ok, —K_=Aram (133)
R W,

E evidente che le soluzioni K, e K_ del sistema (133) non possono essere redli

ma devono essere necessariamente complesse; ricordiamoci chem e n sono due
grandezze redli. Dalla prima equazione abbiamo che la somma di K, e K_ e

una grandezza reale, quindi (Im{X} rappresenta la parte immaginaria del
numero complesso X)

Im{K.} = -Im{K_}. (134)

Dala seconda equazione abbiamo che la differenza di K, e K_ e una
grandezza puramente immaginaria, quindi (Re{ X} rappresenta la parte rede

del numero complesso X)
Re{K.} = Re{K_}. (135)
Le proprieta (134) e (135) implicano che
K, =K, (136)

cioé le due costanti di integrazione K, e K_ sono complesse coniugate. Questo
risultato € conseguenza del fatto che le condizioni iniziali sono grandezze
fisiche espresse attraverso numeri reali e le frequenze naturali sono complesse
coniugate.

' L
;—\,UUL— + i +
e(t)(‘f) C_—_Vv j(t)é\} L C——V
_ _
(@ (b)

Fig. 6.31 Circuiti LC.
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- Modi naturale armonico con ampiezza costante

Un circuito RLC é sempre dissipativo se contiene resistori. Mantenendo
costante R, e riducendo R a di sotto del valore critico 2R., s ottiene
un’ evoluzione libera sinusoidal e con ampiezza che decade esponenzia mente nel
tempo. Nel caso limite R=0, quindi, Q - oo, (circuito LC serie, Figura6.31a)
la forma dell’ evoluzione libera diventa una sinusoide con ampiezza costante,
Figura 6.30

v (t) = Kcos{w,t +Y); (137)

la pulsazione w, tende alla pulsazione di risonanza w, quando R - 0. In
guesta situazione le frequenze naturali sono immaginarie (la parte rede e
uguale a zero) e I’andamento temporale dell’ evoluzione libera €, quindi, una
oscillazione sinusoidale con ampiezza costante e con pulsazione uguale alla
pulsazione di risonanza del circuito RLC, w, =1/+/LC.

In evoluzione libera la somma dell’ energia immagazzinata nell’induttore e
dell’ energia immagazzinata nel condensatore di un circuito LC é costante nel
tempo: |'energia viene scambiata continuamente tra il condensatore e
I”induttore, senza mai essere dissipata. Questo € un esempio di circuito passivo
conservativo.

Tutti questi risultati si estendono senza alcuna limitazione a qualsiasi circuito
RLC del secondo ordine.

Osservazione

In generale i circuiti dinamici possono essere classificati in  “asintoticamente
stabili”, “ stabili” e “instabili”.

Applicando la conservazione delle potenze a un circuito RLC serie in
evoluzione liberas ha

O('j—\iv = —PL(t) <0, (138)

dove P4(t) elapotenzaistantanea assorbita dal resistore

P. = Ri*(t), (139)
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e W el’ energiatotale immagazzinata nei due elementi dinamici del circuito,
1_ 5 1 .,
W(t) = ECV (1) + > Li“(t). (140)

Se il resistore € passivo, la resistenza e positiva e, quindi, la potenza elettrica
P.(t) assorbita dal resistore & maggiore di zero per ogni condizione di
funzionamento ed e uguale a zero solo quando il circuito € a riposo, cioe
guando la corrente dell’induttore e la tensione del condensatore sono entrambe
uguali a zero. In questo caso I’energia immagazzinata a un generico istante
t >t, non puo mai essere piu grande di quellaimmagazzinata al’istante iniziae
t =t,. Questa proprieta € generale e non dipende dall’ordine del circuito.
L’ energia immagazzinata diminuisce continuamente nel tempo fino a quando
non diventa nulla (W e definita positiva). Tutta |’energia immagazzinata
inizialmente nei due elementi dinamici € stata dissipata all’interno del resistore:
per questaragione diciamo cheil circuito con R> 0 é dissipativo.

Il circuito RLC passivo € un esempio un circuito asintoticamente stabile:
I’ evoluzione libera tende asintoticamente a zero per t — o, indipendentemente
dal valori iniziali dello stato. Le frequenze naturali, a causa della presenza della
dissipazione, hanno parte reale minore di zero: non ci sono frequenze naturali
sull’asse immaginario e si trovano tutte nel semipiano sinistro del piano di
Gauss.

L’ evoluzione libera non tende asintoticamente a zero ma resta limitata quando
|a parte reale delle frequenze naturali € uguale a zero. Cio s verifica quando il
circuito e privo di elementi dissipativi, R=0. In guesta situazione abbiamo
P.(t)= 0 e, quindi, I’ energia totale immagazzinata nel circuito & costante nel
tempo.

Il circuito LC passivo e un esempio di circuito stabile (ma non asintoticamente
stabile) perche I’evoluzione libera pur non tendendo a zero per t - o, s
mantiene limitata uniformemente rispetto al tempo, comunque siano i valori
iniziali dello stato. Le frequenze naturali a causa dell’ assenza della dissipazione,
s trovano sull’ asse immaginario.

Se laresistenza del resistore fosse minore di zero, R< 0, avremmo P(t) <0 e,
quindi, I'energia immagazzinata crescerebbe nel tempo senza alcuna
limitazione. Cio pud accadere quando nel circuito sono presenti generatori
controllati.
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Il circuito RLC attivo, cioé con R<0, € un esempio di circuito instabile
perché I’ evoluzione libera diverge per t — oo . Entrambe le frequenze naturali,
acausa della presenzadell’ elemento attivo, hanno parte reale maggiore di zero
e quindi s trovano nel semipiano destro del piano di Gauss.

.

- Soluzione di regime e termine transitorio

Si consideri ora un circuito RLC dissipativo in condizione di funzionamento
generico e s faccia tendere I’istante iniziale t, a —o (il funzionamento del

circuito hainizio al’istante “remoto” t, = - ). Latensione del condensatore e
datada

Jlim[K e + K_e”t't")] +v, (t)

- —ool

lim v(t) = Olim [ A+ B(t- t;)e "] +v, (1) v(t).  (14D)

tg—> — DO - —00 L
lim [ e cogfaa, (t =) + ]| + v, (1)

- —ool

I |
1

Pertanto, ladinamicadello stato, e quindi dell’intero circuito, per t finito non
dipende dalla condizione iniziale (si € persa ogni traccia dello stato iniziale),
ma dipende unicamente dalla soluzione particolare e quindi dalla forma d'onda
delle tensioni dei generatori di tensione e delle correnti dei generatori di
corrente: il circuito funzionain regime. La soluzione di regime e uguale ala
soluzione particolare ed € indipendente dallo stato. Ritroviamo guanto abbiamo
giavisto nei circuiti del primo ordine.

S consideri ora il caso in cui I'istante iniziale t, sia a finito. Il termine
dipendente dalle costanti di integrazione tende asintoticamente a zero per — o
(indipendentemente dai valori delle costanti di integrazione); eil termine
transitorio dellarisposta

terminedi regime:  v,g(t) = lim X(t) = v, (t)

[k e)\+(t—t0) + K_e)\_(t—to)
terminetransitorio: v _ (t)= A+ B(t -to)]e-u(t-to)
DKe—G(t—tO) Coqwd (t _to) + y]
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Se il circuito in evoluzione libera é passivo ma non dissipativo, le frequenze
naturali sono a parte reale uguale a zero o almeno una di esse € nulla. In questo
caso il “termine transitorio” non tende a zero per t — co, ma rimane limitato.
Se il resistore ha resistenza minore di zero (resistore attivo) le frequenze
naturali hanno parte reale maggiore di zero e il termine “transitorio”
divergerebbeper t - o,

L'evoluzione di un circuito del secondo ordine dissipativo tende
asintoticamente alla soluzione di  regime per t - o,
indipendentemente dal valore iniziale dello stato. L'evoluzione libera
tende asintoticamente a zero con legge esponenziale e |'evoluzione
for zata tende asintoticamente alla soluzione di regime.

Regime stazionario e regime sinusoidale

Il termine di regime permanente v,(t) dipende, oltre che dai parametri

caratteristici del circuito, anche dalla forma d' onda del generatori. Verranno
discuss i soliti due casi: circuiti con generatori stazionari e circuiti con
generatori sinusoidali.

- Generatori stazionari
Si consideri un circuito RLC con generatori indipendenti stazionari. Il termine

di regime v,(t), in questo caso, e anche stazionario e pud essere
determinato con il metodo descritto nel § 5.2.

Quando i generatori sono stazionari, il regime di funzionamento che
s instaura nel circuito € anche stazionario, se il circuito e
dissipativo. La soluzione stazionaria puo essere ottenuta risolvendo
direttamente il circuito resistivo ottenuto sostituendo ai condensatori
circuiti aperti e agli induttori corto circuiti.

Per provare quanto affermato e sufficiente ricordare che in regime stazionario
la corrente dei condensatori e le tensioni degli induttori sono uguali a zero.
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Esercizio

Si consideri il circuito rappresentato in Figura 6.33. Il circuito e alimentato con
un generatore a gradino. Determinare I'andamento della corrente nel
condensatore.

Conviene sempre formulare il problema in termini di variabili di stato. In
guesto caso particolare viene prima determinata la tensione del condensatore e
poi, usando la sua caratteristica, s determinala corrente.

Le equazioni caratteristiche dei bipoli a memoria sono:

Ci’ = ic’

dt (142)
Lﬂ:v_

dt

Per determinare le equazioni di stato bisogna esprimere la corrente nel
condensatore e latensione dell’ induttore in funzione delle grandezze di stato v
e i. In questo caso ciO puo essere fatto per ispezione diretta del circuito,
applicando lalegge di Kirchhoff per le correnti a nodo “1”, e la seconda legge

di Kirchhoff alla maglia costituita dal condensatore, dall’induttore e dal
resistore di resistenza R, . Cosi facendo si ottiene

dv__v _; +5u(t),
d R R (143)
d_ 4.

La—v R,

dove E, =600.

e(t)é
|

Fig. 6.32 Circuito in evoluzione forzata.

e(t) =600u(t) V
R=125Q
R =7.27Q
L =227 mH
C=100 mF
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Il sistema (142) e definito per —o <t <+co. Per t <0 il generatore di tensione
e spento, quindi il circuito € nello stato stazionario di riposo (il circuito €
dissipativo). Latensione del generatore € limitata, e quindi le grandezze di stato
sono continue in ogni istante ed in particolare all’ istante t = 0. Pertanto si ha

q0)=v0) =

(07)=i(0") =0, (149

Essendo noto |o stato del circuito all’istante t = 0", bisogna risolvere il sistema
(143) per t=0"; per t 20" la funzione gradino unitario di Heaviside u(t) e
costante ed e uguale a uno. Dovendo calcolare la corrente nel condensatore,

conviene ridurre il sistema (143) a una equazione scalare del secondo ordine
nella funzione incognita v=\(t). Derivando ambo i membri della prima

equazione di stato rispetto al tempo e usando la seconda, si ottiene per t = 0"

dv,0R, 10, 10 RO _1R
1R (145)
a THL T Rpgdt ‘e R TICR

La soluzione generale dell'equazione (145) e costituito dalla somma di un
integrale particolare dell’equazione completa e dell’integrale generale
dell’ omogenea associata.

Come integrale particolare s puo assumere senz'altro la tensione in regime
stazionario (essendo per t > 0" il generatore costante):

v, = E, R__510 (146)
R +R,

In regime stazionario il condensatore s comporta come se fosse un circuito
aperto e I’induttore si comporta come se fosse un corto circuito; la (146) e stato
ottenuta usando il partitore di tensione.

Il polinomio caratteristico dell’ equazione omogenea associata e

LR, 10 0 RE (147)
A= DL R H}\ CEIL RID
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Gli zeri del polinomio caratteristico sono nel caso in esame reali,
A, =-10, A_ =-30. (148)
L’ integrale generale dell’ equazione (148) vale
v(t) =K, e +K_e™ +510 pert=0". (149)

| modi naturali di evoluzione sono due modi aperiodici smorzati. Per
determinare le due costanti di integrazione K, e K_ bisogna conoscere v(0+) e

dv/dt|_,.. Il valore iniziale della tensione & noto, (0+)=v(0’) =0. Il valore

iniziale della derivata prima si determina usando la prima equazione di stato e
le condizioni di continuita (144). Cosi facendo si ottiene

] + =0\l
%L =ig_ﬂ_i(o+)+ Eyu(t =0 )D: 5 - 4800. (150)
dt |- Ch R R o RC

Imponendo alla (149) le condizioni iniziali per v(0+) e dv/dt]_, s ottiene il
sistema algebrico lineare

K, + K_ =-510,

K, +3K_ = —480. (151)
600,0 VO I I T
500,0 1. (D[A]

v (t)
400,0 |- ¢ -
300,0 | |
200,0 - i () -
100,0 |
t[mg]
010 | |
-100 0 100 200 300 400

Fig. 6.33 Andamento della corrente e della tensione del condensatore del circuito in
evoluzione forzata di Figura 6.32.
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Risolvendo il sistema(151) si ottengono le due costanti di integrazione; quindi
s ha, in definitiva,

v(t) =(-525¢ " + 15" +510)u(t). (152)

Lacorrente nel condensatore vale

. _ ﬂ_ -10t _ -30t
() =C = (525¢ " - 40e™ )u(t). (153)

S noti che la corrente del condensatore € discontinuain t =0. Gli andamenti
dellatensione e della corrente nel condensatore sono riportati in Figura 6.33.

- Generatori sinusoidali isofrequenzali

S consideri un circuito RLC con generatori indipendenti sinusoidale con
pulsazione w. Il termine di regime permanente v, (t) € anche sinusoidae

con pulsazione w.

Quando i generatori sono sinusoidali e isofrequenzali, il regime di
funzionamento che s instaura nel circuito € anche di tipo
sinusoidale con la stessa pulsazione dei generatori, se il circuito €
dissipativo.

In questi cas la soluzione di regime puo essere ottenuta direttamente
utilizzando il metodo fasoriale, trattato nel Capitolo 5.

Osservazione

S consideri un circuito LC serie (parallelo) forzato da un generatore di

tensone (corrente) sSinusoidale con pulsazione w, Figura 6.31,
e(t) = E,, cos(wt). Quando la pulsazione del generatore & uguale alla pulsazione

naturale del circuito, che in questo caso e uguale proprio aquelladi risonanza,

G. Miano, Introduzione ai cir cuiti



430

W=w,, (154)

non esiste una soluzione particolare sinusoidale. Stiamo considerando un
circuito RLC serie (parallelo) in risonanza nel limitedi R— 0 (R - ), vedi
Capitolo 5. In questo caso, € facile verificare che una soluzione particolare e
una funzione sinusoidale con pulsazione w, e ampiezza crescente linearmente

nel tempo. In questa situazione |’ equazione per la corrente del circuito €

7o lde_ —%wr £ sin(o,t). (155)

+W
L dt

2
dt?

E immediato verificare che questa equazione non ha una soluzione sinusoidale a
pulsazione w, (I’ampiezza dovrebbe essere infinita). Una soluzione particolare

di questa equazione e

i(t) = % (00, t) cosw, t. (156)

AT

Questa & la soluzione del circuito che verifica le condizioni iniziali i(0)=0 e
v(0)=E, /2.

0 1 2 3 Wt 4

Fig. 6.34 Andamento della corrente i(t), curva —— , e della tensione v(t), curva ---, nel
circuito risonante LC serie ( per condizioni iniziali i(0) = 0 e v(0) = E,, /2).
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In Figura 6.34 ¢ illustrato |I’andamento della corrente in funzione del tempo:
un andamento sinusoidale con ampiezza crescente linearmente nel tempo.
Quando non ci sono perdite e il generatore di tensione € in risonanza con il
circuito, I’azione del generatore € sincrona con |’oscillazione naturale del
circuito per un’ opportuna scelta delle condizioni iniziali. Cio rende possibile
un continuo trasferimento di energiadal generatore a circuito. Infatti, nel caso
in esame |la potenza istantanea erogata dal generatore di tensione €

p(t) = %%‘ (00, t) cos® w, t. (157)

Essa e sempre positiva e la sua ampiezza cresce linearmente nel tempo:
I’energia fornita dal generatore € immagazzinata nell’induttore e nel
condensatore. In queste condizioni il condensatore e I’induttore non cedono,
nemmeno in parte, I’ energia assorbita in precedenza. Cio ricorda un fenomeno
a tutti ben noto: la possibilita di far crescere nel tempo |’ ampiezza massima
dell’ oscillazione di un’ altalena agendo su di essa con una forza sincrona con il
periodo proprio di oscillazione dell’ atalena (I’altaena s comporta come se
fosse un pendolo) ein fase con il suo verso di moto.

L’andamento temporale della tensione del condensatore € descritto dalla
funzione, Figura 6.34,

v(t) :% E,. cosw, t —%Em(wrt)sinoort. (158)

In realta non mai € possibile avere esattamente R=0: possiamo solo ridurre il

valore della resistenza elettrica R del circuito a valori molto piccoli se
confrontati con la “resistenza caratteristica’ R.. In questa situazione il circuito

ha un regime sinusoidale e |’ampiezza massima della corrente a regime €
|, = E, /R (il circuito € in risonanza, vedi Capitolo 5). L’ampiezza della
corrente cresce linearmente fino a raggiungere il valore di regime |, = E_ /R,

dopodiché satura. 1| tempo necessario per raggiungereil valore di saturazione €
2R, /(Roor) =2L/R=1/a. Questa € proprio la costante di tempo del circuito

RLC quando il modo di evoluzione € oscillante con ampiezza smorzata.
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- Generatori periodici o quasi periodici

Quando il circuito contiene generatori costanti e generatori sinusoidali con
diverse pulsazioni, dlora la soluzione di regime puo essere determinato
utilizzando la sovrapposizione degli effetti: la soluzione di regime € la somma
delle soluzioni di regime che ciascuno dei generatori produrrebbe se agisse da
solo, essendo gli altri “spenti”.

6.4.2 Circuito RC ecircuiti RL del secondo ordine

Si consideri un circuito con due condensatori, ad esempio, il circuito riportato
in Figura 6.12a (o con due induttori, ad esempio, il circuito riportato in Figura
6.14a8). Cosa s osserva di nuovo rispetto a circuiti RLC che abbiamo
analizzato fino a questo momento? Per scoprire cosa accade in questo caso
dobbiamo risolvereil problema. Riduciamo il sistemadi equazioni differenziali
del primo ordine (24)-(25) ad una sola equazione differenziale del secondo
ordine, ad esempio, nellafunzione incognita v,. Derivando la prima equazione

rispetto a tempo abbiamo

2
Cad_\zlaz_g%+i%+id_e. (159)
dt Rd Rd Rdt

D’ atra parte sostituendo I'espressione di v, che si ottiene dall’ equazione (24),

lt) = S5 + 20, (1) - ef0). (160)

nell’ equazione (25) riusciamo ad esprimere la derivata prima di v, in termini
di v,, dellasuaderivataprimae dei generatori,

ay, _ 1 1 Odv, 0 1dv, 1 1

a SR REq T 2%0 g Ry TR A (16D

Sostituendo la (161) nella (159) abbiamo I’ equazione per v,,

d2va+52 1 Odv, , 1 1

+ v, = t). (162)
a2 HrRC, RGHdt  RCC, * RZCaCbe()
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Anche in questo caso la soluzione generale € esprimibile come

Vo =y D)+, (1), (163)
v, (t) e I'integrale generale dell’ equazione omogenea associata al’ equazione
(162),

v O i
d\ﬁ+52+1adv'+zl v =0, (164)
dt° [ORC, RCQOdt RCC,

ev, (t) € una soluzione particolare dell’ equazione completa la cui espressione
dipende dall’ andamento temporale dellatensione &t).
L’ integrale generale dell’ equazione (162) hal’ espressione

v (t) = K.e" +K_e™, (165)

dovelefrequenze naturali A, e A_ sono soluzioni dell’ equazione caratteristica

s =2 =0, (164)
R°C.C,

I:II;I:I

ottenuta dall’ equazione (164) sostituendo alla derivata seconda di v (t) il
monomio A?, alla derivata primadi v, (t) il monomio A e ala funzione v, (t)

(non derivata) il monomio A° =1. Il discriminante dell’ equazione algebrica
(164),

02 10 1 4 1 (166)
N\ = —0 -4 = + ’
Jre. "Rc ]~ “Rcc, RC RC

e sempre positivo. Pertanto le frequenze naturali sono sempre readli. Inoltre,
esse sono sempre negative (se gli elementi del circuito sono passivi, R>0,
C,>0e C,>0). Di conseguenza i modi di evoluzione naturali sono entrambi

aperiodici smorzati, Figura 6.35.
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Im{\}

0 T T t

- +

Fig. 6.35 Modi aperiodici smorzati di un circuito RC (o RL) del secondo ordine.

Questo e un risultato generale, che vale per ogni circuito costituito da resistori,
trasformatori ideali e soli condensatori (o soli induttori).

L'evoluzione libera di un circuito costituito da soli condensatori
(rispettivamente, soli induttori), resistori lineari e trasformatori ideali
e descritta dalla somma di due funzioni esponenziali decrescenti, con
costanti di tempo t, =-1/A,, T_=-1/A_.

In questi circuiti le frequenze naturali non possono essere mai coincidenti (se s
escludono casi degeneri, come, ad esempio, quello illustrato in Figura 6.36: |
due condensatori non sono tra loro collegati; tuttavia, in questo caso non sara

mai possibile “eccitare” modi naturali del tipo B(t —t,)e ")),

vlT:: C1 R1§ % Rgéﬂz ::Tvz

Fig. 6.36 Esempio di un circuito RC del secondo ordine degenere.
Osservazione

Se un circuito con due condensatori (0 con due induttori) contenesse giratori
e/o generatori controllati le frequenze naturali potrebbero essere complesse
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coniugate. In Figura 6.37 € illustrato un esempio di circuito in cui cio puo
accadere. || lettore verifichi questa affermazione e dia una spiegazione.

A GV
v, —/—C, DR ——"

Fig. 6.37 Esempio di un circuito RC del secondo ordine che potrebbe avere frequenze
naturali complesse coniugate.
L4

Esercizio

Valutare I’ andamento dellatensione v(t) nel circuito di Figura 6.38 supposto a

riposo prima della chiusura dell’ interruttore (I’ interruttore si chiude all’ istante
t=0). La v(t) pud essere determinata una volta nota la variabile di stato

i, =i,(t).

E=66V
R R=1Q
R =5Q
E, LL=L=2mH
M=1mH
L=4mH
Fig. 6.38 Circuito del secondo ordine con trasformatore (reale).
M i y _
| | 1 . |
+e ! m—é—o+ +‘>—1"rl;_\m/_éo+
|' "
L
v, L, L, v, — V, Q L’ v,

Fig. 6.39 Circuito equivalente del trasformatore (reale).
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Fig. 6.40 Circuito equivalente del circuito dinamico illustrato in Figura 6.38.

Il trasformatore non & ad accoppiamento perfetto perché L,L, <M?. Un

possibile circuito equivalente del trasformatore (reale) e rappresentato in
Figura 6.39. Le induttanze L' e L" valgono L'=05mH, L"=15mH el
rapporto di trasformazionevalen=L'/M =0.5. Usando il circuito equivalente

del trasformatore di Figura 6.39, s ottiene il circuito equivalente dinamico
illustrato in Figura6.40,dove L, =L +L"=55mH.

Nel circuito in esamele variabili di stato sono le due correnti del trasformatore
e la corrente dell’induttore. In realta, le variabili di stato sono solo i’ =i'(t) e

i, =i,(t) perchélacorrente i, dell’induttore & uguale a quella che attraversa la
porta “2” del trasformatore e la corrente i, € legata alla corrente i, e ala

corrente i’ attraverso larelazione algebrica

i, =05(i" —i,). (167)
Lacorrente i, € uguale a —2i,, perché il rapporto di trasformazione € uguae a
0.5. Infatti, le variabili di stato del circuito equivalente sono la corrente
i' =i'(t) elacorrente i, =i,(t).

Per potere scrivere le equazioni di stato del circuito equivalente di Figura 6.40,
s partadalle equazioni caratteristiche dei due induttori; esse sono:

\'%
ot (168)

Poi bisogna esprimere letensioni V' e v, in funzione delle variabili di stato i’
e i,. Applicando la seconda legge di Kirchhoff alla maglia comprendente il
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generatore di tensione, le equazioni caratteristiche del trasformatore ideale e la
primalegge di Kirchhoff a nodo a cui € collegato I’ induttore con coefficiente
di autoinduzione L', si ha

2V =v, = E- Rll—E+%|2 E+F;1(i'+i2) t=0". (169)

Invece applicando la seconda legge di Kirchhoff alla maglia comprendente L,
R,el' s ha

Ve=V'+R2i2=_

~ |2

|'+§%+ R2§|2+§ t>0". (170)

Pertanto |le equazioni di stato sono per t>0"

0, di’ —ﬁi'+5i JE

g at 4 2’

g (172)
eqdlz—Rll' E—+ HiZ—E.

0% dt 4 RH 2

Il sistema (171) deve essere risolto con le condizioni iniziali

i(07)=i"(07)=0,
i,(0%)=i,(07)=0.

Con i valori assegnati, s ottiene dal sistema (171) I’equazione scalare per la
corrente i,

(172)

d2i 16 . . di 5
—no’ ==
dt? 11 dt 11

—n0°%,=0 t=0" (173)

L’ integrale generale dell’ equazione (173) &
i,(t) = K,eM +K,e'?, (174)

dove
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A, =-1000, A, = —%103 0-4545 (175)

sono le frequenze naturali del circuito. Per determinare le costanti di
integrazione bisognaimporre le condizioni iniziali per i,(t) e di,/dt alistante
t=0". Il valoreiniziale di i,(t) & nullo; invece il valore inizide di di,/dt &
dato dalla seconda equazione del sistema (171), imponendo che all’istante
inizialesianullaanchei’,

daol -~ _s000As. (176)
dt =0*

Imponendo queste due condizioni s ottiene il sistema di equazioni lineari e
algebriche in due incognite

K, +K, =0,

(177)
A K, +A,K, = —6000.

8'0 I I I I
6,0 | |
4,0 |
v(t)/4[V]
2,0 | |
0,0 |
2,0 F\1,O[A] -
tfmg]

-4,0 1 1 1 1

0] 2 4 6 8 10

Fig. 6.41 Andamento della corrente i, (t) e dellatensione v(t).

Risolvendo il sistema (177) e sostituendo nell’ integrale generale, si ottiene
(1) =11e™ & Ju(t), (178)

e quindi
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v(t) = (44eAlt — 20e™ )u(t). (179)

In Figura 6.41 sono rappresentati gli andamenti della corrente i,(t) e della
tensione \(t).

Osservazione

In questi circuiti puo accadere che una delle due frequenze naturali sia uguale a
zero, cioe A_ <A, =0. Cio s verifica quando i due condensatori sono in serie
(o1 due induttori sono in parallelo), Figura 6.37. In questi casi |I’evoluzione
libera € costituita da un esponenziale smorzato con costante di tempo uguale a
T =1/]\_| e daun termine costante. Essa non tende a zero per t - o, ma tende

asintoticamente a una costante dipendente dallo stato iniziale. In quest’ ultimo
caso, l’energia immagazzinata all’istante iniziale nei due condensatori
(rispettivamente, nei due induttori) non viene completamente assorbita dai
resistori (e quindi dissipata). Ad esempio, nel circuito di Figura 6.37a la
tensione sulla serie costituita dai due condensatori tende a zero (rispettivamente,
la corrente totale del parallelo costituito dai due induttori di Figura 6.37b), ma
le tensioni sui due condensatori tendono a valori costanti, diversi da zero e
opposti, di modo che la loro somma sia uguale a zero (rispettivamente, le
correnti nei due induttori tendono a due valori costanti, diversi da zero e
opposti). E evidente allora che la potenza assorbita dal resistore, in entrambi i
casi, puo essere zero pur continuando a esserci energia immagazzinata nei due
condensatori (due induttorti).

‘5’1T:: Cy i+ i 1
] E éTv E
VET_: ':2 L1 Lz

(a) (b)

Fig. 6.42 Esempi di circuiti del secondo ordine passivi ma non dissipativi.
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Un circuito costituito da soli condensatori (rispettivamente, soli
induttori), resistori lineari e trasformatori ideali e dissipativo se i due
condensatori non sono in serie (rispettivamente, i due induttori non
sono in parallelo).

Osservazione

E evidente che, n condensatori in parallelo di capacita c,,GC,,...,C,,
equivalgono a un solo condensatore di capacita equivalente Cg, = i”:lci e,
dualmente, minduttori in serie di induttanza L,,L,,...,L,, equivalgono a un solo

induttore di induttanza Leq=zin:lLi. In entrambi i casi, pur avendo piu
elementi dinamici, abbiamo una sola grandezza di stato.
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