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                             Prefazione 

Negli ultimi 20 anni si è avuto un rapido progresso della tecnologia a larghissima scala 

di integrazione (Very Large Scale Integration -VLSI). In passato questo progresso è 

stato guidato principalmente dalla crescita dell’industria dei computers. Nell’ultima 

parte del secolo scorso, e attualmente, questo progresso è stato accelerato dallo sviluppo 

nel campo della telefonia mobile e del mercato dei computers portabili. L’enorme 

aumento della complessità dei circuiti VLSI richiede un approccio al progetto assistito 

dal calcolatore (Computer-Aided Design-CAD) per progettare il circuito e l’architettura 

del sistema. In questo contesto, il progetto elettrico delle reti di interconnessione non 

rappresenta un eccezione [4]. 

I tools CAD per le interconnessioni elettriche sono i membri più giovani del framework 

di automazione del progetto elettrico che oggi vengono usati per i progetti VLSI 

avanzati. Essi sono anche i più difficili da integrare nel flusso di progetto. Una delle 

ragioni è completamente fisica. Le interazioni elettromagnetiche che essi cercano di 

modellare sono a largo raggio, non solo locali, e fortemente dipendenti dai parametri 

geometrici ed elettrici sia della struttura di interconnessione che dei substrati integranti. 

L’altra ragione è culturale. I progettisti dei circuiti integrati prendono i vantaggi della 

continua riduzione delle dimensioni dei singoli dispositivi per impacchettare più 

funzionalità nel chip piuttosto che ridurre la sua dimensione fisica. Questo fa si che la 

complessità della struttura di interconnessione aumenti rendendo il suo progetto più 

complicato. Infatti, la tecnologia continua a superare i tools CAD che sono sviluppati 

per il progetto delle interconnessioni. Comunque, stiamo stabilmente approdando ad un 

punto di svolta in questa corsa, in cui i tools CAD elettromagnetici saranno abilitati a 
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catturare gli avanzamenti della tecnologia e a venire incontro alle richieste del progetto 

[4]. Le ragioni di ciò sono due. La prima è il progresso notevole che è stato fatto verso 

lo sviluppo di metodologie di modello valide per geometrie di interconnessione 

piuttosto complesse. Queste metodologie sono potenziate da tecniche di risoluzione 

matriciale avanzate e da algoritmi nuovi che hanno accelerato i tempi di soluzione di 

problemi elettromagnetici complessi. Essi hanno reso possibile l’analisi di porzioni 

molto estese della struttura di interconnessione con un’accuratezza sufficiente per 

ottenere un progetto ingegneristicamente valido. Inoltre, le nuove metodologie di 

modello tengono conto della crescente importanza della compatibilità elettromagnetica 

(ElectroMagnetic Compatibility-EMC). Con velocità commutazione ben al di sotto di 1 

ns nei sistemi di calcolo moderni, l’interferenza elettromagnetica (ElectroMagnetic 

Interference-EMI) diventa un aspetto di fondamentale importanza. Infatti, le 

distribuzioni di segnale e di potenza sono caratterizzate da impulsi con larghezza di 

banda dell’ordine dei gigahertz. Questi impulsi si propagano attraverso la struttura di 

interconnessione e possono dar luogo all’emissione di radiazioni dalla struttura. Quindi, 

ha sempre più senso considerare i problemi relativi all’analisi e al progetto delle 

interconnessione elettriche e del packaging elettronico (Electrical Interconnect and 

Package-EIP) insieme a quelli relativi all’EMI. Per esempio, se si è implementato un 

modello elettromagnetico completo per l’analisi elettrica e delle prestazioni della 

struttura di interconnessione, è possibile anche calcolare le emissioni irradiate, 

provvedendo così ad una valutazione degli attributi elettromagnetici del progetto 

specifico. 

La seconda ragione, per cui si è ad un punto di svolta della corsa tra tecnologia e i tools 
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CAD, è da attribuirsi all’esperienza guadagnata dallo sviluppo delle metodologie per il 

modello elettromagnetico delle interconnessioni e dalle loro applicazioni ad hoc per i 

progetti pratici. Questa esperienza ha contribuito ad alcuni gradi di astrazione della 

complessità elettromagnetica delle strutture di interconnessione. Questa astrazione è 

manifestata in termini di regole di progetto che tendono a facilitare l’analisi 

elettromagnetica e, quindi, il progetto elettrico. Oltre alla sua incorporazione diretta nei 

tools CAD sotto la forma di regole di progetto, questa astrazione continua ad evolvere 

verso un formalismo più matematico, avvantaggiandosi dei recenti avanzamenti 

nell’importante area dei macromodelli di sistemi elettromagnetici distribuiti. Questi 

macromodelli non sono altro che modelli aventi dimensione e complessità ridotte, e 

rappresentano degli elementi essenziali per unificare i tradizionali risolutori circuitali 

non lineari con i risolutori di campi elettromagnetici. Gli aspetti menzionati sopra 

rendono evidente il fatto che stiamo entrando in una nuova era della tecnologia CAD 

elettromagnetica nel campo EIP. 

In vista di questa nuova era, questa tesi cerca di illustrare in maniera rigorosa e formale, 

ma allo stesso tempo fisicamente intuitiva, lo sviluppo dei modelli elettromagnetici per i 

circuiti di interconnessione, facendo riferimento ad una metodologia che permette di 

implementare un modello elettromagnetico a vari livelli di complessità. È importante 

comprendere che la complessità non può essere interpretata semplicemente in termini 

degli attributi geometrici della struttura in esame. Invece, è la dimensione elettrica della 

struttura, cioè, la sua dimensione in termini di minima lunghezza d’onda nella banda di 

interesse sulla quale il modello deve essere valido, che detta la complessità del modello 

richiesto [4], [6]. Per esempio, un modello bidimensionale è sufficiente per la 
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caratterizzazione di una sezione di una struttura di interconnessione costituita da un 

insieme di fili uniformi, quando lo scopo è la valutazione del crosstalk e del ritardo di 

propagazione, mentre quando è richiesta la predizione delle emissioni irradiate dalla 

stessa struttura, a frequenze alle quali la lunghezza dei fili diventa una frazione 

significativa della lunghezza d’onda, è allora necessario un modello elettromagnetico 

tridimensionale completo. Inoltre, al di là dell’importanza della dimensione elettrica, gli 

obiettivi del modello determinano anche la sua complessità. Per esempio, la predizione 

accurata del ritardo per segnali a larga banda, che si propagano attraverso i lunghi fili di 

interconnessione globali della struttura, non può essere effettuata senza prendere in 

considerazione l’impatto della resistenza dei fili, dipendente dalla frequenza, sia 

sull’attenuazione dei segnali che sulla velocità di propagazione. Quindi, risulta evidente 

che lo sviluppo di un modello appropriato è un fatto critico per un’accurata predizione 

delle prestazioni elettriche. È proprio a causa della complessità delle strutture EIP e 

della necessità di una caratterizzazione a larga banda delle loro prestazioni elettriche che 

lo sviluppo di un modello appropriato tende a divenire una componente essenziale 

dell’analisi di queste strutture. 

Una classe di metodi di interesse per derivare il modello elettromagnetico delle strutture 

EIP è quella dei metodi basati su equazioni integrali che permettono di ottenere dei 

modelli elettromagnetici molto efficaci sia per EIP che per EMC. Il primo passo nella 

soluzione dei problemi elettromagnetici mediante questi metodi consiste nello sviluppo 

dell’equazione integrale a partire dal sistema di equazioni di Maxwell, con le quali è 

possibile formulare il problema specifico. Il secondo passo è lo sviluppo della forma 

numerica dell’equazione integrale. Il metodo più popolare che viene usato per la 
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formulazione numerica dell’equazione integrale è stato chiamato da Harrington [2] 

metodo dei momenti (Method of Moments-MoM). Per il caso dei problemi EIP e EMI, 

l’equazione integrale più appropriata è quella in cui il campo elettrico in un punto della 

struttura è espresso come integrale di sovrapposizione dei campi elettrici dovuti alle 

correnti elettriche e alle cariche del sistema. Un attributo interessante di questa 

equazione integrale del campo elettrico (Electric Field Integral Equation-EFIE) per il 

problema elettromagnetico in esame è che essa può essere interpretata in termini di 

interazioni capacitive tra le cariche elementari ed interazioni induttive tra le correnti 

elementari della struttura EIP discretizzata. Inoltre, l’interpretazione fisica dei termini 

della EFIE in forma numerica introduce degli elementi circuitali in modo da costruire 

un circuito equivalente distribuito completo per la descrizione del problema 

elettromagnetico discreto. I circuiti risultanti sono chiamati [4] circuiti equivalenti ad 

elementi parziali (PEEC). 

I modelli PEEC sono stati usati estensivamente per descrivere le approssimazione 

discrete della EFIE in relazione all’analisi elettromagnetica delle strutture di 

interconnessione e del packaging elettronico. Per questa ragione, l’attenzione di questa 

tesi è rivolta allo studio di questi modelli. Però, prima di entrare nel dettaglio, faremo 

una breve introduzione ai metodi di soluzione numerica dei problemi elettromagnetici in 

modo che il lettore possa familiarizzare con questi metodi, qualora non ne fosse a 

conoscenza. Nel secondo capitolo ci occuperemo della formulazione del modello PEEC 

relativamente ad alcuni casi di maggior interesse pratico. Nel terzo capitolo tratteremo 

la soluzione nel dominio del tempo del modello circuitale equivalente mediante l’analisi 

nodale modificata, che è quella che utilizza anche SPICE. Inoltre, affronteremo il 
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problema della stabilità della soluzione nel dominio del tempo. Infine, nell’ultimo 

capitolo vedremo, con un esempio, come è possibile implementare il modello PEEC nel 

simulatore SPICE. 
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  CAPITOLO 1 

Metodi Numerici per la Soluzione di 
Problemi di Elettromagnetismo  
 

 

 

1.1 Introduzione 

La soluzione di problemi di elettromagnetismo con i metodi analitici si limita solo ad un 

numero molto limitato di applicazioni nelle quali, tipicamente, si sfruttano 

principalmente le simmetrie per poter, da un lato, ridurre il numero di coordinate 

spaziali da prendere in considerazione (dimensionalità del problema); dall’altro le 

regolarità dei contorni delle regioni in esame, che, con la scelta di appropriati sistemi di 

riferimento, permettono di esprimere in maniera semplice le condizioni “al contorno”. 

Non c’è dubbio che le soluzioni ottenute per queste particolari applicazioni sono molto 

importanti perché mettono in luce la fisica del problema e costituiscono le basi 

necessarie per la comprensione di situazioni più complicate. Concetti come la 

propagazione, la dispersione, la riflessione, lo scattering, e così via, possono essere 

comprese e apprezzate solo esaminando la soluzione analitica del campo. Purtroppo, il 

progetto di sistemi e componenti elettromagnetici, anche se semplici, spesso, richiede 

soluzioni accurate dei problemi di campo che non possono essere ottenute con lo 

strumento analitico se non a patto di drastiche approssimazioni. 

L’alternativa è costituita dal cosiddetto approccio numerico, ovvero la soluzione 
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approssimata degli stessi problemi mediante l’ausilio del calcolatore [1]. Esso consiste 

essenzialmente in una procedura detta di discretizzazione che consente di riformulare il 

problema di partenza in un problema algebrico, di dimensione finita. In esso la 

soluzione, che tipicamente si immagina come funzione definita nello spazio 

tridimensionale R3, viene approssimata con un vettore (di dimensione finita) di numeri 

reali. Tale tecnica, di grande interesse in tutti i rami dell’ingegneria, è propriamente 

descritta in testi specifici. Noi ci limitiamo qui ad una sommaria introduzione che, oltre 

a permettere al lettore di familiarizzare con concetti e terminologia specifica, possa 

metterne in luce qualche aspetto particolarmente significativo. Prima di inoltrarci nei 

dettagli è bene preventivamente osservare che la soluzione numerica di un problema 

comporta sempre l’introduzione di alcuni errori, riconducibili a due principali categorie. 

Da un lato vi sono quelli legati al voler rappresentare un problema per sua natura 

definito su insiemi continui attraverso un numero finito di relazioni e di variabili; 

dall’altro quelli che nascono nella soluzione numerica di tali relazioni a causa del 

numero finito di cifre con cui si rappresentano i numeri in un calcolatore. L’influenza di 

tali componenti dell’errore sulla precisione del risultato dipende in maniera sensibile dal 

metodo considerato; molto spesso solo l’esperienza specifica permette di stabilire quale 

sia il metodo di discretizzazione più idoneo in relazione ad un particolare problema. 

I problemi di campo elettromagnetico possono essere descritti mediante equazioni 

differenziali alle derivate parziali (in seguito vedremo che non è l’unica descrizione 

possibile). Affinché un problema sia ben posto, ammetta cioè un unica soluzione, 

devono essere assegnate le condizioni sul contorno del dominio considerato. Chiamata 

ad esempio Σ la superficie che delimita il dominio Ω in esame, si possono avere su Σ tre 
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possibili condizioni: 

U Σ = f (P)            condizione di Dirichlet, (1.1a) 

∂U

∂n Σ

= g (P)         condizione di Neumann, (1.1b) 

A1U Σ + A2

∂U

∂n Σ

= h(P)   condizione mista. (1.1c) 

con A1 ed ed A2 funzioni di punto, in generale. 

Cominciamo, quindi, illustrando, con degli esempi, alcuni metodi “numerici” che 

permettono di risolvere al calcolatore i problemi elettromagnetici posti nella forma di 

equazioni differenziali alle derivate parziali. 

 

1.2 Il Metodo delle Differenze Finite 

Una procedura di discretizzazione molto nota ed usata è il cosiddetto metodo delle 

differenze finite (Finite Difference method) [1]. Esso si basa sulla creazione di un 

reticolato all’interno del dominio considerato (mesh), parallelo agli assi coordinati. Nei 

punti di incrocio del reticolo la funzione incognita viene approssimata in serie di Taylor, 

e ciò permette di tradurre l’equazione differenziale di partenza in una equazione alle 

differenze. Per non appesantire la trattazione, qui illustriamo il metodo con un esempio 

di elettrostatica bidimensionale. Supponiamo dunque di avere una regione Ω omogenea 

(per semplicità la supporremo anche priva di cariche) sul cui contorno Σ sia noto il 

potenziale V Σ = f(P) (problema di Dirichelet). Consideriamo un sistema di coordinate 

cartesiano nel piano e nel dominio creiamo un reticolato parallelo agli assi coordinati 

(figura 1.1). L’equazione, che nel nostro caso regge il fenomeno, è quella di Laplace che 
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nel sistema di coordinate scelto si scrive: 

( ) ( ) 0,V,V
2

2

2

2
=

∂
∂

+
∂

∂
y

yx
x

yx
 (1.2) 

Il metodo delle differenze finite consiste nell'approssimare l'Eq.(1.2), valida in ogni 

punto del dominio Ω, con una equazione alle “differenze” per i valori della funzione nei 

nodi del reticolato considerato. Per trasformare l’equazione (1.2) in una equazione alle 

differenze scriviamo le espressioni delle derivate in modo approssimato. Considerato un 

generico nodo (i,j) del reticolato, ed il punto medio (indicato con 1 in figura) tra il nodo 

(i,j) ed il nodo (i,j+1), la derivata prima della funzione potenziale rispetto alla 

coordinata y può esprimersi come: 

hy
jiji ),()1,(

1

VVV −
≅ +

∂
∂

 (1.3) 

ove con h abbiamo indicato il passo del reticolato, supposto uguale lungo la coordinata 

x e quella y. Analogamente, per il punto contrassegnato con 2 avremo: 

hy
jiji )1,(),(

2

VVV −−
≅

∂
∂

 (1.4) 

I punti 1 e 2 presi in considerazione ci servono ora per calcolare la derivata seconda nel 

punto (i,j), andando ad iterare il procedimento: 
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),()1,()1,( 2

h
VVV jijiji −+

= −+  (1.5) 

i,j i+1,ji-1,j

i,j-1

i,j+1

1

2

x

y

h
 

Fig.1.1. Esempio bidimensionale di discretizzazione di un dominio piano 

 

Per analogia è immediato dare l’espressione anche per la derivata seconda rispetto ad x 

nel nodo (i,j): 

2
),(),1(),1(21

,
2

2 2
h

VVV
h

y
V

y
V

x
V jijiji

ji

−+
=

−
≅ −+∂

∂
∂
∂

∂
∂

 (1.6) 

Osserviamo che tale procedimento risulta equivalente all’utilizzo dello sviluppo in serie 

di Taylor della funzione V in un intorno di raggio h del nodo (i,j ) con termini del 

secondo ordine. Sostituendo le espressioni (1.5) e (1.6) all’interno della equazione di 

Laplace (1.2), avremo: 

4
)1,()1,(),1(),1(

),(
−+−+ +++

= jijijiji
ji

VVVV
V  (1.7) 

Quest’ultima è una relazione algebrica che lega tutti i potenziali nei punti del reticolato 

attorno al nodo (i,j) ed il potenziale proprio nel nodo (i,j); in particolare il potenziale del 
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nodo (i,j) risulta essere proprio la media dei potenziali dei punti circostanti nel reticolo; 

osserviamo, per inciso, come l'equazione (1.7) esprima, in forma discreta, il teorema 

della media per le funzioni armoniche. 

Se indichiamo con N il numero dei nodi interni al dominio (cioè escludendo quelli che 

si trovano sulla frontiera) avremo N equazioni di questo tipo, cioè di tipo lineare. Si 

osservi che le N equazioni non sono tutte omogenee, in quanto, per i nodi adiacenti alla 

frontiera, compariranno al secondo membro della (1.7) i valori fissati sul contorno dalla 

condizione di Dirichelet. Quindi, avremo un sistema di equazioni lineari in cui alcune di 

esse avranno un termine noto diverso da zero; inoltre le equazioni così scritte risultano 

indipendenti, e, pertanto, il sistema ammetterà un’unica soluzione diversa da quella 

banale. Se, per comodità, rinominiamo le incognite (potenziali dei nodi interni) Vij con 

un unico pedice Vn, dovremo in definitiva risolvere il sistema lineare: 

0VAV =  (1.8) 

dove V è il vettore dei potenziali dei nodi interni Vn, e con V0 si è indicato il vettore dei 

termini noti. Si tratterà dunque di risolvere il sistema nel modo più opportuno per avere 

un’approssimazione della soluzione dell’equazione (1.2). Osserviamo che, per la natura 

della equazione (1.7) in cui il potenziale di ciascun nodo è legato solo a quelli dei nodi 

circostanti, la matrice dei coefficienti A conterrà molti elementi nulli, o come si dice in 

gergo, risulta “sparsa”; ma su tale questione torneremo in seguito con un esempio 

concreto. 

Una volta risolto il sistema algebrico lineare ricavato, possiamo chiederci qual’è il 

grado di approssimazione della soluzione ottenuta. La risposta a tale quesito è legata al 
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modo in cui abbiamo espresso le derivate. Come abbiamo già avuto modo di notare, 

l’espressione adottata corrisponde ad uno sviluppo in serie di Taylor, arrestato al 

secondo ordine, della funzione potenziale V; pertanto è facile comprendere che l’errore 

che si commetterà risulta proporzionale ad h2. Naturalmente, dunque, scegliendo un 

passo di discretizzazione inferiore si potrà pervenire ad una soluzione più accurata, ma 

il prezzo sarà quello di aumentare il numero delle incognite e delle equazioni lineari da 

risolvere. 

 

1.3. Il Metodo degli Elementi Finiti 

La limitazione più significativa legata ad uno schema di discretizzazione come le 

differenze finite risiede senz’altro nel fatto che il reticolato risulta essere uniforme in 

tutto il dominio. Naturalmente l’approssimazione dovuta alla soluzione numerica sarà 

più grande soprattutto ove a causa di contorni frastagliati, disomogeneità, spigoli o 

quant’altro, la soluzione “vera” del problema risulti abbastanza irregolare. Per ovviare a 

ciò, con uno schema alle differenze finite, non resterà che infittire il reticolato ovunque, 

cioè anche in regioni del dominio meno critiche, con grande dispendio di onere 

computazionale. Una soluzione più flessibile, per tale problema, sarebbe data da uno 

schema di discretizzazione che consentisse agevolmente di infittire il reticolato ove più 

necessario, e diradarlo altrove. Per questa, così come per altre ragioni, si introduce il 

cosiddetto metodo degli elementi finiti (Finite Element Method) [1]. Esso è basato 

infatti sull’idea di considerare non più un reticolato parallelo agli assi coordinati, bensì 

su uno alternativo costituito da nodi arbitrariamente posizionati, che uniti da segmenti 

(si pensi al caso bidimensionale, esemplificato in figura 1.2) realizzino dei triangoli. 
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Nelle regioni di maggior variabilità della soluzione si andrà ad infittire, dunque, il 

numero di triangoli e ciò consentirà di ottenere una migliore approssimazione della 

soluzione. 

Il metodo, come vedremo fra breve, si basa sul fatto di scrivere la soluzione come una 

somma di opportune funzioni di “base”, moltiplicate per opportuni coefficienti di 

ampiezza. Esse costituiscono, dunque, una base di rappresentazione per la funzione 

incognita e vengono scelte in modo tale da soddisfare le condizioni al contorno. Inoltre, 

queste funzioni di base (generalmente) vengono prese in modo da assumere valore 

diverso da zero ciascuna solo all’interno di un ristretto numero di elementi del reticolo. 

Nella maggior parte dei casi si considerano funzioni di base di tipo polinomiale. Questo 

significa, tra l’altro, che rispetto al metodo delle differenze finite, possiamo spingere il 

grado della nostra approssimazione sin dove lo riteniamo opportuno, scegliendo 

polinomi di ordine corrispondente, senza alterare il reticolato sul dominio in esame. 

Descriviamo più nel dettaglio il metodo facendo riferimento all’equazione operatoriale, 

con la quale descriviamo una generica equazione differenziale alle derivate parziali. 

( ) 0=uL  (1.9) 

dove u è la funzione incognita. 

Possiamo, dunque, scrivere in generale: 

∑=
i

iiuu λ  (1.10) 

dove le λi rappresentano le suddette funzioni. La rappresentazione della u attraverso la 

somma (1.10) fa riferimento ad uno spazio delle funzioni di base a dimensione finita. Il 

numero di termini presenti nella (1.10) corrisponde al numero di elementi in cui  
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Fig.1.2. Un esempio bidimensionale di mesh a triangoli di un dominio piano (realizzato con MATLab®, 
                 Partial Differential Equation (PDE) Toolbox). 
 
 

abbiamo diviso il nostro dominio; tale numero non è direttamente legato all’errore 

locale, come nel metodo delle differenze finite. Scelte dunque opportunamente 

(vedremo in seguito con un esempio alcune possibilità in merito) le nostre funzioni di 

base, e creato un reticolato sul dominio in esame, dobbiamo in qualche maniera ottenere 

delle relazioni algebriche che ci permettono di trovare i coefficienti ui. Un primo passo 

sarà sicuramente costituito dal sostituire la somma (1.10) all’interno dell’equazione 

(1.9), ottenendone: 

0=













∑

i
iiuL λ  (1.11) 
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Va osservato a questo punto che i modi per ottenere dalla (1.11) un numero di equazioni 

algebriche sufficiente a trovare i coefficienti ui sono innumerevoli, e ciascuno di essi 

configurerà uno schema di discretizzazione ben preciso. Un esempio molto semplice è 

quello di considerare (arbitrariamente) N punti all’interno del dominio e riscrivere la 

(1.11) fissando di volta in volta ciascuno di essi; in altre parole, assegnare il valore 

(x,y,z) in maniera anche arbitraria N volte, con N valori diversi della coordinata, 

ottenendo N relazioni diverse da cui possiamo ricavare gli ui . Questo metodo, che 

vedremo non essere il più utilizzato, è detto metodo di collocazione. In effetti, in 

qualche maniera, colloca la soluzione su N punti e se su di essi siamo in grado di 

risolvere in modo esatto il sistema discreto ottenuto, altrettanto esattamente 

conosceremo i valori della funzione incognita in quei punti. Un evidente svantaggio di 

tale approccio è, per converso, che non è possibile stimare a priori in alcun modo 

l’approssimazione che stiamo commettendo rispetto a punti del dominio diversi da 

quelli di collocazione. 

La tecnica che, in generale, si propone di ovviare all’inconveniente appena evidenziato 

si basa, viceversa, sull’imporre l’equazione (1.11) in modo che viene definito “debole” 

(ovvero in forma integrale). Il ragionamento è il seguente. Se al posto della soluzione 

esatta del problema immaginiamo di sostituire una soluzione approssimata , 

l’equazione (1.9) sarà verificata solo in modo approssimato; in altri termini il primo 

membro non sarà più esattamente nullo, e comparirà dunque, a secondo membro, un 

termine detto generalmente residuo, ed indicato con R: 

u~

( ) RuL =~  (1.12) 

Esso, se si vuole, può essere visto come un indice di quanto la soluzione considerata sia 
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sbagliata, punto per punto nello spazio. A questo punto possiamo immaginare, 

all’interno del dominio Ω in esame, di integrare il residuo R moltiplicato per un set di 

opportune funzione ωj, o come si dice in gergo, “pesato” per le ωj: 

0 =Ω∫
Ω

dRjω  (1.13) 

In tal caso si parla di metodo dei residui pesati. La funzione peso ωj la assumiamo, per 

ora, come arbitraria e definita in tutto il dominio Ω. La differenza con il caso precedente 

salta all’occhio immediatamente: mentre prima imponevamo che l’equazione fosse vera 

in un numero finito di punti, ora stiamo imponendo che sia vera in una certa “media 

integrale”; se scegliamo ωj=1 otteniamo la media integrale in senso stretto. In realtà è 

comodo lasciare un grado di libertà nella scelta delle ωj  per una serie di motivi, di cui il 

primo è che anche in questo caso dobbiamo ricavare N relazioni. Esplicitando infatti il 

residuo nell’integrale (1.13) otteniamo: 

0 =Ω














∫
Ω

∑ duL
i

iij λω  (1.14) 

Mettiamo ora in evidenzia il fatto che scegliendo N possibili ωj diverse tra loro da 

sostituire nella Eq. (1.14), possiamo scrivere N relazioni che ci permettono di ricavare le 

incognite ui. Tali relazioni costituiranno un sistema lineare algebrico nelle incognite ui, 

che sarà poi possibile risolvere con metodi appropriati. 

Un caso molto particolare è quello in cui consideriamo, come ωj, N funzioni impulsive 

centrate in N punti distinti di Ω. Difatti in tal caso riotteniamo proprio il metodo di 
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collocazione, in quanto, come sappiamo, funzioni impulsive godono appunto della 

proprietà del campionamento, e cioè che l’integrale di una funzione impulsiva, 

moltiplicata per un’altra funzione generica, preleva proprio il valore di quest’ultima nel 

punto in cui è centrato l’impulso. Traducendo in formule abbiamo: 

( ) ( ) (∫
Ω

=Ω− 00 PRdPRPPδ ) (1.15) 

che equivale a dire che abbiamo valutato R nel punto P0 . 

Un’altra possibile scelta è quella di pesare i residui per le potenze delle variabili 

indipendenti (metodo dei momenti). La scelta però di gran lunga più usata è quella 

costituita dal cosiddetto metodo di Galerkin. In tal caso le funzioni peso ωj vengono 

prese tra le funzioni di base λi, ottenendo delle proprietà molto favorevoli. Nella sezione 

che segue viene trattato un esempio per spiegare questo metodo. 

 

1.3.1 Esempio del Metodo di Garlerkin 

Consideriamo un problema molto semplice, di cui eventualmente conosciamo anche la 

soluzione analitica [1]. Immaginiamo ad esempio di avere due lastre piane parallele su 

cui siano assegnati i valori dei potenziali VA e VB, poste ad una distanza d=1 (per 

semplicità), all’interno delle quali abbiamo un dielettrico omogeneo di costante ε 

assegnata (vedi figura 1.3). Grazie alla simmetria del problema è possibile assumere un 

modello monodimensionale, dunque in tal caso gli elementi in cui suddividiamo il 

dominio non potranno che essere segmenti. Come funzioni di base λi scegliamo 

funzioni lineari a tratti che, in un nodo del reticolo assumono valore uno e nei nodi 
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adiacenti zero, come rappresentato in figura; esse prendono il nome di funzioni a 

“tenda”. Supponiamo di dividere in sole tre parti, per semplicità, l’intervallo 

considerato; ovviamente la generalizzazione al caso di n parti non comporterà null'altro 

se non un maggior dispendio di tempo. Osserviamo che, essendo le λi funzioni lineari a 

tratti, tale risulterà anche la V che è espressa dalla somma:  

∑=
i

iiVV λ  (1.16) 

In definitiva è possibile approssimare una qualsiasi funzione continua con una funzione 

lineare a tratti a partire dalla rappresentazione che abbiamo considerato. A questo punto, 

nell’esempio appena considerato, potremo scrivere: 

44332211 VVVVV λλλλ +++=  (1.17) 

nel nostro caso V1=VA e V4=VB sono i termini noti, perché potenziali degli elettrodi. 

L’equazione che dobbiamo considerare è l’equazione di Laplace, tra l’altro in una sola  

 

 

x
x0 1

1

λi(x)
λ1 λ2 λ3 λ4

1/30 2/3

 

Fig.1.3. Un esempio monodimensionale 
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dimensione, che dunque diviene: 

02

2
=

dx
Vd

 (1.18) 

Per poter scrivere delle condizioni per calcolare i coefficienti incogniti, che in questo 

caso sono solo V2 e V3, applichiamo il metodo dei residui pesati, e in particolare ωj=λj. 

Scriveremo, dunque: 

{∫ ∈=
1

0 2

2
1,2,3,4          0 jdx

dx
Vd

iλ } (1.19) 

in questo caso, naturalmente, l’integrale di volume (1.14) si riduce all’integrale in una 

sola variabile (1.19). Però, c’è una difficoltà, e risiede nella presenza della derivata 

seconda: infatti, per come abbiamo scelto le funzioni di base, esse risultano derivabili 

una sola volta! La eventuale derivata seconda risulterebbe nulla quasi ovunque, esclusi i 

nodi dove addirittura non esisterebbe in senso classico. Questo empasse si supera 

facilmente utilizzando la regola di integrazione per parti; in tal caso l’integrale (1.19) 

assume la forma: 

0
1

0

1

0

1

0 2

2

∫∫ =−



= dx

dx
dV

dx
d

dx
dVdx

dx
Vd j

jj
λ

λλ  (1.20) 

ove non compare alcuna derivata seconda. Val la pena di osservare che questa tecnica 

può essere immediatamente estesa ai casi bi- e tri-dimensionali mediante la formula di 

Green (che a questo punto può essere reinterpretata come l’estensione 

pluridimensionale della regola di integrazione per parti): 

∫ ∫∫
ΩΣ ΩΩ

Ω∇⋅∇−=Ω∇ dVdS
dn
dVdV jjj   2 λλλ  (1.21) 
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Ritornando allora al nostro esempio monodimensionale, per poter trovare i valori 

incogniti dei potenziali (V2 e V3) ci servono due condizioni, che otterremo scrivendo due 

volte l’integrale (1.20), una volta per ωj=λ2 e una volta per ωj=λ3. Questo fatto è di 

natura generale perché, come abbiamo già osservato, λ1V1 e λ4V4 servono 

essenzialmente solo per scrivere la condizione al contorno, cioè sono termini già noti 

della nostra soluzione. Ciò è particolarmente importante perché se ora consideriamo λ2 

oppure λ3, sia l’una che l’altra si annullano nei punti 0 ed 1 (cioè sulla frontiera del 

nostro dominio, come si vede dalla figura 1.3). Questo significa che, in generale, il 

primo addendo dello sviluppo dell’integrale con la regola di integrazione per parti 

scompare perché identicamente nullo: 

{2,3 i     0
1

0
∈=





dx
dV

iλ } (1.22) 

e ciò si verifica ogni qualvolta consideriamo funzioni di questo genere. Quindi (cosa 

importante nelle eventuali generalizzazioni) anche se volessimo considerare delle 

funzioni di ordine più elevato, anche non lineari, comunque considereremmo sempre 

delle funzioni che si annullano (al più) sulla frontiera del dominio che stiamo 

considerando. Questo ci permetterà, sia nei casi monodimensionali, che bidimensionali 

che tridimensionali, di disfarci di un pezzo della relazione (1.21). 

Avendo stabilito quest’ultimo punto, possiamo scrivere:  

∫ =
1

0
0dx

dx
dV

dx
d jλ

 (1.23) 

ponendo una prima volta λj =λ2 ed una seconda λj =λ3, ed ottenendo il sistema 2 × 2  
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che ci permetterà, invertendolo, di trovare il valore di V2 e V3. 

Proviamo ora a cercare di capire quale sarà la forma, in generale, che avrà il sistema 

definito dalle (1.20). Consideriamo, allora, la situazione in un generico nodo, cercando 

poi di generalizzare il discorso. La generica funzione di base λi ha l’andamento 

mostrato nella figura 1.4a, mentre la sua derivata ha l’andamento mostrato in figura 

1.4b. Il valore della derivata tra xi-1 ed xi e tra xi e xi+1 è ottenuto (banalmente) dalla 

considerazione che essa rappresenta la pendenza della funzione λj. Val la pena di 

osservare che la possibilità di utilizzare un reticolo non equispaziato è automaticamente 

tenuta in considerazione dalle espressioni considerate per le derivate, cioè per il primo 

tratto (a pendenza positiva) 
dλ
dx

=
1

(xi − xi −1)
, mentre per il secondo tratto (a pendenza 

negativa) 
dλ
dx

= −
1

(xi+1 − xi )
. 

Considerando l’espressione di V e sostituendola nell’integrale in esame, calcolando 

quest’ultimo per lj =l2, otteniamo: 

 

 

x

λi

xi0 xi+1xi-1

dλ/dx

x
xi

0 xi+1xi-1

1/(xi-xi-1)

1/(xi+1-xi)  

Fig.1.4. a) La generica funzione di base li e b) la sua derivata 
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(∫ =+++
1

0
44332211

2 0dxVVVV
dx
d

dx
d λλλλλ )  (1.24) 

che sviluppata fornisce: 

++ ∫∫
1

0

22
2

1

0

12
1   dx

dx
d

dx
dVdx

dx
d

dx
dV λλλλ

 

                             ∫ ∫ =++
1

0

1

0

42
4

32
3 0  dx

dx
d

dx
dVdx

dx
d

dx
dV λλλλ

 (1.25) 

Un risultato assolutamente analogo si ottiene poi ponendo λj =λ3. 

Osserviamo ora la forma della (1.25). Anzitutto vediamo che i coefficienti Vi  sono 

moltiplicati per integrali che dipendono dalla sola geometria e dalla scelta delle funzioni 

di base. Essi potranno essere esplicitamente calcolati. Nell’esempio considerato, se 

supponiamo uguali i tre intervalli in cui abbiamo diviso il nostro dominio, tutte le 

derivate che compaiono nella (1.25) hanno lo stesso valore (almeno in modulo), pari ad 

1/(1/3), dunque 3; gli integrali potranno essere calcolati in modo assai agevole. Anche 

nel caso generale, di suddivisione non omogenea, in cui i valori degli integrali vengono 

a dipendere dalla spaziatura, la soluzione degli  stessi risulta immediata una volta fissata 

la spaziatura. Ricordando allora che il primo e l’ultimo addendo della somma (1.25) 

sono termini noti perché conosciamo sia V1 che V4, e abbiamo detto, appunto, che λ1 e 

λ4 ci sarebbero servite per trattare le condizioni al contorno, possiamo riguardare la 

(1.25) come una relazione del tipo: 

∑ =
i

ii qVa 22  (1.26) 

dove gli ai2 sono gli integrali 
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dx
dx

d
dx
da i

i
2

1

0

2
λλ∫=  (1.27) 

e q2 è dato da: 

dx
dx

d
dx

dVdx
dx

d
dx
dVq 2

1

0

4
4

2
1

0

1
12

λλλλ ∫∫ +=  (1.28) 

Se facciamo la stessa cosa usando in luogo di λ2 la funzione λ3, otteniamo un’altra 

relazione indipendente dalla precedente; i coefficienti ai saranno diversi, ovviamente, 

perché sono prodotti di funzioni diverse, che tra l’altro si annullano in intervalli diversi. 

In definitiva abbiamo ottenuto un sistema lineare (nel nostro esempio di due equazioni 

in due incognite), del tipo: 

QAV =  (1.29) 

dove la matrice A è composta dai coefficienti aij e Q rappresenta il vettore dei termini 

noti. A questo punto è il caso di osservare che, una volta scelte le funzioni di base, gli 

integrali che definiscono la matrice dei coefficienti A sono fissati e possono essere 

calcolati una volta per tutte; nel caso si scelgano le funzioni a tenda, ad esempio, essi 

sono immediatamente disponibili! In definitiva la procedura di costruzione della matrice 

dei coefficienti (detta anche assemblaggio), una volta che sia stato fissato il reticolato e 

le funzioni di base, risulta molto semplice. Inoltre, data la scelta fatta per le funzioni di 

base λ essere nulle all’esterno di un intervallo pari a due volte il passo scelto, anche in 

questo caso (così come per le differenze finite) si perviene ad una matrice A sparsa. Per 

capirlo in modo puntuale conviene riferirci ad un caso in cui il dominio sia suddiviso in 

un gran numero di intervalli (vedi figura). Si nota allora che i prodotti λi λj (e dunque 
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Fig.1.5. Rappresentazione di due generiche λi e λj e delle rispettive derivate 

 

anche i corrispondenti per le derivate) risultano diversi da zero solo nel caso che le due 

funzioni abbiano in comune una parte del loro dominio di definizione. Se, ad esempio, 

consideriamo le λi e λj segnate in figura 1.5, è evidente che l’integrale corrispondente 

risulterà nullo; ne possiamo concludere che nelle equazioni del tipo (1.20) o (1.21), la 

maggior parte dei coefficienti risulterà nulla. Ciò porta ad una caratteristica molto 

importante della matrice che è quella, come si dice in gergo,  di essere sparsa  ovvero 

con  pochi  elementi diversi da zero e la maggior parte degli elementi uguali a zero. Ciò 

comporta un notevolissimo vantaggio in termini di onere computazionale, una volta che 

si adoperino opportune tecniche per la soluzione del sistema; naturalmente, a posteriori, 
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si capisce anche che ciò sia alla base della scelta fatta per le funzioni di base. 

Vogliamo infine solo accennare alle estensioni ai casi bi e tri-dimensionali. E’ intuitivo 

immaginare che, a parte la complicazione dovuta al crescere del numero di variabili, la 

struttura della discretizzazione rimarrà sostanzialmente inalterata. Nel caso 

bidimensionale i domini (che nel nostro esempio monodimensionale avevamo assunto 

come intervalli) saranno tipicamente triangoli (come già abbiamo mostrato in figura 

1.2). Nel caso tridimensionale l’estensione relativa è il tetraedro. Provando a 

raffigurarci il caso bidimensionale (quello tridimensionale presenta maggiori difficoltà 

di rappresentazione grafica), ad un elemento di base triangolare corrisponderanno tre 

lati, e all’interno dell’elemento la funzione incognita sarà rappresentata dalla somma di 

tre funzioni lineari del tipo λi =a+bx+cy,V , dove i valori Vi sono proprio i 

valori assunti dal potenziale nei vertici del triangolo. Si capisce dunque l’estensione al 

caso bidimensionale è molto diretta, nel senso che la struttura di tutto il discorso resta 

invariata. Analogamente si procede per il caso tridimensionale. 

= λiVi
i =1

3

∑

 

1.4 Equazioni Integrali e Metodo dei Momenti 

In precedenza, abbiamo discusso i metodi delle differenze finite e degli elementi finiti. 

Questi metodi sono spesso chiamati metodi differenziali. Essi consistono 

nell’approssimare l’equazione differenziale su piccole regioni. Nel metodo degli 

elementi finiti, le funzioni di base non sono soluzioni esatte dell’equazione operatoriale. 

Inoltre, queste funzioni sono diverse da zero solo su un numero limitato di elementi del 

reticolo. Per questa ragione, si dice che esse provvedono ad un supporto locale. Una 
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formulazione alternativa dei problemi elettromagnetici la si ottiene in termini di 

equazioni integrali nelle quali il campo o il potenziale è approssimato da una serie di 

funzioni che sono, di solito, soluzioni esatte delle equazioni differenziali ed hanno un 

supporto globale (le loro azioni sono sull’intero dominio del problema). Tuttavia, le 

condizioni al contorno potrebbero essere soddisfatte solo in modo approssimato [2]. Ciò 

è in contrasto col FEM, in cui le condizioni al contorno sono soddisfatte esattamente, 

però l’equazione all’operatore è soddisfatta solo in modo approssimato. 

A meno di qualche eccezione, le equazioni integrali a cui si riferisce la teoria 

dell’elettromagnetismo sono del tipo Fredholm [2], che nel caso monodimensionale si 

scrive: 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ′′′+=
b

a

xdxuxxKxuxxg , )( λβ  (1.30) 

Se β =0 l’equazione è detta del primo tipo, mentre se β è costante è del secondo tipo. 

Nell’equazione precedente g, β, K e λ sono note e u è la funzione incognita. La funzione 

K ( x, x′ ) spesso dipende solo dalle differenze, ossia, K ( x- x′ ) ed è denominata Kernel 

dell’integrale. Diversamente da quelle differenziali, le equazioni integrali non 

necessitano di condizioni aggiuntive. Questo implica che le condizioni al contorno per 

loro soluzione sono contenute nel Kernel. Un particolare Kernel è relazionato a 

particolari condizioni al contorno e non ha validità universale. La soluzione di problemi 

elettromagnetici per mezzo di equazioni integrali consiste nella formulazione del Kernel 

per tener conto delle condizioni al contorno fornite e della soluzione dell’equazione 

integrale stessa. 
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Uno dei metodi comunemente utilizzati per la soluzione numerica delle equazioni 

integrali è il metodo dei momenti ( Method of Moments-MoM) [2]. Quest’ultimo è uno 

dei metodi numerici maggiormente sviluppati ed utilizzati nell’analisi elettromagnetica, 

incluso i problemi di compatibilità elettromagnetica. Il MoM è nato come metodo di 

soluzione nel dominio della frequenza e questo lo rende uno strumento di analisi molto 

efficiente quando per il problema in esame è desiderata una risposta in frequenza [3]. 

Tuttavia, il MoM può essere utilizzato anche per risolvere problemi per i quali è 

richiesta una soluzione dipendente dal tempo. In particolare, vedremo, nel prossimo 

capitolo, che il MoM viene applicato all’equazione integrale del campo elettrico nel 

dominio del tempo relativa alla struttura di interconnessione da analizzare in modo da 

ottenere da questa equazione la sua forma numerica che permette, a sua volta, di 

ricavare il circuito equivalente alla struttura in esame. 

Il MoM si riferisce ad una procedura generale [2] per la soluzione numerica di 

equazioni matematiche lineari della forma: 

( ) guL =  (1.31) 

dove L è un operatore lineare, solitamente di tipo integrale, u è la funzione incognita, e 

g è la funzione di eccitazione nota che rappresenta la sorgente primaria di energia nel 

sistema.  

Prima di entrare nei dettagli del metodo, diamo la definizione di prodotto interno che 

utilizzeremo in seguito. Il prodotto interno è un’operazione tra due funzioni u e v il cui 

risultato è una quantità scalare. Questa operazione è rappresentata come 〈u,v〉. Il 

prodotto interno ha le seguenti proprietà: 
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1. uvvu ,, =  

2. Considerata una terza funzione w si ha 

    wvvuwvu ,,, βαβα +=+  

3. 0,* ≥uu      per  u≠0 

4. 0,* =uu      per u=0 

Una possibile definizione di prodotto interno che soddisfi queste proprietà è 

∫
Ω

Ω= dvuvu   ,  (1.32) 

Il primo passo nel processo di soluzione dell’equazione dell’operatore L è quello di 

espandere u in una serie di funzioni di base: 

i

N

i
i uu ∑

=

=
1

 α  (1.33)                              

dove ui sono le funzioni di base dell’espansione (che sono note) ed αi sono i coefficienti 

moltiplicativi incogniti. Il MoM impone una condizione molto restrittiva per quanto 

riguarda la scelta di queste funzioni, in quanto richiede che queste siano ortogonali. 

Il seguito della procedura  MoM consiste nella determinazione dei coefficienti αi che 

fornisce la migliore approssimazione della funzione incognita u. Nel fare questo, si 

sostituisce la (1.33) nella (1.31) ottenendo 

( )∑
=

=
N

i
ii guL

1

α  (1.34) 

dove si è sfruttata la linearità dell’operaratore L. Poi si considera un set di funzioni peso 
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wj e si effettua il prodotto interno di ognuna di queste con l’equazione (1.34). 

( )∑
=

=
N

i
jiji gwuLw

1

,,α ;   j=1,2,…,N (1.35) 

Sfruttando la definizione di prodotto interno data dalla (1.32), la (1.35) si riduce a: 

( ) ∫∑ ∫
Ω= Ω

Ω=Ω gdwduLw j

N

i
iji   

1

α ;    j=1,2,…,N (1.36) 

Per scrivere le equazioni in modo più conciso, si pone: 

( )∫
Ω

Ω= dwuLs jiij  (1.37) 

∫
Ω

= gdlwF jj  (1.38) 

Infine, sostituendo la (1.37) e la (1.38) nella (1.36), si ottiene un sistema algebrico, 

costituito da N equazioni lineari in N incognite (i coefficienti αi), che può essere 

espresso come una equazione matriciale del tipo 

FαS =  (1.39) 

che può essere risolta al computer. 

Il costo della procedura MoM è tipicamente misurato in termini di due parametri: il 

primo è il numero N di incognite necessarie per ottenere una soluzione sufficientemente 

accurata; il secondo è il tempo necessario per riempire la matrice S, che dipende 

fortemente dalle funzioni di base usate per rappresentare la u, e dalle funzioni peso 

utilizzate. 

Nella prossima sezione applicheremo il metodo MoM all’equazione integrale di 
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Pocklington [3], la quale è una delle equazioni più comunemente usate per descrivere la 

relazione esistente tra una sorgente di eccitazione e la corrente elettrica e magnetica su 

di una struttura radiante. 

 

1.4.1 Applicazione del MoM all’Equazione Integrale di Pocklington 

Prima passare all’applicazione del metodo, vediamo, innanzitutto, come è possibile 

derivare [3] l’equazione integrale di Pocklington. Si consideri un segmento di filo 

orientato nella direzione z come mostrato in Figura 1.6. Il campo  elettrico  in  un  punto  

dello  spazio  è  espresso  in  funzione  del potenziale vettore A  come: 

( ) ( ) AArE ω
εωµ

jj
−⋅∇∇−=

00
 (1.40) 

Assumendo una corrente fluente lungo la superficie del filo (il filo è assunto come un 

conduttore perfetto), il potenziale vettore A  è espresso come: 

( ) ( ) dS'
4

'
R

e jkR

S
π

µ
−

∫∫ ′= rJrA  (1.41) 

dove ck ω=  è il numero d’onda relativo alla frequenza ω,  è la densità di corrente 

superficiale, ed 

J

R  è la distanza dal punto di osservazione  dal  punto  di  integrazione  

sulla superficie  della  struttura: 

  ( ) ( ) ( )222 ''' zzyyxxR −+−+−=  (1.42) 

Assumendo che la corrente fluisca nella direzione parallela all’asse del filo, che è la 

direzione z  per il segmento di filo mostrato in Figura 1.6, solo la componente lungo 

l’asse z del potenziale vettore non è nulla: 
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                       Fig 1.6. Corrente superficiale fluente lungo un segmento di filo 
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 (1.43) 

e il risultante campo si riduce a: 


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 (1.44) 

Sostituendo la (1.43) nella (1.44), si ottiene: 

∫ ∫
−

−−










∂
∂

+−=
2/
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2
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l

l

z

jkRjkR
dzdJa

R
e

zR
ekj

π

φ
πωε

 (1.45) 

La (1.45) può essere semplificata assumendo che la distribuzione di corrente sia 

uniforme rispetto a φ. Questa assunzione si riferisce a fili sottili, ed è tipicamente 
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utilizzata quando il raggio del filo, è minore di λ/10. Sotto questa assunzione la densità 

di corrente zJ  risulta: 

( )zI
a

J zz ′=
π2
1

 (1.46) 

Un’ulteriore semplificazione è ottenuta considerando il punto di osservazione del 

campo sull’asse del filo anziché sulla superficie ottenendo che . 

Infine la  (1.45) si riduce a: 

( )[ ] 2/22 '
1

zzaR −+=

( ) '',E
2/

2/
2

2
2

0
z dzIzzG

z
kj

z

l

l
∫

−









∂
∂

+−=
ωε

 (1.47) 

dove: 

( ) ∫ ′=
−π2

0
42

1', φ
ππ

d
R

ezzG
jkR

 (1.48) 

Sulla superficie del filo il campo elettrico totale tangenziale è zero, avendo assunto il 

filo come un conduttore perfetto. Il campo totale sulla superficie del filo è la somma del 

campo incidente dovuto alla corrente zI e del campo incidente Ez
inc, che è noto. Quindi 

si ottiene: 

inc
zz EE −=  (1.49) 

Infine, sostituendo la (1.49) nella (1.47), si ottiene: 

( ) '',E
2/

2/
2

2
2

0
z dzIzzG

z
kj

z

l

l

inc ∫
−










∂
∂

+=
ωε

 (1.50) 

L’equazione (1.53) è detta Equazione Integrale di Pocklington, e descrive la variazione 
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della corrente lungo il filo, per un dato campo incidente. 

Dall’osservazione della (1.50), si ha che l’operatore integrale che definisce l’Equazione 

Integrale di Pocklington è dato da: 

( ) ( ) '',L
2/

2/
2

2
2

0
IdzzzG

z
kjI

l

l
∫

−









∂
∂

+=
ωε

 (1.51) 

e la funzione di eccitazione è Ez
inc. 

Una volta che l’operatore lineare che relaziona la corrente incognita al campo incidente 

è stato ottenuto, lo scopo del MoM è quello di risolvere l’equazione dell’operatore 

trasformandola in un’equazione matriciale [3]. 

Il primo passo nel processo di soluzione MoM consiste nel discretizzare la struttura a 

filo, mostrata in Fig.1.6, in N segmenti in modo da descrivere la distribuzione di 

corrente incognita sulla struttura stessa come una combinazione lineare di funzioni con 

coefficienti moltiplicativi incogniti: 

( ) ( )zIzI i

N

i
iΨ

1
∑

=

=  (1.52) 

Ogni  Ψi  è una funzione che tende ad approssimare il comportamento della corrente 

sullo i-imo segmento di filo della struttura discretizzata, e  è un coefficiente 

moltiplicativo incognito che denotata l’ampiezza della corrente incognita sul singolo 

segmento di filo. Il seguito della procedura MoM consiste nella determinazione della  

che fornisce la migliore approssimazione della distribuzione di corrente. A questo punto 

è possibile fare riferimento alla procedura generale del metodo esposta in precedenza 

ricavando un’equazione analoga alla (1.36), che risulta essere 

iI

iI
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( ) dlwdlLwI inc
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l

j

N
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l

l

jji z

2/

2/1

2/

2/

E∫∑ ∫
−= −

=Ψ ;    j=1,2,…,N (1.53) 

Per scrivere le equazioni in modo più conciso, si pone: 

( ) dlwLZ j

l

l

iij ∫
−

Ψ=
2/

2/

 (1.54) 

dlw inc
l

l

j z

2/

2/

j EE ∫
−

=  (1.55) 

Sostituendo la (1.54) e la (1.55) nella (1.53), si ottiene un sistema di equazioni algebrico 

che può essere espresso in forma matriciale: 
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 (1.56) 

oppure in modo più conciso: 

EZI =  (1.57) 

Si noti l’analogia tra l’equazione matriciale (1.57) e la legge di Ohm, dove Z può essere 

interpretata come una matrice di impedenze ed E può essere interpretato come una 

matrice di tensioni. 

Finora abbiamo visto come trasformare l’equazione dell’operatore  in 

un’equazione matriciale che può essere risolta al computer attenendoci alla procedura 

generale adoperata dal MoM. Comunque la procedura esposta lascia alcune questioni in 

( )IL inc
zE=
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sospeso, come la scelta delle funzioni di base e delle funzioni peso che sono essenziali 

per completare la soluzione [3]. In teoria la classe di funzioni ammissibili è molto 

ampia; comunque delle considerazioni numeriche e pratiche forniscono un vincolo alle 

funzioni che possono essere utilizzate. È anche importante comprendere che il MoM è 

una procedura di approssimazione numerica che non garantisce la convergenza della 

soluzione indipendentemente dalla scelta delle suddette funzioni. 

 

 
           Fig.1.7. Approssimazione della funzione g(z) usando funzioni di base impulsive 

 

La scelta più semplice per le funzioni di base è una serie di funzioni impulsive che 

collettivamente danno una rappresentazione in scala della corrente incognita sulla 

lunghezza del filo. In tal caso, la Eq.(1.52) può essere riscritta come 

( ) ( )zPIzI i

N

i
i∑

=

=
1

 (1.58) 

dove i  è una funzione costante sullo i-imo segmento e zero sui restanti. Questa P
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approssimazione a tratti costanti di una distribuzione di corrente lentamente variabile è 

mostrata in Figura 1.7. Si noti che i segmenti non necessitano di essere di uguale 

lunghezza. Quando la corrente che ci si aspetta (in base ad aspetti fisici o ad esperienze 

di modelli precedenti) varia rapidamente su di una porzione di filo, sono necessari 

segmenti più piccoli per catturare questa variazione. Viceversa, se la corrente che ci si 

aspetta ha una variazione molto lenta su quella parte di filo, i segmenti possono essere 

allargati in modo da ridurre il numero di incognite. Comunque, per ogni segmentazione 

implementata, la lunghezza del segmento deve essere molto più piccola della lunghezza 

d’onda. 

Il prossimo passo è quello di selezionare le funzioni peso. Le funzioni più semplici sono 

date dalle Delta di Dirac  δ(z-zn), dove zn denota il centro dello n-imo elemento di filo 

(vedi Figura 1.7). Questa scelta è anche denominata  point matching o collocazione, in 

quanto ad ogni punto al centro dei segmenti il residuo è posto uguale a zero. Avendo 

scelto le funzioni Delta di Dirac come funzioni peso, gli elementi della matrice si 

riducono a: 

( ) '',
2/

2/

dzzzGZ
m

m

l

l

nmn ∫
−

=  (1.59) 

Il metodo di collocazione genera gli elementi della matrice più semplici possibili; 

comunque, l’accuratezza della soluzione in punti differenti da quelli di collocazione non 

è garantita. Una scelta diversa potrebbe essere quella di usare le stesse funzioni 

impulsive utilizzate per l’espansione della corrente lungo il filo. Questa scelta fornisce il 

seguente elemento di matrice: 
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− −

=  (1.60) 

Quando le funzioni di base sono identiche alle funzioni peso, la procedura prende il 

nome di metodo di Garlerkin. 

Una funzione di base più complessa, ma altamente efficiente, è data dalla funzione 

sinusoidale a tratti, definita come: 

( ) ( )
( ) nn

nn

n zzz
kzzsin
kzzsinzf <<

−
−

= −
−

−
1

1

1      ;  (1.61)                             

( ) ( )
( ) 1

1

1      ; +
+

+ <<
−
−

= nn
nn

n zzz
kzzsin
kzzsinzf  (1.62) 

Nella (1.52), diversamente dalle funzioni di base impulsive, la corrente su ogni 

segmento di filo sarà così descritta da due funzioni sinusoidali. Una procedura di 

Garlerkin che utilizza le funzioni sinusoidali a tratti richiede approssimativamente 

segmenti 10 volte più piccoli rispetto quelli necessari se si utilizzano funzioni di 

espansione impulsive. 

Uno dei codici MoM più comuni e largamente utilizzati è il codice elettromagnetico 

numerico (numerical electromagnetic code−NEC) sviluppato dalla Lawrence Numerical 

National Laboratori [43]. Il NEC è un programma per computer che permette l’analisi 

della risposta elettromagnetica di antenne o altre strutture metalliche. Esso si basa sulla 

soluzione numerica, mediante il MoM, dell’ equazione integrale che descrive la 

relazione esistente tra la corrente indotta nella struttura la sorgente di eccitazione o il 

campo incidente. Il NEC usa la procedura di collocazione con le Delta di Dirac come 

funzione peso ed una funzione di base diversa da quelle utilizzate sopra. La  funzione di 
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base su ogni segmento utilizzata dal NEC è data da: 

( ) ( ) ( )iiiiii zzzzsinzI −+−+= cosγβα  (1.63) 

I tre coefficienti αi , βi, e γi  sono relazionati in modo tale che la continuità della corrente 

è soddisfatta sulle giunzioni del segmento. Contrariamente alle funzioni di base 

utilizzate in precedenza, la (1.63) contiene tre incognite. Questo può essere considerato 

come un compromesso tra l’esigenza di avere delle funzioni di base accurate e quella di 

avere una velocità di soluzione elevata. 

Una volta che gli elementi della matrice Z sono stati calcolati e l’equazione matriciale 

(1.57) è completamente determinata, la matrice della corrente I è ottenuta prima 

invertendo la matrice Z e poi risolvendo l’equazione: 

I=Z-1E (1.64) 

L’equazione (1.64) può essere risolta in una varietà di modi con vari gradi di efficienza, 

dipendenti dalla struttura della matrice di impedenze Z. La simmetria in alcune strutture 

a filo può essere sfruttata per ridurre il tempo di riempimento della matrice, così come il 

tempo di soluzione della matrice. Comunque in generale la matrice può essere assunta 

piena. Per matrici piene, una soluzione efficiente è ottenuta usando l’algoritmo di 

Gauss-Jordan che fornisce un tempo di soluzione direttamente proporzionale a N2, dove 

N è il numero di incognite. 

Con la distribuzione di corrente nota lungo i segmenti del filo, il campo in ogni punto 

dello spazio può essere determinato usando le (1.40) e (1.41). 

In questa sezione si è presentato il MoM applicandolo ad una struttura a filo vista come 

un conduttore perfetto. Se i patches di superficie sono parte della struttura, per essere 

modellati, come modello di prima approssimazione, possono essere convertiti in una 
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griglia di fili come mostrato in Figura 1.8. Comunque, è possibile usare il MoM per 

modellare superfici segmentandole in patches superficiali ed espandendo la corrente 

usando funzioni bidimensionali in modo completamente analogo alle funzioni 

monodimensionali utilizzate nelle strutture a filo. Per molti problemi pratici, 

approssimare la superficie con una griglia di fili può fornire risultati soddisfacenti, 

specialmente se il campo lontano è l’obiettivo dell’analisi [3]. È importante 

comprendere che il modello a griglia pone delle restrizioni sulla direzione della corrente 

nel modello, e questo potrebbe non essere accettabile in applicazioni dove la corretta 

direzione della corrente influisce sull’accuratezza. 

 

                          

                     
     Fig. 1.8. Approssimazione della superficie del conduttore mediante una griglia di fili 

 

Occorre notare che solo la corrente assiale lungo i fili è stata presa in considerazione 

quando si derivano le equazioni del MoM per strutture a filo. Questo esclude ogni 
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variazione della corrente nella direzione circonferenziale. Con una tale 

approssimazione, per ottenere una buona accuratezza, il raggio del filo deve essere 

molto più piccolo della lunghezza d’onda λ. Come menzionato in precedenza, 

l’approssimazione di fili sottili è considerata valida quando a è minore di λ/10. Un altro 

fattore che influisce sull’accuratezza della simulazione MoM è il rapporto tra il raggio 

del filo e la lunghezza del segmento: a/l. Intuitivamente ci aspetta che più piccolo è il 

segmento, maggiore risulta essere l’accuratezza del modello. Ciò è in realtà vero fino ad 

un certo punto [3]. Diversi esperimenti numerici hanno mostrato che una buona 

accuratezza è ottenuta se il rapporto  a/l  lo si prende minore di 1/10. Se a/l  è superiore 

a questo valore, le correnti vicine alle estremità del filo possono avere un 

comportamento oscillatorio che può introdurre  errori considerevoli nella soluzione. 
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  CAPITOLO 2 

Circuiti Equivalenti ad Elementi Parziali 
(PEEC) per Interconnessioni e Packaging 
Elettronico  
 

 

2.1 Introduzione 

Nella parte introduttiva a questa tesi, abbiamo accennato al fatto che negli ultimi 20 

anni si è avuto un rapido sviluppo dei modelli circuitali per l’analisi delle strutture di 

interconnessione, sia a livello del singolo chip che del packaging elettronico [4]. Il 

fattore di questo rapido sviluppo è la crescente importanza del progetto delle reti di 

interconnessione sulle prestazioni elettriche dei sistemi elettronici basati sulla 

tecnologia a larghissima scala di integrazione (Very Large Scale Integration−VLSI). 

La velocità di commutazione al di sotto di 1 ns nei processori con frequenze di clock 

dell’ordine dei gigahertz, e la complessità dei circuiti VLSI eccedente i 100 milioni di 

transistor per chip, comportano che le distribuzioni di segnale sono caratterizzate da 

impulsi, con larghezza di banda dell’ordine dei gigahertz, che si propagano attraverso 

strutture a filo fortemente accoppiate, le quali esibiscono un comportamento risonante 

per la parte superiore dello spettro di questi segnali. Di conseguenza, in aggiunta agli 

accoppiamenti induttivi e capacitivi presenti tra fili adiacenti per l’intera banda di 

frequenze, gli effetti elettromagnetici distribuiti diventano rilevanti alle alte frequenze, 

con un impatto significativo sulla prestazione complessiva del sistema. Questi effetti 
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elettromagnetici si manifestano come ritardi indotti nelle interconnessioni, riflessioni, e 

accoppiamenti non locali. 

La natura elettromagnetica di tali effetti, combinata con la complessità della geometria 

delle strutture, rende il progetto delle interconnessioni e del packaging elettronico 

(Electrical Interconnect and Package−EIP) molto complesso. Il successo del progetto 

dipende fortemente dalla capacità di modellare il problema elettromagnetico. Diversi 

tipi di approcci sono stati implementati per lo sviluppo di un modello circuitale che 

consenta di simulare il problema elettromagnetico, permettendo di affrontare in modo 

efficace la complessità del sistema di interconnessione e facilitare il suo progetto [4]. 

Una simulazione accurata richiede una metodologia di sviluppo capace di tenere conto 

di tutti gli effetti elettromagnetici associati al carattere tridimensionale delle strutture da 

analizzare [6]. Di conseguenza, in aggiunta al crosstalk, al ritardo di propagazione e alle 

riflessioni, l’impatto delle perdite per radiazione sulla distorsione del segnale, dovute 

alle interconnessioni non uniformi, o ad altre discontinuità nelle strutture di 

interconnessione, deve poter essere predetto ed analizzato. Purtroppo, alcuni metodi, tra 

cui anche quello basato sulle linee di trasmissione, non sempre consentono un’analisi 

accurata di questi effetti. 

Inoltre, un aspetto fondamentale per l’accuratezza della simulazione è la capacità di 

poter effettuare un’analisi nel dominio del tempo. Tale capacità di analisi è importante 

quando si analizzano strutture di interconnessione connesse a blocchi circuitali di cui 

alcuni sono non lineari. Infatti, in questi casi un’analisi del sistema complessivo può 

essere effettuata solo nel dominio del tempo. 

La metodologia, che ci apprestiamo a studiare in questo capitolo, è stata introdotta per 
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primo da Ruehli negli anni ’70 [5] ed ha riscosso successo negli ultimi anni. Questa 

metodologia è basata su una formulazione integrale nel dominio del tempo del problema 

di campo ed è caratterizzata da due passi [6]. Il primo passo consiste nella scrittura 

dell’equazione integrale del campo elettrico (Electric Field Integral Equation−EFIE) 

del problema elettromagnetico a partire dalle equazioni di Maxwell nel dominio del 

tempo. Il secondo passo consiste nello sviluppo della forma discreta della EFIE 

utilizzando una implementazione particolare del metodo dei momenti (Method of 

Moments−MoM) e cioè il metodo di Garlerkin. Quest’ultimo passo permette la 

formulazione del circuito equivalente ad elementi parziali (Partial Element Equivalent 

Circuit−PEEC) della EFIE. Questa metodologia è molto interessante perché permette di 

modellare il problema elettromagnetico con un circuito equivalente in modo tale che il 

sistema di equazioni di stato risultante utilizzi appropriate tensioni e correnti come 

variabili di stato e, allo stesso tempo, conservi tutti i termini mancanti nelle leggi di 

Kirchhoff, come i termini associati con la propagazione dell’onda e gli effetti della 

radiazione [7]. Cioè la teoria del modello PEEC può essere considerata come una 

generalizzazione delle leggi di Kirchhoff, capace di descrivere in maniera unificata le 

proprietà elettromagnetiche dei circuiti elettronici a partire dalla continua fino alla più 

elevata frequenza di interesse. Inoltre il modello circuitale che risulta è compatibile con 

i simulatori circuitali non lineari, come lo SPICE. Di conseguenza, un modello 

elettromagnetico completamente propagativo può essere implementato in una maniera 

diretta in un ambiente di simulazione circuitale non lineare [6]. 

La formulazione PEEC possiede un attributo chiave che è quello di permettere l’analisi 

delle strutture di interconnessioni e del packaging elettronico sviluppando un modello 
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elettromagnetico gerarchico. Questo attributo risulta molto importante quando la 

complessità della struttura è elevata. Infatti, il metodo PEEC consente una procedura 

sistematica per la riduzione della complessità fisica del modello per alcune parti della 

struttura in base alle condizioni operative e all’obiettivo della simulazione [4], [6]. 

Allora, differenti livelli di interconnessione e diverse parti nel package possono essere 

modellati implementando differenti tipi di modelli elettrici, ciascuno dei quali è ottenuto 

dal modello PEEC completo.  

Il proposito di questo capitolo è quello di introdurre il modello PEEC per il caso 

fondamentale di una struttura di conduttori e di estendere, successivamente, la 

formulazione al caso di strutture in presenza di campi incidenti e a quello di strutture 

dielettrico-conduttore. Infine, faremo una discussione del processo attraverso cui viene 

effettuata la riduzione di complessità del modello. 

Il punto di partenza della nostra trattazione è quello di scrivere le equazioni di Maxwell 

e da queste ricavare l’espressione del campo elettrico in funzione dei potenziali vettore 

e scalare [7]: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ε

εµµ t,qt,       ,t,t,t,

0t,                    ,t,t,

rrErErJrB

rBrBrE

=⋅∇
∂

∂
+=×∇

=⋅∇
∂

∂
−=×∇

t

t  (2.1) 

dove con il simbolo q si fa riferimento alla densità di carica elettrica. Tenendo conto che 

la divergenza del campo di induzione magnetica, , è nulla, il potenziale  vettore 

magnetico A  viene introdotto mediante la relazione: 

B

AB ×∇=  (2.2) 

Sostituendo nella equazione del rotore del campo E si ottiene: 
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( ) 
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

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−=×∇
tt
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da cui: 

0=







∂
∂

+×∇
t
AE  (2.4) 

Dunque il vettore  
t∂

∂
+

AE  è irrotazionale e può essere riscritto come gradiente di una 

funzione scalare. Introduciamo il potenziale scalare Φ  come quella funzione tale che: 

t∂
∂

+=Φ∇−
AE  (2.5) 

ovvero: 

( ) ( ) ( t,t,t, rrArE Φ∇−
∂

∂
−=

t
)  (2.6) 

dove ora il campo elettrico è espresso direttamente in termini del gradiente del 

potenziale scalare  e della derivata temporale del potenziale vettore magnetico A  Φ .

Quest’ultima forma della legge di Faraday è molto conveniente in quanto ci permette di 

relazionare direttamente il campo elettrico, in uno specifico punto dello spazio e in un 

determinato istante, alle distribuzioni di carica e di corrente elettrica presenti in un certo 

volume. In particolare, nell’ipotesi di spazio illimitato e di un mezzo non dispersivo, i 

potenziali elettromagnetici risultano [7]: 
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dove 

v
'- 

-tt
rr

=′  (2.9) 

La quantità vrr ′−  nella (2.9) costituisce il tempo di propagazione dell’onda 

elettromagnetica dal punto  al  punto di osservazione r  con  velocità di propagazione 

nel mezzo 

r′

.1 µε=v  

 
2.2 Modello PEEC per un Sistema di Conduttori 3D 

2.2.1 Formulazione dell’Equazione Integrale 

Nella trattazione esposta di seguito, si  considera il  caso di un sistema di K conduttori 

di conducibilità ,σ  posti in un mezzo omogeneo e non dispersivo con permittività 

elettrica ε  e permeabilità magnetica µ  [5]-[8]. Indicando con vk il volume del k-imo 

conduttore, possiamo riscrivere le espressioni dei potenziali con riferimento al nostro 

sistema di conduttori: 
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  (2.10)                              
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Esse  possono essere utilizzati per esprimere la (2.6) nella forma: 
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Posizionando il punto di osservazione r  all’interno di uno dei conduttori, il campo 

elettrico in quel punto può essere espresso in termini della densità di corrente e della 

conduttività σ  attraverso la  relazione EJ σ= . Per cui la (2.12) diventa:  
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rJrJ

πεπ
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σ t
 (2.13) 

La quantità  nella (2.13) indica che la interazione tra la densità di carica, o di corrente, 

in  e la densità di corrente in  è ritardata in accordo col fatto che la velocità di 

propagazione dell’onda elettromagnetica nel mezzo è finita. 

t′

r′ r

L’equazione (2.13) è un’equazione integrale con incognite costituite dalla densità di 

carica e dalla densità di corrente. La sua soluzione necessita dell’equazione di 

conservazione della carica: 

0q
=

∂
∂

+⋅∇
t

J                                                                                                     (2.14) 

Nella sua forma integrale, l’equazione di sopra esprime la nota legge della corrente di 

Kirchhoff estesa con la capacità di tener conto dell’accumulo di carica ad uno specifico 

punto del circuito. 

 

2.2.2 Discretizzazione della Geometria  

Il primo passo da fare per giungere alla rappresentazione del modello PEEC, consiste 

nell’approssimare le quantità incognite J  e  come funzioni localmente costanti. 

Questa approssimazione è basata su di una particolare discretizzazione della geometria 

dei conduttori. Nell’effettuare questa discretizzazione si suppone che i tempi di 

rilassamento di tutti i conduttori siano molto più piccoli rispetto ai tempi di 

q
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commutazione di interesse, dove per tempi di commutazione si intendono i tempi 

caratteristici di una eccitazione (per esempio il tempo di salita di una eccitazione 

pulsata) [7]. Quindi, ritenendo questa ipotesi accettabile nei casi pratici, la carica risiede 

solo sulle superfici dei conduttori. Allora, si può procedere dividendo il volume dei 

conduttori in celle aventi la forma di parallelepipedi e le superfici dei conduttori in celle 

rettangolari. Le celle di volume danno una rappresentazione tridimensionale del flusso 

di corrente attraverso una sezione trasversale finita, mentre le celle di superficie 

forniscono una rappresentazione bidimensionale della carica su una porzione di 

superficie. Per questo motivo, le celle di volume e di superficie sono denominate celle 

di corrente e celle di carica rispettivamente. La densità di corrente è rappresentata in 

termini di componenti ortogonali, cioè ẑJŷJx̂J zyx ++=J

nk      volume 

mk

, dove le componenti sono 

localmente costanti nelle celle di corrente, mentre la densità di carica q è localmente 

costante sulle celle di superficie considerate. La discretizzazione della geometria dei 

conduttori è ottenuta matematicamente definendo le funzioni impulsive  rettangolari [6]: 





=
altrove     ,0

dicella della  interno all'     ,1
Pγnk                                     (2.15)    

 
per la densità di corrente, dove γ= x ,y , z  indica la componente della corrente nella n-

ima cella di volume del k-imo conduttore e 





=
altrove    ,0

 superficie dicella sulla     ,1
mkp  (2.16) 

per la densità di carica sulla  m-ima  cella di superficie del k-imo conduttore. 

Il livello della discretizzazione, e in particolare la  dimensionalità del flusso di corrente, 

dipende dalla forma del conduttore, dalla forma dei conduttori che lo circondano, e dal 
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range di frequenze di interesse. In generale, occorre una distribuzione di corrente 

tridimensionale, però se l’impatto dovuto all’effetto pelle non è desiderato nella risposta 

e lo spessore del conduttore è abbastanza sottile da ritenere che la distribuzione di 

corrente sia uniforme sulla sua sezione trasversale, è accettabile l’uso di una 

distribuzione di corrente bidimensionale. 

Prima di proseguire la trattazione, vediamo un esempio per un’appropriata scelta delle 

celle [6], [7]. La Fig.2.1 mostra la scelta delle celle per il caso di un conduttore 

rettangolare piatto. Siccome il conduttore è molto sottile, si può ritenere che il flusso di 

corrente sia bidimensionale: la densità di corrente ha due componenti Jx e Jy. I valori di 

queste componenti alle celle assegnate sono presi come variabili di stato 

dell’approssimazione. Le rimanenti variabili di stato sono associate alla tensione al 

centro di ognuna delle celle di carica. La scelta delle celle è determinata unicamente dai 

nodi presi sulla struttura e le linee di divisione che delimitano le celle sono chiamate, 

per motivi che saranno chiari in seguito, partizioni resistive-induttive per le celle di 

corrente e partizioni capacitive per le celle di carica. I nodi sono disposti sulla struttura 

in maniera tale che la distanza fra due nodi adiacenti sia sempre la stessa. Nel nostro 

esempio, abbiamo considerato quattro nodi nella direzione x e tre nodi nella direzione y, 

ottenendo dodici nodi in totale per la discretizzazione. 

Vediamo, ora, più nel dettaglio come è possibile giungere alla discretizzazione della 

geometria del conduttore piatto cominciando dalla scelta delle celle di corrente 

(Fig.2.1(a)). In pratica, per ogni coppia di nodi adiacenti si individua una cella, nella 

quale la densità di corrente è Jx se i nodi individuati si trovano lungo la direzione x, 

oppure Jy se i nodi si trovano lungo la direzione y. Nella figura sono state evidenziate  
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(a) 

 

 
(b) 

                                                        
                                                          (c) 
 
Fig.2.1. Discretizzazione di un conduttore piatto: (a) celle di corrente; (b) celle di carica; (c) 
l’imposizione dell’equazione di conservazione della carica avviene in modo diretto. 
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alcune delle celle di corrente in cui viene discretizzata la struttura. Per esempio ai nodi 5 

e 6 corrisponde una cella in cui la direzione della corrente è lungo y, in quanto i nodi 

considerati si trovano lungo questa direzione. Per determinare la dimensione delle celle 

si opera nel modo seguente. Si tracciano delle linee che uniscono i nodi che si trovano 

lungo lo stesso asse. Queste linee sono tratteggiate se i nodi sono allineati lungo x (i 

nodi 2, 5, 8, 11), invece sono continue se i nodi sono allineati nella direzione y (i nodi 4, 

5, 6 e i nodi 7, 8, 9). In questo modo si è suddiviso la struttura in rettangoli ai cui vertici 

ci sono i nodi. Il passo successivo consiste nel suddividere ciascuno di questi rettangoli 

in quattro parti uguali. Ciò viene fatto utilizzando linee tratteggiate nella direzione 

verticale e linee continue nella direzione orizzontale. A questo punto, abbiamo 

dimensionato le celle di corrente: le celle dirette lungo x sono delimitate da linee 

continue, mentre le celle lungo y sono delimitate dalle linee tratteggiate. 

Nella Fig.2.1(b) è mostrata la discretizzazione della superficie del conduttore in celle 

caricate uniformemente. La discretizzazione della superficie avviene in modo molto 

semplice, in quanto ad ogni nodo deve corrispondere una cella. La dimensione di 

ciascuna cella è ottenuta tracciando delle linee tratteggiate come mostrato in figura. 

Osservando le Fig.2.1(a) e 2.1(b), si nota come la discretizzazione utilizzata allochi le 

celle di volume e di superficie in maniera tale che la conservazione della carica 

(Eq.(2.14)) è applicata in modo diretto e simile al modo con cui la legge della corrente 

di Kirchhoff è applicata nell’analisi standard dei circuiti [7]. Quanto detto è meglio 

illustrato con l’aiuto della Fig 2.1(c), dove si considera il solo nodo 5 usato nella 

discretizzazione del conduttore, mettendo in evidenza le celle di corrente ad esso 

connesse. Come mostrato, per il nodo di carica in questione si ottengono quattro celle di 
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corrente (due per J  e due per J ). Questo è facilmente relazionato alla familiare 

situazione della teoria dei circuiti dove quattro rami si incontrano in un nodo; così,  

l’imposizione della continuità dell’equazione di carica è ora evidente. 

x y

Possiamo, ora, estendere il processo di discretizzazione al caso di un conduttore di 

spessore finito [5] di Fig.2.2(a). I nodi scelti nella struttura per effettuare la 

discretizzazione sono presenti sia sulle superfici del conduttore che all’interno del 

volume (nella figura sono mostrati solo i nodi sulle superfici per evitare di generare 

confusione nel disegno). Per quanto riguarda la scelta delle celle di carica, il discorso 

segue direttamente dalla trattazione per il caso del conduttore piatto. Infatti, occorre 

discretizzare, allo stesso modo visto in precedenza, ciascuna delle sei superfici del 

conduttore. Nella Fig.2.2(c) è mostrata la discretizzazione per le superfici nel piano yz e 

xz. 

Un po’ più laboriosa si presenta, invece, la discretizzazione del volume del conduttore. 

Infatti, in questo caso, le celle di corrente hanno la forma di parallelepipedi. Per 

determinare le dimensioni di queste celle occorre considerare tutte le sezioni del 

conduttore che si ottengono con dei piani paralleli agli assi cartesiani che tagliano il 

conduttore passando per i nodi scelti nella struttura. Nella Fig.2.2(b) sono mostrate due 

sezioni del conduttore ottenute con due piani, di cui il primo parallelo agli assi yz e il 

secondo parallelo agli assi xz, passanti per i nodi numerati in Fig.2.2(a). Su ciascuna di 

queste sezioni si effettua la discretizzazione così come abbiamo visto nel caso 

bidimensionale. In particolare, la discretizzazione delle due sezioni in esame permette di 

individuare ciascuna delle tre dimensioni per le celle di corrente dirette lungo z 

relativamente alle coppie di nodi 2 e 5, 5 e 8, 8 e 11. Nella figura 2.2(b) sono mostrate  
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

 
     Fig.2.3. (a) conduttore rettangolare; (b) celle di volume; (c) celle di superficie. 
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le dimensioni della cella tra i nodi 5 e 8 (∆x, ∆y e ∆z). 

 

2.2.3 Formulazione Numerica dell’Equazione Integrale 

Data la definizione delle funzioni impulsive nelle (2.15) e (2.16), le densità di carica e 

di corrente sono approssimate su ognuno dei K conduttori da: 
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 (2.17) 
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dove v,--tt nn rr ′= v,--tt mm rr ′= nr′  è il vettore posizione del centro della n-

ima cella di volume e r  il vettore posizione del centro della superficie equipotenziale 

associata alla m-ima cella di superficie. Inoltre  denota il numero di celle di volume 

per il conduttore k con direzione γ per la corrente e M

m′

γkN

k denota il numero di celle 

superficiali per il conduttore k. 

Sostituendo la (2.17) nella (2.13), e ponendo il punto di osservazione r  nella cella di 

corrente α del conduttore l si ottiene: 
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dove abbiamo indicato con γ la direzione della corrente nella cella. L’ultimo passo da 
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fare per giungere alla rappresentazione numerica dell’equazione integrale consiste nel 

pesare l’equazione risultante (2.19) secondo il metodo di Garlerkin, in base al quale si 

utilizzano come funzioni peso le stesse funzioni utilizzate per l’espansione della densità 

di carica e di corrente [6]. Per il caso di funzioni impulsive, questo processo è effettuato 

per una cella alla volta utilizzando un prodotto interno sul volume della cella, definito 

come segue: 

∫ ∫∫∫ ===
α αα l α vα v

dld f1dvf1dv g fg,f
a

a
aa

  (2.20) 

dove  vα  è il volume della cella m , aα  è la sezione trasversale della cella (nel piano 

ortogonale a γ), lα è la sua lunghezza (nella direzione γ), e f denota la funzione che è 

pesata. Questo processo conduce ad un sistema di equazioni della forma: 
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dove si è posto ( ) ( ) atItJ γγ =  avendo supposto uniforme la densità di corrente sulla 

sezione della cella e si è trasformato l’integrale di volume in un integrale di superficie    

nel terzo termine in quanto la carica  risiede solo sulla superficie del volume. 

Se si pone ( ) ( ) sd
- 

t,qγF
kS 

′
′
′′

= ∫ rr
r

, si può scrivere la seguente approssimazione: 
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Ciò mostra che le celle capacitive sono traslate rispetto alle celle di corrente della metà 
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della dimensione di una cella. Utilizzando l’approssimazione (2.22) e la (2.18), 

l’equazione (2.21) diventa: 
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dove il vettore  è associato al nodo all’estremità positiva della cella α, mentre r  è 

associato al nodo all’estremità negativa di tale cella. 

+r −

La (2.23) costituisce la desiderata forma dell’approssimazione discreta dell’equazione 

integrale del campo elettrico dalla quale può essere dedotto il circuito equivalente. 

 

2.2.4 Interpretazione dei Termini dell’Equazione Integrale 

È istruttivo discutere l’interpretazione fisica dei termini della (2.23) [5], [7]. Osservando 

che σγαlαl a  costituisce la resistenza Rγαl della cella di corrente α del conduttore l, il 

primo termine è semplicemente interpretato come la caduta di tensione resistiva lungo 

la cella. Chiaramente anche ognuno dei termini rimanenti esprime una caduta di 

tensione. 

La presenza della derivata temporale della corrente nel secondo termine indica che 

questo termine esprime la caduta di tensione induttiva lungo la cella. Il secondo termine 
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può essere riscritto come: 
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dove il coefficiente  
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è identificato come induttanza mutua parziale tra la cella di corrente m del conduttore l 

e la cella n del conduttore k in cui la corrente è diretta lungo la direzione γ. Così il 

secondo termine della (2.23) tiene conto che alla caduta di tensione induttiva lungo la 

cella α contribuiscono tutte le celle di corrente γ-dirette del sistema. La presenza di tn 

nell’argomento della derivata nella (2.24) indica che le interazioni mutue induttive sono 

ritardate in accordo col modello elettromagnetico rigoroso usato nel formalismo PEEC. 

Infine l’ultimo termine della (2.23) costituisce la caduta di tensione capacitiva lungo la 

cella α ed è espressa dalla differenza di potenziale dei due nodi all’estremità della cella 

m. A ciascuno di questi potenziali contribuiscono tutte le celle di carica con i propri 

ritardi. L’espressione del potenziale è la seguente: 
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dove Qmk=qmk Smk ed ri è il vettore posizione del nodo di carica all’estremità della cella 

di corrente. Integrando ambo i membri dell’Eq. (2.26) sulla superficie Si della cella di 

carica relativa al nodo i e tenendo conto che la superficie è equipotenziale (l’integrale al 

primo membro è ΦiSi, dove con Φi indichiamo il potenziale della superficie), si ottiene: 
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è denominato coefficiente di potenziale parziale. 

Quindi l’equazione (2.23) esprime in senso circuitale il fenomeno elettromagnetico 

associato alla legge di Faraday, dicendo che la somma di tutte le tensioni lungo la cella 

di corrente m del conduttore l è uguale a zero.  

L’equazione (2.23) è applicata ad ogni cella volumetrica di corrente diretta lungo una 

direzione γ (x, y, z) nella geometria dei conduttori discretizzati. Queste equazioni, 

insieme all’imposizione della legge di Kirchhoff al centro di ogni cella di carica,  

conducono alla descrizione circuitale PEEC di tutte le interazioni elettromagnetiche in 

un dato sistema di conduttori. 

 

2.2.5 Rappresentazione del Circuito in Assenza del Ritardo 

Nella Fig.2.3 è mostrato il circuito equivalente ad elementi parziali per un angolo del 

conduttore rettangolare mostrato nelle Fig.2.2 [5]. 

Nel circuito sono presenti le resistenze che tengono conto della caduta di tensione 

resistiva lungo ogni cella, mentre per tener conto del termine induttivo vi sono 

chiaramente delle induttanze che non sono altro che le induttanze parziali definite in 

precedenza. In particolare nel circuito sono mostrate le autoinduttanze parziali delle 

celle di corrente che sono ottenute dalla definizione di induttanza parziale mutua Lpij  
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Fig.2.3. Circuito equivalente in assenza del ritardo per un angolo del conduttore di Fig.2.2(a). 
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con indici uguali: i=j. Tali induttanze sono poste in serie alle resistenze nel circuito 

equivalente. Come già discusso nella sezione precedente, il secondo termine 

dell’equazione (2.23), che abbiamo indicato con vL, include anche gli accoppiamenti 

induttivi tra le celle di corrente nella direzione γ. Nel circuito PEEC mostrato in Fig.2.3 

non sono presenti gli elementi circuitali che specificano questi accoppiamenti, che, 

comunque, debbono essere presi in considerazione quando si scrivono le equazioni 

circuitali. Gli accoppiamenti tra elementi circuitali induttivi sono presi in 

considerazione attraverso le induttanze parziali mutue per ogni coppia di autoinduttanze 

parziali non ortogonali: la direzione della corrente nelle due autoinduttanze deve essere 

la stessa. Ad esempio, nel caso di due celle α e β non ortogonali la caduta di tensione 

induttiva sulla cella α risulta: 

( ) ( )
tt

v
∂

∂
+

∂
∂

=
tI

LptILp β
αβ

α
ααLα  (2.28) 

dove  denota la corrente attraverso la cella α mentre LpαI αβ rappresenta l’induttanza 

parziale mutua tra la cella α e la cella β dovuta alla corrente attraverso nella cella β.  

Vediamo, ora, come viene modellato circuitalmente il termine capacitivo, tenuto in 

conto nell’equazione (2.23). Questo termine rappresenta le differenze di potenziale 

dei nodi alle estremità delle celle, dove la relazione tra i potenziali e le 

cariche delle celle superficiali è data dalla (2.27a), la quale in assenza del ritardo può 

essere riscritta come 

 -V jiij ΦΦ=

( ) ( ) ( )tQpt
K

1k

M

1m
mkmkii

k

∑∑
= =

=Φ    (2.29) 
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dove i rappresenta il nodo all’estremità della cella α. La relazione precedente può essere 

scritta in forma matriciale. Siccome le cariche risiedono solo sulla superficie del 

conduttore i potenziali sono dovuti solo ai nodi esterni ai conduttori, per cui l’equazione 

matriciale può essere scritta nella forma: 

Q
p

p

Φ

Φ

i

s

i

s

















=
















------  (2.30) 

dove  e   corrispondono ai nodi interni, mentre Φ ,  e  si riferiscono alle 

celle superficiali. 

iΦ ip s sp Q

La seconda parte della (2.30) deve essere interpretata come un set di potenziali 

controllati dalla carica e, quindi, per i nodi all’interno dei conduttori il termine 

capacitivo è rappresentato con generatori di tensione controllati dalla carica (vedi 

Fig.2.3). L’espressione di questi generatori è data da: 

( ) ( ) ( ) ( )[∑∑
= =

−=
K

1k

M

1m
mkjmkimkij

k

pptQtv ]

]

 (2.31a)  

dove i e j rappresentano i nodi interni. Per questi nodi può essere ottenuta una relazione 

differenziale utilizzando la (2.31a): 

( ) ( ) ( ) ( )[∑∑
= =

−=
K

1k

M

1m
mkjmkimkij

k

pptItv&  (2.31b) 

dove Imk è la corrente al nodo capacitivo. 

La prima parte della (2.30) può essere interpretata in termini di coefficienti di capacità. 

Infatti, la prima parte della (2.30) può essere riscritta come: 
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pQΦs =  (2.32) 

da cui si ottiene: 

scΦQ =  (2.33)                              

dove  c=p-1 è la matrice dei coefficienti di capacità. Per semplificare la trattazione, 

consideriamo un solo conduttore con n celle superficiali [11]. Allora la (2.32) può 

essere riscritta come il sistema di equazioni: 

j

n

1j
iji Qp∑

=

=Φ  ;          i=1,…, n (2.34) 

dove i termini  sono gli elementi della matrice p. Nelle equazioni di sopra si è 

omesso l’apice s per semplificare la nomenclatura. Il sistema di equazioni precedente 

può essere riscritta nel modo seguente: 

ijp

∑
=

Φ=
n

1j
jiji cQ ;           i=1,…, n                                                                           (2.35) 

dove i termini cij sono gli elementi della matrice c.  

I termini cij, anche se hanno la dimensione di capacità, non corrispondono alle usuali 

capacità dei circuiti. Perciò è più conveniente riscrivere la (2.35) in termini di differenze 

di potenziale [12]: 

jiijV Φ−Φ=  ,                    i≠j (2.36)    

e 

iiiV Φ=    ,                           i=1,…, n (2.37) 

ottenendo: 
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ij

n

1j
iji VCQ ∑

=

=         per    i=1,…,n (2.38) 

Le Cij sono denominate capacità dirette e sono relazionate alle cij come segue: 

∑
=

=
n

1
ijii cC

j

 (2.39) 

ijij cC −=  (2.40) 

La matrice n x n costituita dagli elementi Cij è la desiderata matrice di capacità. I 

termini non diagonali rappresentano le capacità tra due nodi, mentre i termini diagonali 

rappresentano le capacità tra il nodo i e massa. Nel circuito di Fig.2.3 sono presenti le 

capacità tra due nodi superficiali, mentre non sono presenti le capacità tra i nodi 

superficiali e la massa. Questa configurazione circuitale per le capacità corrisponde alla 

cosiddetta “forma a coppia di nodi” che si ottiene mediante una trasformazione 

triangolo-stella generalizzata che trasforma tutte le capacità con un nodo a massa in 

capacità che sono poste in parallelo alle quelle tra due nodi [14]. In questo modo gli 

elementi diagonali della matrice di capacità vengono eliminati, mentre i termini non 

diagonali diventano: 

k

jjii
ijij C

CC
CC +=′  (2.41) 

dove 

∑
=

=
n

1j
jjk CC  (2.42) 

In definitiva i valori delle capacità parziali presenti nel circuito di Fig.2.3 si ottengono 
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dalla (2.41). 

 

2.2.6 Rappresentazione del Circuito con il Ritardo 

Nella sezione precedente abbiamo visto come è possibile rappresentare circuitalmente il 

modello nel caso in cui il ritardo potesse essere trascurato. Vediamo, ora, la 

rappresentazione circuitale prendendo in considerazione anche i ritardi. Analizzando la 

(2.23) si vede che il ritardo compare nel termine induttivo e in quello capacitivo. Per 

quanto riguarda il ritardo nel termine induttivo, abbiamo che questo non crea problemi 

per la rappresentazione circuitale perché si può sempre rappresentare questo termine 

con un’induttanza corrispondente all’autoinduttanza parziale della cella. Infatti, il 

ritardo è presente negli accoppiamenti induttivi, per cui bisogna tenerne conto quando si 

scrive la caduta di tensione induttiva lungo la cella. Quindi nel caso di due celle α e β 

non ortogonali la caduta di tensione induttiva sulla cella α risulta: 

( ) ( )
tt

v
∂

−∂
+

∂
∂

= αββ
αβ

α
ααLα

tI
LptILp

τ
 (2.43) 

dove  denota la corrente attraverso la cella α mentre LpαI αβ rappresenta l’induttanza 

parziale mutua tra la cella α e la cella β dovuta alla corrente attraverso nella cella β e 

αβτ  è il ritardo di propagazione tra i centri delle due celle. 

Per quanto riguarda il termine capacitivo, possiamo giungere alla stessa equazione 

matriciale (2.30) dove per la seconda parte dell’equazione possiamo, fare le stesse 

considerazioni e quindi possiamo modellare il termine capacitivo con un generatore di 

tensione controllato dalla carica posto tra i due nodi interni. L’unica differenza è che, 
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ora, bisogna tener conto del ritardo nella dipendenza dal tempo della carica: 

( ) ( ) ( ) ( )[∑∑
= =

−=
K

1k

M

1m
mkjmkimmkij

k

pptQtV ] (2.44) 

dove v,- -tt mm rr ′=  con rm′  il vettore posizione del centro della superficie 

equipotenziale associata alla m-ima cella di superficie ed r è il vettore posizione del 

punto di osservazione nella cella di corrente interna al conduttore alle cui estremità vi 

sono i nodi i e j. Vediamo, ora, come è possibile rappresentare il termine capacitivo per 

i nodi superficiali [17], [18]. Consideriamo un singolo conduttore e supponiamo di 

dividere la sua superficie in n celle. Possiamo scrivere: 

 

                                 
                             

                                            Fig.2.5: Conduttore piatto 

             
                        (a)                                                                        (b) 
 
Fig.2.5. Modello PEEC del conduttore piatto:(a) circuito equivalente senza il ritardo; (b) circuito 
                 equivalente con ritardo utilizzando generatori di tensione controllati. Nel modello si supposto 
                 che la resistenza fosse trascurabile rispetto all’induttanza. 
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( ) (∑
=

′=Φ
n

1j
ijjiji tQpt ) (2.45) 

dove  e QiΦ i costituiscono il potenziale e la carica con riferimento alla i-ima cella e: 

v
ij

ij
R

-tt =′  (2.46) 

dove Rij  è la distanza fra i centri delle due celle. Se  tij=t  (assenza di ritardo), 

l’equazione di sopra si riconduce alla (2.34) e, quindi, può essere invertita nell’ormai 

nota equazione di capacità. Con il ritardo non possiamo invertire l’equazione e quindi il  

modello di capacità tra i nodi superficiali va non più bene. Allora, il problema che ci 

poniamo è come modellare l’effetto capacitivo per le celle tra due nodi di carica 

trovando una formulazione circuitale che utilizza solo coefficienti di potenziale. 

Siccome il modello circuitale rimane inalterato per le celle di corrente tra due nodi 

interni al conduttore, focalizziamo la nostra trattazione sulla geometria di un conduttore 

piatto in cui i nodi sono solo superficiali. Nella Fig.2.4 è mostrata una striscia di 

conduttore per la quale sono stati scelti tre nodi per la discretizzazione della geometria 

che risulta in due celle induttive e tre capacitive. I due rettangoli solidi sono le celle 

induttive, mentre le linee tratteggiate delimitano le celle capacitive. Si noti come alle 

estremità del conduttore corrispondano delle celle capacitive la cui dimensione è la 

metà di quelle induttive. Queste celle sono denominate half cells.  Nella Fig.2.5(a) è 

mostrato il circuito equivalente che si ottiene trascurando i ritardi, mentre la Fig.2.5(b) è 

mostrato come si modifica il circuito quando i ritardi non sono trascurabili. Vediamo 

come si perviene a questo modello. In pratica, abbiamo, comunque, bisogno di una 
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capacità riferita a massa per ogni nodo, in quanto i programmi di simulazione circuitale 

possono “immagazzinare” solo la carica sulle capacità. Allora, si scelgono n 

psuedocapacità 
ii

i p
1c =′ . Questa scelta comporta una semplificazione delle sorgenti di 

tensione che introduciamo di seguito. Se si suppone che sulla capacità ci′  sia 

immagazzinata tutta la carica Qi, possiamo esprimere il potenziale al nodo i: 

( ) ( )tQpt iiii =Φ′  (2.47) 

L’apice indica che questo non è il potenziale corretto, come è evidente dal confronto 

con la (2.45). Per fare in modo di ottenere il potenziale iΦ , aggiungiamo una sorgente 

di tensione correttiva Ui(t). Comparando l’equazione (2.45) con la (2.47), si ottiene: 

( ) ( ) (∑ ∑
≠ ≠

′Φ′=′=
ij ij

ijj
jj

ij
ijjiji t

p
p

tQptU ) (2.48) 

Occorre giustificare che la formulazione descritta conduce alla carica Qi (t) corretta 

sulla pseudocapacità c . Ciò può essere dimostrato come segue: assumiamo che 

all’istante t=0 tutte le cariche sono corrette. Allora anche tutti i potenziali sono corretti. 

Vista dal resto del circuito, la nuova formulazione circuitale del termine capacitivo è, 

quindi, identica a quella precedente all’istante t=0. Se ne deduce che la corrente al nodo 

i deve essere identica in entrambe le formulazioni circuitali e, quindi, la carica su c

i′

i′  

deve variare di conseguenza. Quindi carica e potenziale rimangono corrette ad ogni 

istante. Abbiamo così espresso il circuito in termini di potenziale e non c’è più bisogno 

di calcolare la matrice di capacità. 

Un secondo modello equivalente per circuiti PEEC con ritardo (spesso denotati rPEEC) 
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      Fig.2.6. Circuito equivalente con ritardo utilizzando generatori di corrente controllati 

 

è ottenuto utilizzando sorgenti di corrente controllate anzichè quelle di tensione (vedi 

Fig.2.6) [8]. Questo modello è molto più efficiente per la soluzione del circuito nel 

dominio del tempo mediante analisi nodale modificata (MNA) in quanto riduce il 

numero di incognite. 

Le sorgenti di corrente sono derivate dall’equazione dei potenziali (2.45) sfruttando la 

relazione che lega la corrente alla carica: 
dt
dQ

=i . La corrente capacitiva totale per la 

cella  i-ima è allora data da: 

( ) (∑
≠

′−
∂
Φ∂

=
n

ij
ijcj

ii

iji

ii
ci t

p
p

p
1t i

t
i ) (2.49) 

dove la corrente attraverso la pseudocapacità e la sorgente di corrente controllata 

dalle correnti capacitive totali degli altri nodi sono rispettivamente espresse da: 

iip

( )
t

i
∂
Φ∂

= i

ii
pi p

1t  (2.50a) 

        72 
 
 



( ) (∑
≠

′=
n

ij
ijcj

ii

ij
i tI

p
p

tI ) (2.50b) 

 

2.3 Modello PEEC per Strutture 3D con Campo Incidente 

In questo paragrafo estendiamo la formulazione PEEC a strutture di interconnessione 

investite da un campo elettrico ( )t,i rE  [19]. La trattazione che segue ripercorre gli 

stessi passi del paragrafo precedente, per cui ci limiteremo a mostrare i risultati 

essenziali. 

 

2.3.1 Formulazione dell’Equazione Integrale 

Consideriamo un sistema di K conduttori di conducibilità σ, posti in un mezzo 

omogeneo con permittività elettrica ε e permeabilità magnetica µ. La somma di tutte le 

sorgenti di campo elettrico in un punto di un conduttore è E(r, t) = − ∂A/∂t  − ∇Φ + 

Ei(r, t). Questa equazione rappresenta la generalizzazione della (2.6) che si ottiene 

sommando il vettore campo incidente al secondo membro. Portando a primo membro il 

termine Ei(r, t) e utilizzando la relazione EJ σ=  si ricava 

( ) ( ) ( ) ( t,t,t,t,i rrArJrE Φ∇+
∂

∂
+=

tσ
)  (2.51) 

Sostituendo nella (2.51) le espressioni del potenziale vettore e quello scalare dati, 

rispettivamente, dalle (2.10) e (2.11), ricaviamo l’equazione integrale del campo 

elettrico in un punto all’interno di uno dei conduttori: 
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( ) ( ) ( ) ( t,vd
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t,q
4

1vd
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t,
4

t, i

 v

K

1k

K

1k  v kk

rE
rr

r
rr

rJrJ
=








′

′
′′

∇+′
′
′′

∂
∂

+ ∫∑∑ ∫
==

πεπ
µ

σ t
) (2.52) 

 

2.3.2 Formulazione Numerica dell’Equazione Integrale 

Discretizzando la geometria dei conduttori come abbiamo visto nella Sez.2.2 del 

paragrafo precedente, possiamo approssimare le densità di carica e di corrente su 

ognuno dei due conduttori mediante le (2.17) e (2.18). Utilizzando l’equazione (2.17) e 

supponendo che il punto r sia all’interno della cella m del conduttore l, la (2.52) 

diventa: 

( ) ( )∑∑ ∫
= =









′

′∂
∂

+
K

1k

γkN

1n  v

nγnkγnkγαl

k

vd
- 

tJP
4

tJ
rrπ

µ
σ t

 

 

         
( ) ( )t,Evd

- 
t,q

4
1

γ
i
γ

 v

K

1k k

r
rr

r
=








′

′
′′

∂
∂

+ ∫∑
=

πε
 (2.53)      

dove γ è la direzione (x, y, o z) della corrente nella cella α e ( )t,Ei
γ r  è la componente 

di  nella direzione γ. ( t,i rE )

Utilizzando il prodotto interno definito dalla (2.20) e ripetendo gli stessi passi della 

sezione 2.2.3 si giunge alla formulazione numerica dell’equazione integrale: 

( ) ( )
αl

 v  v

nγnk
K

1k

kN

1n γnkγαlγαl

αγαl dvvd
- 

tI11
4

l tI

αl nk

′
′

+ ∫ ∫∑∑ ∂
∂

= =
rr

t
γ

aaa π
µ

σ
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mk

sd
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1
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              ( ) αγαl
 l 

i
γ

γαlS 
mmk dldt,E1sd

- 
1

4
1tq

γαl αmk

a
a a∫ ∫∫ =







′

′
−

−
r

rrπε
 (2.54) 

La (2.54) è, quindi, identica alla (2.23) dove, però, il secondo membro non è più nullo 

ma bensì uguale a: 

( ) αγαl
 l 

i
γ

γαl
dldt,E1

γαl α

a
a a∫ ∫ r  (2.55)  

La (2.55) rappresenta l’espressione di base per modellare l’effetto del campo incidente 

nei circuiti PEEC. 

 

2.3.3 Modello Circuitale Equivalente 

L’equazione (2.54) permette di ricavare il modello circuitale ad elementi parziali per 

una singola cella di conduttore e, quindi, a partire da questa, il modello circuitale del 

sistema di conduttori del problema in esame, in cui si tiene conto anche degli effetti del 

campo incidente. Facciamo riferimento alla striscia di metallo di Fig.2.4, il cui modello 

circuitale in assenza di campo incidente è, come abbiamo visto nella sezione 2.2.6, 

quello di Fig.2.6, dove si è supposto che la resistenza delle celle induttive fosse 

trascurabile. La Fig.2.7 mostra il modello PEEC per lo stesso conduttore nel caso vi sia 

un campo incidente. L’effetto del campo incidente è modellato inserendo nel circuito, in 

serie agli induttori, delle sorgenti di tensione per ogni cella. In generale, la sorgente di 

tensione indotta nella cella m è espressa dalla (2.55). Questa può essere riscritta in 
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        Fig.2.7. Circuito equivalente del conduttore piatto in presenza del campo incidente 

                 

forma più generale tenendo conto anche del ritardo: 

( ) ( )∫ ∫ ′=′
γαl α l 

αγαlα
i
γ

γαl
αPα dldt,E1tV

a
a

a
r  (2.56) 

dove è l’istante di incidenza del campo alla cella α ed è espresso come: αt′

c
- 

-ttα
rr ′

=′                                                                                                      (2.57) 

Come si evince dalla Fig.2.7, le sorgenti di tensione sono  per la cella 1 e  per 

la cella 2. Nel  nostro esempio la sorgente di tensione  è ritardata rispetto alla  

di 

P1V P2V

P2V P1V

c
12R

, dove  è la distanza tra i centri delle due celle. 12R

 
2.4 Modello PEEC per Strutture 3D di Dielettrico-Conduttore  

Il problema di interconnessione che consideriamo in questo paragrafo presenta delle 

regioni dielettriche di dimensione finita oltre ai conduttori o fili. L’idea alla base della 

formulazione del problema è quella di modellare la corrente di spostamento dovuta alle 
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cariche legate, per i dielettrici con 1r >ε , separatamente dalla corrente di conduzione 

dovuta alle cariche libere [9]. Conseguentemente, l’equazione di Maxwell relativa alla 

divergenza del campo elettrico è scritta come: 

0

BF qq
ε
+

=⋅∇ E  (2.58) 

dove  è la carica libera, e q  è la carica legata dovuta alle regioni dielettriche. I 

dielettrici sono presi in considerazione in termini di densità di corrente di polarizzazione 

associate alla loro presenza. Questo è ottenuto aggiungendo e sottraendo 

Fq B

( )t∂∂E0ε  

nell’equazione di Maxwell per H : 

( )
tt ∂

∂
+

∂
∂

−+=×∇
EEJH 0r0

c 1 εεε  (2.59) 

La corrente equivalente nella (2.59) viene scritta come una corrente totale: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( t,t,1t,t, dc
r0

c rJrJErJrJ +=
∂
∂

−+=
t

εε )  (2.60) 

dove  è la densità di corrente di polarizzazione equivalente dovuta al dielettrico. Può 

essere facilmente provato che le (2.59) e (2.60) si riducono al caso standard per 

dJ

.1r =ε  

Partendo dalle equazioni di Maxwell e introducendo i potenziali vettore e scalare, si 

ottiene che la somma di tutte le sorgenti di campo elettrico in un punto all’interno di un 

conduttore di conducibilità σ è espressa come: 

( ) ( ) ( ) ( t,t,t,t,
c

0 rrArJrE Φ∇+
∂

∂
+=

tσ
) (2.61) 

dove  è un campo elettrico applicato, che nel nostro problema supponiamo nullo,  0E A
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e  come già più volte detto rappresentano il potenziale vettore e quello scalare, e J  è 

la densità di corrente nel conduttore. 

Φ c

,rA

=′

,Φ r

,r

 

2.4.1 Formulazione dell’Equazione Integrale 

Nel caso di un singolo conduttore il potenziale vettore  è semplicemente dato da: A

( ) ( ) vd
- 

t,
4

t
v 

′
′
′′

= ∫ ′ rr
rJ

π
µ

 (2.62) 

dove è il volume del materiale nel quale fluisce la densità di corrente e il tempo di 

ritardo è tenuto in conto da: 

v′

c
rr ′- 

-tt  (2.63) 

dove crr ′-  è semplicemente il tempo di ritardo dovuto al tempo di propagazione 

dell’onda elettromagnetica nello spazio libero tra i punti  e rr ′ . 

Analogamente il potenziale scalare è: 

( ) ( ) vd
- 

t,q
4

1t
v 0

′
′
′′

= ∫ ′ rr
r

πε
 (2.64) 

dove . Usando l’equazione di sopra, possiamo formulare un’equazione 

integrale per il campo elettrico in un punto r  che è localizzato nel conduttore o nella 

regione dielettrica [9]. Partendo dalla (2.61) con il campo elettrico esterno posto a zero, 

e sostituendo ad  e Φ  le (2.62) e (2.64) rispettivamente, si ricava per un punto r  nel 

conduttore: 

BF qqq +=

A

( ) ( ) ( ) vdt,
- 
1

4
vdt,

- 
1

4
t d

v 

c

v 
′

∂
′′∂

′
+′

∂
′′∂

′
+ ∫∫ ′′ tt

rJ
rr

rJ
rr

J
π
µ

π
µ

σ
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( ) 0vd

- 
t',q

4
 

v 0
=′

′
∇

+ ∫ ′ rr
r

πε
 (2.65) 

L’altro caso che abbiamo la necessità di considerare è la situazione quando il punto  è 

in una regione dielettrica con 

r

1r >ε : 

( ) ( ) ( ) vdt,
- 
1

4
vdt,

- 
1

4
t,

d

v 

c

v 
′

∂
′′∂

′
+′

∂
′′∂

′
+ ∫∫ ′′ tt

rJ
rr

rJ
rr

rE
π
µ

π
µ

 

           
( ) 0vd

- 
t,q

4 v0
=′

′
′′∇

+ ∫ ′ rr
r

πε
 (2.66) 

Osserviamo che la forma dell’equazione integrale è la stessa con l’eccezione del campo 

elettrico locale, che è dato dal materiale nel quale il punto  risiede. r

Dalla definizione di densità di corrente di polarizzazione per il dielettrico è possibile 

scrivere un’equazione per i dielettrici simile alla legge di Ohm: 

( ) ( ) ( ) ττ
εε

d,
1

1t,
 t

d

r0
∫ ∞−−

= rJrE  (2.67) 

che possiamo sostituire nella (2.66). Dalle equazioni integrali (2.65) e (2.66) è possibile 

ottenere tre equazioni accoppiate se rappresentiamo le quantità vettoriali in termini di 

coordinate Cartesiane. Nel nostro caso le quantità vettoriali sono J  e ẑJŷJx̂J zyx ++=

ẑEx̂Ex̂E zyx ++=E . Le tre equazioni che si ottengono sono identiche nella forma 

con l’eccezione della direzione spaziale x, y, z . Noi considereremo il caso in cui le 

celle di volume in cui discretizziamo la struttura sono dirette in un’unica direzione, ad 

esempio y. Inoltre, per comprendere meglio la formulazione del modello PEEC per 

strutture dielettrico-conduttore, poniamoci nel caso in cui il punto r  è localizzato 

all’interno del dielettrico: 
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( ) ( ) ( )
vd

t,J
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1

4
d,J
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y

v 

 t
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y
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′
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′′∂
′
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d
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( ) 0vd

- 
t,q

y4
1

 v'0
=′

′
′′

∂
∂

+ ∫ rr
r

πε
 (2.68) 

 

2.4.2 Discretizzazione della Geometria 

Supponendo di dividere il dielettrico e il conduttore rispettivamente in nd e n celle di 

corrente, le densità di corrente nel dielettrico e nel conduttore sono approssimate da: 

( ) ( )j
c
yj

n

1j
j

c
y tJPt,J ′=′ ∑

=

r           J  (2.69) ( ) (∑
=

′=′
dn

1k
k

d
ykk

d
y tJPt,r )

dove ,
- 

-tt i
i c

rr ′
=′

( )t,q r

 r  è il vettore posizione del centro della cella i e  è la funzione 

impulsiva che è uguale a 1 solo nella i-ima cella e 0 altrove. Facendo l’ipotesi che i 

conduttori abbiano conducibilità elevata e che i dielettrici siano omogenei, si può 

ritenere con buona approssimazione che la carica risiede solo sulle superfici esterne, e, 

quindi,  è una densità di carica superficiale piuttosto che volumetrica. 

Supponendo m e m

i′ iP

d il numero di celle in cui è stata divisa la superficie del conduttore e 

del dielettrico, rispettivamente, possiamo scrivere la seguente approssimazione per la 

densità di carica:  
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( ) ( ) ( )k
B
k

m

1k
kj

F
j

m

1j
j tqptqpt,q

d

′+′=′ ∑∑
==

r  (2.70) 

in cui  sulla cella superficiale i e 0 altrove; 1pi = cjj - -tt rr ′=′  con  vettore 

posizione del centro della cella superficiale j.  

jr′

 

2.4.3 Formulazione Numerica dell’Equazione Integrale 

Sostituendo nel secondo e terzo termine della (2.68) le espressioni approssimate delle 

densità di corrente date dalla (2.69) si ottiene: 

( ) ( ) ( )∑ ∫∫
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′

′

′
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−
∂
∂n

1j  v

j
c
yj
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1
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 v'0
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′′

∂
∂

+ ∫ rr
r

πε
 (2.71) 

dove  e  sono l’area e il volume della  j-ima cella di conduttore; a  e  sono 

l’area e il volume della k-ima cella di dielettrico. Deriviamo, ora, l’equazione circuitale 

per una cella di dielettrico, γ, con nodi capacitivi alle sue estremità  k ed  l [10]. Per fare 

ciò integriamo la (2.71) sul volume  della cella dielettrica e dividiamo per la sezione 

trasversale della cella  (nel piano x-z): 

ja jv k kv

γv

γa

( ) ( ) ( )
tt ∂

′∂
+

∂

′∂
+ ∑∑∫

==
∞−

+
k

d
yk

n

1k
γk

ddj
c
yj

n

1j
γj

cd t
d
yγ

γ

tI
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 Lpd,I

C
1 d
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                                                                  0=Φ−Φ+ kl  (2.72) 

dove si è posto ( )
γ

γ
r0γ l

1C
a

−=+ εε   e gli ultimi due termini della (2.72) sono i 

potenziali  ai nodi capacitivi espressi da: 

( ) ( )dv'
- 
t,q

4
1t

v i0
i ∫ ′ ′

′
=Φ

rr
r

πε
 (2.73) 

dove  è il vettore posizione del nodo i. Inoltre nella (2.72) si è sfruttata 

l’approssimazione: 

ir

( ) ( ) ( ) ( ) (ttt,t,dvt,
y γ

 v γ
klkl Φ−Φ=Φ−Φ≈Φ

∂
∂∫ rrr )  (2.74) 

Sostituendo la (2.70) nella (2.73): 

( ) ( ) ( ) sd
- 
1tq

4
1sd

- 
1tq

4
1t

k

d

j S i
ik

B
k

m

1k 0S i
ij

F
j

m

1j 0
i ′

′
′+′

′
′=Φ ∫∑∫∑

==
rrrr πεπε

 (2.75) 

dove ;- -tt jiij crr ′=′  .- -tt kiik crr=′  Integrando ambo i membri della (2.75) 

sulla superficie Si della cella di carica relativa al nodo i si ottiene: 

( ) ( ) ( ik
d
k

m

1k

dd
ikij

c
j

m

1j

cd
iji tQptQpt

d

′+′=Φ ∑∑
==

)  (2.76) 

Nella (2.76) si è posto ( ) ( )tqStQ iii =  e 

dssd
- 
1

S
1

S
1

4
1p    ds;sd

- 
1

S
1

S
1

4
1p

kj S ki0

dd
ik

S ji0

cd
ij ′

′
=′

′
= ∫∫ rrrr πεπε

 (2.77) 

dove  sono i coefficienti di potenziale tra le m celle di conduttore e le mcd
ijp d celle di 
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dielettrico. Poiché la (2.76) non contiene termini con εr, le celle superficiali di 

dielettrico sono trattate in modo simile a quelle di conduttore per il calcolo dei 

coefficienti di potenziale. 

 

2.4.4 Modello Circuitale Equivalente 

Il modello circuitale di una struttura dielettrico-conduttore lo si ottiene a partire dal 

circuito equivalente per una singola cella di dielettrico o di conduttore. Per la cella di 

dielettrico il modello circuitale lo si ottiene dall’analisi dei termini della (2.72) [9], [10]. 

In particolare,  è denominata capacità d’eccesso. Essa è semplicemente la capacità 

di un condensatore con armature piane e parallele che nel nostro caso sono costituite  

dalle due superfici alle estremità della cella di volume  nella direzione del flusso di 

corrente. è una induttanza mutua parziale tra la cella di dielettrico γ e quella di 

conduttore j: 

+
γC

 

γv

Lpγj
cd

γ
 v  vjγ

γj

cd
dvvd

- 
11

4
 Lp

γ j

′
′

= ∫ ∫ rraaπ
µ

 (2.78) 

e analogamente è l’induttanza mutua parziale tra la cella di dielettrico γ e quella k.   Lpγk
dd

L’integrale nel primo termine della (2.72) è la carica sulla capacità caricata dalla 

corrente . Il secondo e terzo termine rappresentano la caduta di tensione induttiva 

lungo la cella γ. Quindi la (2.72) può essere riscritta come: 

+
γC

d
yγI

( ) ( ) LCtt vvlk +=Φ−Φ  (2.79) 
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la quale ci dice che la caduta di tensione attraverso la cella γ, con potenziale ( )tkΦ  e 

 applicati ai nodi alle estremità della cella, è data dalla somma di una caduta di 

tensione induttiva e una capacitiva. Il circuito equivalente per il dielettrico è 

rappresentato da una capacità C  in serie con l’autoinduttanza parziale 

contenuta nel terzo termine della (2.72). Gli accoppiamenti induttivi si ottengono 

attraverso le induttanze mutue parziali come è evidente dal secondo e terzo termine (per 

) della (2.72). Siccome il dielettrico appare solo nella capacità d’eccesso, abbiamo 

diviso l’accoppiamento capacitivo in due parti, una parte non locale nello spazio libero 

e una parte locale con 

( )tlΦ

 Lpγγ

γk ≠

+
γ

.1r −ε  I due nodi capacitivi sono accoppiati a tutti gli altri nodi 

capacitivi, sia che essi siano sulla superficie del conduttore o che siano sulla superficie 

 

 
Fig.2.8. Modello rPEEC di una cella dielettrica tra due nodi superficiali. Il dielettrico è rappresentato da 
una capacità in serie con un 'induttanza. 
 

        84 
 
 



del dielettrico. Come abbiamo già visto nella sezione 2.2.6, gli accoppiamenti capacitivi 

sono tenuti in considerazione con pseudocapacità e sorgenti di corrente che nel nostro 

caso sono derivate dalle equazioni dei potenziali capacitivi espressi dalla (2.76) 

sfruttando la relazione 
dt
dQ

=i . Il circuito finale per una cella dielettrica tra due nodi 

superficiali è dato dalla Fig.2.8. Esso è costituito dalla capacità d’eccesso posta in serie 

con un induttanza, che è accoppiata a tutte le altre induttanze parallele delle altre celle, e 

dalle capacità tra ciascun nodo e la massa, con in parallelo i generatori di tensione 

controllati che portano in conto gli accoppiamenti capacitivi. 

La trattazione esposta nel corso del paragrafo per determinare il modello circuitale per 

una cella di dielettrico, può essere ripetuta nel caso di una cella di conduttore, ad 

esempio α. In questo caso si parte dall’equazione integrale (2.65), la si discretezza come 

 

                                       

                                     
                  Fig.2.9. Modello PEEC per la cella di conduttore α 
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abbiamo fatto prima, considerando la partizione della struttura in celle di volume e di 

superficie usata in precedenza, poi la si integra sul volume della cella α e si divide per 

la sezione di tale cella. Il modello circuitale che si ottiene è lo stesso di quello in 

assenza di dielettrici, con l’unico accorgimento che negli accoppiamenti capacitivi e 

induttivi con le altre celle bisogna prendere in considerazione anche i contributi dovuti 

alle celle dielettriche (vedi Fig.2.9).  

 

2.5 Riduzione del Modello PEEC 

La simulazione di un problema elettromagnetico caratterizzato da geometrie estese è un 

aspetto fondamentale per l’analisi delle strutture di interconnessione e del packaging 

elettronico. Tuttavia, una simulazione accurata di queste strutture richiede un modello 

circuitale equivalente molto complesso, il quale presenta un numero molto elevato di 

elementi circuitali. Quindi, quando implementiamo un modello di questo tipo in un 

simulatore circuitale aumentiamo notevolmente i tempi di calcolo e l’occupazione di 

memoria diventa eccessiva. Questo ha spinto nella ricerca di un approccio che 

permettesse di ridurre i tempi di calcolo e l’occupazione di memoria e che, 

contemporaneamente, permettesse di simulare correttamente il problema reale. 

L’approccio che ci apprestiamo a studiare in questo paragrafo consiste nella riduzione 

del modello PEEC rigoroso ottenendo da questo dei modelli aventi dimensioni e 

complessità ridotte [4], [8], [20]. Questi modelli ridotti sono ottenuti eliminando gli 

elementi meno importanti dal modello rigoroso in base alle specifiche del problema in 

esame. Per indicare il modello rigoroso usiamo la notazione (Lp, P, R, τ)PEEC, con la 

quale indichiamo che nel modello sono presenti, rispettivamente, le induttanze parziali, 
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i coefficienti di potenziale, le resistenze, e che, inoltre, sono presenti i ritardi. La 

Fig.2.10 mostra un esempio di come la riduzione del modello può essere effettuata in 

maniera sistematica attraverso la semplificazione del modello (Lp, P, R, τ)PEEC di 

partenza. Come mostrato, differenti approssimazioni possono essere usate per eliminare 

gli elementi circuitali dal modello PEEC, le quali dipendono dalle applicazioni 

specifiche e dall’obiettivo della simulazione. Il modello ridotto che risulta mantiene la 

stessa topologia di base con un minor numero di elementi circuitali. Un criterio 

ingegneristico viene utilizzato per decidere quale tipo di elemento può essere scartato. 

Una riduzione del modello molto comune la si ottiene prendendo in considerazione i 

tempi caratteristici ai quali la risposta è soggetta, o, equivalentemente, la dimensione 

elettrica della struttura sotto studio. Per esempio, se il tempo caratteristico 

dell’eccitazione (il tempo di salita di una eccitazione pulsata, il periodo di una 

eccitazione armonica, ecc.) è tale che le lunghezze d’onda utili sono molto maggiori 

rispetto all’estensione spaziale del sistema, gli effetti del ritardo hanno una importanza 

minore. Inoltre, questa riduzione di complessità del modello può anche essere effettuata 

in modo selettivo su quelle parti della struttura dove i vincoli sulle dimensioni elettriche 

menzionati prima sono validi. Questo attributo della formulazione PEEC è 

estremamente utile quando la complessità della struttura è tale che il numero di gradi di 

libertà usati nell’approssimazione numerica della formulazione è molto maggiore di 

quello richiesto per l’accuratezza del risultato. Chiaramente questo è il caso del 

packaging elettronico. Questi sistemi sono casi rappresentativi di strutture a scala 

multipla, nel senso che essi esibiscono una larga variabilità nella dimensione elettrica 

dei loro vari componenti e sottosistemi. Quindi, un modello PEEC che include il ritardo  
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                                  Fig.2.10. Esempio di riduzione del modello 

 

potrebbe non essere necessario per quelle parti della struttura EIP che sono 

elettricamente piccole [6]. Si è visto che al livello del chip e del suo package che, alle 

velocità di commutazione di interesse per i microprocessori, un’analisi accurata dei 

ritardi indotti dalle interconnessioni, del crosstalk, delle riflessioni e del rumore di 

commutazione simultaneo può essere ottenuta utilizzando modelli PEEC senza ritardo. 

Un esempio specifico in cui il ritardo elettromagnetico può essere trascurato lo si ottiene 

quando si è interessati a modellare circuitalmente il package del singolo chip per 

applicazioni digitali ad elevata velocità. Per fissare le idee, consideriamo il caso in cui si 

debba sviluppare un modello elettrico per il package del chip in modo da poterlo 

utilizzare in un simulatore circuitale per effettuare l’analisi del rumore di commutazione 

simultaneo. Assumendo una velocità di commutazione di 0.5 ns, la larghezza di banda 

di frequenze stimata in cui la simulazione mantiene una buona accuratezza è di circa 2 

GHz. In un mezzo isolante con costante dielettrica relativa uguale a 4, la minima 
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lunghezza d’onda di interesse è 7.5 cm. Per il pacchetto del chip, le lunghezze delle 

interconnessioni sono tipicamente minori di 2 cm, e quindi ci si aspetta che gli effetti 

del ritardo elettromagnetico abbiano un impatto trascurabile sulla risposta 

elettromagnetica nella banda di 2GHz di interesse. Di conseguenza, è sufficiente un 

modello (Lp, P, R)PEEC. 

Osserviamo che nel caso di modelli PEEC non ritardati l’effetto capacitivo può essere 

tenuto in conto mediante i coefficienti di potenziale, ma, come abbiamo visto nella 

Sezione 2.2.5, mediante una inversione matriciale possiamo convertire i coefficienti di 

potenziale P nella matrice di capacità C e il modello lo denotiamo (Lp, C, R)PEEC. 

Nell’esempio menzionato sopra, si è assunto che l’enfasi della simulazione è sulla 

predizione della degradazione del segnale dovuta al rumore di commutazione 

simultaneo. Se, in aggiunta, è d’interesse la predizione della radiazione elettromagnetica 

dalle interconnessioni e dalla struttura del package, allora il modello precedente diventa 

inadeguato, e gli effetti del ritardo devono essere portati in conto. Inoltre, se è possibile 

identificare le sorgenti dominanti di radiazione, il ritardo può essere incorporato 

selettivamente e in modo limitato dove è appropriato. Per esempio, per le 

interconnessioni selezionate sul circuito stampato, che esibiscono delle disuniformità 

dovute a discontinuità o a vincoli del layout, possono essere modellati usando un 

modello PEEC completo, mentre le rimanenti interconnessioni ben bilanciate possono 

essere modellate usando un modello PEEC quasi statico [6].  

Finora abbiamo visto quando è possibile trascurare il ritardo, ma è chiaro che questa 

non è l’unica riduzione possibile del modello. Per esempio, il fatto che nel modellare il 

package del chip abbiamo considerato come obiettivo primario l’analisi del rumore di 
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commutazione simultaneo, permette di prendere in considerazione l’idea di trascurare le 

capacità dal modello, se non interamente, per lo meno selettivamente sulle parti 

specifiche del pacchetto. Chiaramente, tale eliminazione selettiva è facilitata 

enormemente dalla disponibilità del modello in termini di circuito a parametri distribuiti 

(Lp, C, R, G)PEEC, in quanto i valori delle impedenze dei vari elementi possono essere 

prontamente comparati e le decisioni possono essere prese in base alla loro rilevanza e 

all’impatto sul risultato della simulazione elettrica. 

Per i casi in cui gli elementi capacitivi possono essere trascurati possono essere 

progettati dei risolutori circuitali specializzati per la soluzione del risultante modello 

(Lp, R)PEEC ridotto. Il modello (Lp, R)PEEC potrebbe essere ulteriormente ridotto se 

le resistenze sono piccole comparate alle impedenze delle induttanze parziali per le 

frequenze di interesse. Allora può essere applicata una riduzione, dipendente dalla 

frequenza, che è basata solo sulla matrice di induttanze parziali Lp. 

Per applicazioni on-chip, si ha spesso il caso che gli effetti induttivi sono quelli che 

possono essere trascurati e non quelli capacitivi, in quanto il carico capacitivo e 

l’accoppiamento capacitivo tendono a divenire effetti elettrici dominanti a causa delle 

lunghezze ridotte e dell’elevata densità dei collegamenti. Per questi casi potrebbe essere 

sufficiente un modello (C, R)PEEC. 

Per modelli PEEC ridotti in cui non è presente l’elemento ritardo sono applicabili 

direttamente i risolutori circuitali standard come SPICE o PowerSpice. È evidente che i 

modelli elettromagnetici PEEC circuitalmente più piccoli possono essere facilmente 

inclusi in un’analisi circuitale tipo SPICE. 
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  CAPITOLO 3 

Soluzione nel Dominio del Tempo ed Analisi 
della Stabilità del Modello PEEC 
 

 

3.1 Applicazione dell’Analisi Nodale Modificata ai Modelli PEEC 

Nel capitolo precedente abbiamo ricavato il circuito equivalente ad elementi parziali per 

le strutture di interconnessione, traducendo, quindi, il problema fisico in un modello 

circuitale. Partendo dal circuito equivalente è possibile scrivere le equazioni di stato, 

che descrivono il problema usando l’analisi nodale modificata (MNA) [21], dove le 

variabili di stato sono i potenziali ai nodi capacitivi e le correnti negli induttori. 

L’MNA si basa sull’analisi nodale, ma è opportunamente modificata in modo da poter 

essere applicata ad un circuito dinamico arbitrario. La stesura delle equazioni circuitali 

mediante l’MNA si ottiene considerando un nodo del circuito come riferimento e 

scrivendo la legge della corrente di Kirchhoff per ogni nodo, impiegando come variabili 

le tensioni rispetto al nodo di riferimento. Per il semplice caso di un circuito contenente 

solo conduttanze lineari e sorgenti di corrente indipendenti, l’MNA genera lo stesso set 

di equazioni dell’analisi nodale. Per i circuiti che contengono sorgenti di tensione e altri 

elementi le cui correnti sono variabili controllanti, si procede introducendo quelle 

correnti di lato come variabili addizionali e le relazioni costitutive dei lati 

corrispondenti come equazioni addizionali. Inoltre, l’MNA si propone di ottenere un 

insieme di equazioni algebriche e differenziali accoppiate. Di conseguenza, per 
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specificare un induttore lineare tempo-invariante si applica l’equazione differenziale 

( )
dt
div Lt =  anziché l’equazione integrale  ( ) ( ) ( ) td t 

L
1tt

1

0

 t

 t
0 ′′+= ∫ vii . 

In pratica, per un induttore e per la sorgente di tensione, sia che essa sia indipendente o 

che non lo sia, la corrispondente corrente di lato viene introdotta sempre come variabile 

addizionale. Per le sorgenti di corrente, i resistori e i condensatori questo viene fatto 

solo sotto le seguenti condizioni: 1) se altri elementi circuitali dipendono dalla corrente 

di lato dell’elemento in esame; e 2) se questa corrente è richiesta come variabile di 

uscita. L’applicazione dell’MNA ai circuiti rPEEC ci permette di giustificare il fatto 

che, per tener conto degli accoppiamenti, non conviene fare riferimento alla 

rappresentazione con generatori di tensione controllati. Infatti, come abbiamo già visto 

nella sezione 2.6 del capitolo 2, gli accoppiamenti capacitivi tra i nodi di carica possono 

essere rappresentati circuitalmente con generatori di tensione per ogni nodo, controllati 

dalla carica sugli altri nodi. Queste sorgenti di tensione sono espresse dalla (2.48). 

 

 

                           
   
Fig.3.1. Modello PEEC di una cella con                           Fig.3.2. Modello PEEC di una cella con  
                generatori di tensione controllati                                         generatori di corrente controllati 
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Il circuito equivalente per una singola cella tra due nodi capacitivi con generatori di 

tensione controllati è mostrato in Fig.3.1. Nella Fig.3.2 è, invece, mostrato il circuito 

per la stessa cella ma con sorgenti di corrente controllate per tener conto degli 

accoppiamenti capacitivi, dove la corrente al nodo capacitivo è espressa dalla (2.49). Gli 

accoppiamenti induttivi non sono mostrati nelle Fig.3.1 e 3.2, ma questo non vuol dire 

che non vi sono. Essi sono presi in considerazione scrivendo la caduta di tensione 

induttiva lungo la cella k come (∑
=

′
∂
∂

=
n

1j
LkjjkjLk tLp i

t
v ). Confrontando i due modelli 

equivalenti, si evince immediatamente che il numero di variabili richiesto dall’MNA è 

maggiore nel primo caso. Infatti, si hanno due nodi in più (quelli fra i generatori di 

tensione e le capacità), ed, inoltre, i due generatori di tensione introducono due correnti 

di lato come variabili aggiuntive, mentre i generatori di corrente non richiedono 

variabili aggiuntive perché le correnti da essi erogate possono essere scritte in funzione 

delle correnti capacitive totali agli altri nodi (vedi la seconda equazione delle (2.50)). 

Le equazioni risultanti dall’applicazione dell’MNA al circuito PEEC possono essere 

espresse in una forma matriciale che si presenta in modo generale come [22], [32]: 

( )








=















 −

S

S
T V

I
I
V

ZA
APY

   (3.1) 

dove V è il vettore delle tensioni ai nodi che per il caso elettromagnetico corrispondono 

ai potenziali rispetto a infinito, I è il vettore delle correnti di lato per le induttanze, 

mentre Is  e Vs sono i vettori dei termini sorgente di corrente e di tensione, 

rispettivamente, che includono sia l’eccitazione puntuale che quella distribuita (ad 
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esempio un campo elettromagnetico incidente). La matrice di ammentenze Y include, 

oltre alle conduttanze, i termini capacitivi nella forma 
t∂

∂

iip
1

, la matrice delle 

impedenze Z contiene i termini relativi alle induttanze parziali ( Lijij  -tLp τ
t∂

∂ ), dove 

τLij  denota il ritardo di propagazione tra i centri delle celle induttive, e la matrice P 

contiene i termini ( pij
ii

ij -t
p
p

τ
t∂

∂ ), dove pijτ  è il ritardo di propagazione tra i nodi i e j. 

Infine la matrice A costituisce la sottomatrice di incidenza riferita ai lati degli induttori. 

L’esempio che segue permette di chiarire questi aspetti generali [6],[22]. In Fig.3.3 è 

rappresentato il circuito PEEC per due celle adiacenti aventi spessore nullo, eccitate da 

una sorgente di corrente applicata al nodo 1. Nella figura sono anche mostrate le 

variabili di stato utilizzate nella formulazione matriciale dell’MNA. L’equazione 

matriciale del circuito è riportata di seguito: 

 

 

 

                       Fig.3.3. Modello PEEC di due celle con resistenze in serie 
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Si osservi che la Y è la forma ridotta della matrice nodale in cui sono esclusi i contributi 

delle correnti negli induttori. 

L’equazione matriciale (3.2) presenta al secondo membro il vettore che contiene i 

termini sorgente. In particolare, la scrittura dell’equazione ai nodi 2 e 3 comporta che il 

termine sorgente presenti un ritardo nella dipendenza temporale. Questo ritardo è da 

attribuirsi al fatto che occorre un certo tempo affinché l’eccitazione si propaghi verso i 

nodi 2 e 3. Questo tempo dipende dalla distanza tra il nodo 1, a cui è applicata la 

sorgente, e i nodi in questione. 

L’equazione matriciale in forma generale (3.1) può essere riscritta in una forma 

convenzionale che prende il nome di equazione differenziale ritardata (DDE) che per i 

modelli PEEC ha una espressione generale [22],[33]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑∑ −+−+−+=
i

i
i

ii
i

ttttt τττ iii00 uyCyGyGyC &&   (3.8)  

dove  è il vettore che contiene le variabili incognite (tensioni e correnti) e u( )TIVy  = i 

è il vettore di eccitazione che contiene i termini sorgente Is  e Vs. Le matrici Ci 

contengono i termini che si riferiscono alle derivate delle variabili incognite, mentre le 

matrici Gi contengono i termini relativi alle variabili non derivate. Per la soluzione nel 

dominio del tempo della DDE è necessario utilizzare un metodo di integrazione stabile. 

Il risultato del lavoro svolto in quest’area mostra che i metodi di integrazione espliciti 
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sono solo marginalmente stabili. I metodi di integrazione impliciti, invece, hanno delle 

eccellenti proprietà di stabilità e fra questi i metodi il Backward Euler e il Lobato III-C 

sono quelli largamente impiegati. Nel paragrafo 3.3 tratteremo più nel dettaglio questi 

metodi riferendoci ad una particolare applicazione. 

 

3.2 Analisi Della Stabilità del Modello 

La stabilità è un problema fondamentale per la soluzione nel dominio del tempo della 

formulazione PEEC. Nel dominio del tempo, l’effetto dell’instabilità risulta in una 

soluzione che maschera totalmente la soluzione reale a partire da un certo istante di 

tempo. Esistono due fattori differenti che possono causare l’instabilità della soluzione. 

Uno di questi è il metodo di integrazione utilizzato per integrare la DDE risultante 

dall’MNA del circuito equivalente. L’altro fattore è una conseguenza del fatto che noi 

abbiamo effettuato una discretizzazione dell’equazione integrale del campo elettrico per 

giungere ad un  modello PEEC che descrivesse il problema di partenza. In questo 

paragrafo ci concentreremo sull’esito che la discretizzazione, utilizzata nella 

formulazione del modello PEEC, comporta sulla stabilità studiando un modello che 

includa accoppiamenti induttivi e capacitivi, ma che si  riferisce a geometrie semplici in 

modo tale da rendere possibile l’analisi matematica [23]. Se andiamo a vedere le 

condizioni di stabilità per le equazioni DDE, notiamo che quanto più debole è 

l’accoppiamento, tanto minore sarà l’impatto sulla stabilità. È ben noto che i coefficienti 

di accoppiamento decrescono con O(1/r) dove r è la distanza tra le celle. Per questo nei 

nostri esempi consideriamo celle che sono ravvicinate. Nella nostra analisi non 

considereremo le questioni che riguardano l’influenza di altri elementi circuitali che 
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potrebbero essere inclusi nel circuito equivalente PEEC nel caso generale. Di solito, 

elementi come, per esempio, i resistori terminali hanno un effetto positivo sulla 

soppressione dell’instabilità, in quanto essi introducono uno smorzamento (Damping) 

nella soluzione e non includono ritardi che, come vedremo nel corso del paragrafo, 

possono introdurre una instabilità nel modello. Quindi, il nostro studio coinvolgerà una 

delle situazioni meno stabili. In questo paragrafo, consideriamo diversi esempi di 

strutture di base per le quali è investigata la stabilità. 

 

               

                   Fig.3.4. Circuito PEEC per le geometrie del paragrafo 

 

L’aspetto chiave sotto esame è la potenziale instabilità introdotta dalla discretizzazione 

della geometria in celle di dimensioni finite. In pratica, occorre investigare un set 

completo di situazioni generiche per poter essere sicuri che una particolare 

formulazione sia stabile. Noi faremo riferimento a tre tipi di disposizione geometriche 

delle celle che possono dar luogo all’instabilità. Esse sono la geometria a celle piatte, la 

geometria ad angolo, e quella con celle sovrapposte. Le geometrie di interesse 
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includono celle che sono ravvicinate cosicché gli accoppiamenti sono forti. Come già 

detto prima, l’accoppiamento è uno dei fattori che conducono all’instabilità. Questi 

problemi hanno il vantaggio di essere abbastanza complessi da poter esibire l’instabilità 

e, allo stesso tempo, hanno dimensioni geometriche abbastanza ridotte da permetterci di 

analizzarli. Sfortunatamente i problemi estesi non possono essere analizzati a questo 

livello di dettaglio. 

 

                             

     Fig.3.5. Nodi e celle per una striscia di conduttore 

 
 

  
    
        Fig.3.6. Nodi e celle per un conduttore   Fig.3.7. Nodi e celle per due conduttori 
                          ad angolo                                                               sovrapposti        
 
 

Tutte le geometrie che analizzeremo possono essere descritte con lo stesso modello 

PEEC mostrato in Fig.3.4. Inoltre lo stesso modello matematico e la stessa analisi 
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possono essere utilizzati per tutti i casi considerati. In tutti gli esempi, assumiamo che i 

conduttori abbiano spessore nullo per semplicità. Il termine di ritardo è calcolato 

basandosi sulla distanza tra due punti sulle celle. Se questi punti sono localizzati al 

centro delle celle,  chiameremo questo termine ritardo di centro. Comunque, in 

generale, consentiremo al ritardo di variare spostando i punti sulle celle dalle estremità 

più vicine a quelle più lontane lungo la linea di divisione centrale. Questo conduce ad 

un’ampia variazione del ritardo, in particolar modo per le celle vicine. Come si noterà in 

seguito, l’aggiustamento del ritardo può essere usato per migliorare la stabilità. Il primo 

esempio consiste di due celle piatte mostrate in Fig.3.5. In particolare in Fig.3.5(a) è 

mostrata la suddivisione di una striscia di conduttore in celle induttive e capacitive 

avendo considerato tre nodi di cui due sono all’estremità del conduttore. Questo tipo di 

partizione della geometria è quella che abbiamo considerato nel precedente capitolo e 

che prende il nome di modello con half cell, in quanto le celle capacitive all’estremità 

della striscia di conduttore sono la metà di quelle induttive. Nella Fig.3.5(b) le celle 

vengono determinate prendendo i nodi all’interno della struttura. In questo caso i nodi 

sotto tutti al centro delle celle di carica, anche per quelle all’estremità della struttura, e 

quindi le celle induttive e quelle capacitive hanno la stessa dimensione. Questo tipo di 

partizione della geometria viene denotata modello con full cell. Chiameremo Caso 1 le 

due geometrie mostrate in Fig.3.5. Per il resto degli esperimenti utilizzeremo 

l’approccio basato sulla scelta dei nodi all’estremità della struttura che da luogo al 

modello con half cell. La singola struttura di conduttore consiste in una striscia di 

metallo che è 2 cm larga e 10 cm lunga, dove ogni cella induttiva per il Caso 1(a) è 

lunga 5 cm. In Fig.3.5 le linee tratteggiate rappresentano le partizioni capacitive mentre 
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le linee continue che partono dai nodi elettrici sono le partizioni induttive. Entrambi i 

modelli hanno due celle induttive e tre celle capacitive per cui il circuito equivalente è 

sempre quello di Fig.3.4, quello che cambia sono i valori degli elementi come risulta 

dalle tabelle I e II. Nelle tabelle sono calcolati anche il ritardo (minimo, di centro e 

massimo) per l’accoppiamento induttivo, indicato con τL, e per gli accoppiamenti 

capacitivi, indicati con τ1 e τ2. 

Un’altra situazione che necessita di essere investigata ai fini della stabilità è la 

geometria di uno spigolo. La Fig.3.6 mostra due celle induttive formanti un angolo 

retto. Faremo riferimento a due casi con differenti rapporti d’aspetto per le celle. I valori 

degli elementi, per il caso in cui sia la lunghezza e che la larghezza delle celle è di 3 

cm, sono dati in tabella III. Noi studieremo anche il caso in cui L=10 cm e W=1 cm 

che denoteremo Caso 3. Siccome i risultati sono molto simili al Caso 2 non forniremo 

tutti i dettagli per questo caso. 

Gli ultimi due casi considerati si riferiscono a celle che sono sovrapposte, come 

mostrato in Fig.3.7. Nei due casi considerati la spaziatura  fra le celle è la stessa e pari a 

S= 1 cm. Le celle sono connesse ad un estremità per garantire che la corrente circoli in 

esse in direzioni opposte. Per il Caso 4 consideriamo celle quadrate con lunghezza e 

larghezza di 3 cm. Un caso molto differente che investigheremo è quello in cui le celle 

sono molto lunghe. Questo è il Caso 5 in cui le celle sovrapposte hanno una lunghezza 

di 10 cm e una larghezza di un 1 cm. Forniremo dei dettagli per entrambi i casi essendo 

questi molto instabili come sarà mostrato in seguito. La tabella IV fornisce i dati per le 

celle quadrate, mentre i dati per il caso di celle lunghe sono forniti in tabella V. 

        101 
 
 



 
                                                                                                                             
            Tabella I                                                                        Tabella II 
       Celle piatte, modello con half cell, Caso1                        Celle piatte, modello con full cell, Caso1 

 
 
 
 
  

 
 
 
 
               

µH , 1/pF, ns Lp or p Min. τ Center  τ Max. τ
Lp11 

 
Lp12 , τL 

 
p11 =  p33 

 

p22 

 

p12 = p23 , τ1 

 

p13 , τ2 

0.012414 
 

0.0038765 
 

1.02452 
 

1.02452 
 

0.3244 
 

0.13890 

 
 

0.0 
 
 
 
 
 

0.0 
 

0.111 

 
 

0.111 
 
 
 
 
 

0.111 
 

0.222 

 
 

0.222 
 
 
 
 
 

0.222 
 

0.333 

µH , 1/pF, ns Lp or p Min. τ Center  τ Max. τ
Lp11 

 
Lp12 , τL 

 
p11 =  p33 

 

p22 

 

p12 = p23 , τ1 

 

p13 , τ2 

0.022362 
 

0.006314 
 

1.19143 
 

0.80392 
 

0.300756 
 

0.121378 

 
 

0.0 
 
 
 
 
 

0.0 
 

0.167 

 
 

0.167 
 
 
 
 
 

0.167 
 

0.333 

 
 

0.333 
 
 
 
 
 

0.25 
 

0.333  

 
 
 
 
                     Tabella III          Tabella IV 
             Geometria ad angolo, Caso 2                     Celle quadrate sovrapposte, Caso 4 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
                    

µH , 1/pF, ns Lp or p Min. τ Center  τ Max. τ
Lp11 

 
Lp12 , τL 

 

p11 =  p33 

 
   p22 

 

p12 = p23 , τ1 

 

p13 , τ2 

0.008920 
 
-0.005216 
 
1.2239 
 
0.911245 
 
0.4992 
 
0.6001 

 
 
0.0333 
 
 
 
 
 
  0.0 
 
0.0333 

 
 
0.0333 
 
 
 
 
 
 0.101 
 
0.0333 

 
 
 0.105 
 
 
 
 
 
0.105 
 
 0.06 

µH , 1/pF, ns Lp or p Min. τ Center  τ Max. τ
Lp11 
 
Lp12 , τL 

 

p11 =  p33 

 
   p22 

 

p12 = p23 , τ1 

 

p13 , τ2 

0.008920 
 
   0.0 
 
 1.2239 
 
 0.94041 
 
 0.45183 
 
 0.26731 

 
 
   
 
 
 
 
 
  0.0 
 
 0.071 

 
 
  
 
 
 
 
 
   0.1 
 
  0.141 

 
 
  
 
 
 
 
 
0.111 
 
0.141 

 
 
 
 
 
                                                               Tabella V 
                Celle lunghe sovrapposte, Caso 5      
 
    µH , 1/pF, ns Lp or p Min. τ Center  τ Max. τ

Lp11 
 
Lp12 , τL 

 

p11 =  p33 

 
   p22 

 

p12 = p23 , τ1 

 

p13 , τ2 

0.070573 
 
-0.040594
 
  1.0309 
 
 0.773485 
 
 0.22563 
 
0.51607 

 
 
0.0333
 
 
 
 
 
  0.0 
 
0.0334

 
 
 0.0333 
 
 
 
 
 
 0.334 
 
 0.167 

 
 
 0.335 
 
 
 
 
 
 0.335 
 
  0.17 
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Per derivare il modello matematico di tutte le geometrie corrispondenti al circuito 

equivalente di Fig.3.4, facciamo uso dell’MNA utilizzando l’Eq.(3.1). In particolare, 

siccome vogliamo studiare il comportamento in termini di stabilità del modello 

discretizzato, siamo interessati alla matrice del primo membro dell’Eq.(3.1) che 

indichiamo con M. Per investigare sulla stabilità del modello occorre scrivere la matrice 

M del circuito equivalente nel dominio di Laplace: 
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 (3.9) 

Il modello è stabile nel dominio del tempo se M(z) è invertibile nella parte destra del 

piano C+. Questo conduce ad uno studio delle posizioni delle radici del det M(z) che si 

è trovato essere della forma: 

( ) ( )zf zz Mdet =  (3.10) 

cosicché z = 0 è sempre una radice di det M(z) = 0. È dovuto a questa radice il fatto 

che il comportamento a bassa frequenza della soluzione conduce ad un’accuratezza 

ridotta. 

Nelle sezioni che seguono vedremo che se i ritardi sono posti a zero, allora troviamo, 

per il nostro modello, che tutte le altre radici giacciono sull’asse immaginario, ma se 

alcuni ritardi non sono nulli, allora alcune delle radici potrebbero essere nella parte 

destra del piano complesso dando luogo ad un modello instabile, che è un risultato 

sorprendente considerando che tutti gli elementi del circuito sono passivi. 
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3.2.1 Modello con Ritardi Nulli 

Un modello PEEC senza ritardo è sufficiente per molti problemi EIP ed inoltre la 

soluzione con ritardo nullo è un buon punto di partenza per investigare il caso generale. 

L’assunzione che tutti i ritardi siano nulli viene fatta ponendo τi = 0 per i = 1,2,L. 

La funzione f(z) è un polinomio del quarto ordine della forma 

( )
332211

0
2

2
4

4

ppp
AzAzAf(z) ++

=  (3.11) 

dove 
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( )

Bdet:
pppppppp
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Lpdet:
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LpLp

A
2212

1211
4 ==  (3.14) 

ed inoltre indichiamo con p la matrice dei coefficienti di potenziale 
















=

332313

232212

131211

ppp
ppp
ppp

p  (3.15) 

Le matrici Lp e p sono simmetriche. Inoltre, A4 è chiaramente positivo essendo la 

matrice Lp definita positiva. Sappiamo che la matrice p ha elementi positivi e che per j 
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≠ i si può ritenere pii > pij. Allora gli elementi diagonali della matrice B nella (3.12) 

sono positivi. Se inoltre usiamo la simmetria delle geometrie possiamo scrivere che p33 

= p11 e p23 = p12, per cui risulta dal calcolo di A0 che la condizione generale per la  sua 

positività è 

p11 − p12 + 2(p22 − p12) > p12 − p13  (3.16)  

Per tutte le geometrie considerate nel paragrafo, questa condizione è rispettata. Dalle 

matrici Lp e p, possiamo concludere che anche A2 è positivo. 

Le radici di f(z) possono essere calcolate dalle radici del polinomio A4w2 + A2w + A0 

(ponendo w = z2). Queste radici sono reali e negative se il discriminante D = A2
2 − 

4A4A0 > 0. Facendo alcune manipolazioni algebriche viene fuori che 

D = 4(Lp11(p22 + p13 − 2p12) 

           + Lp12(p11 + p22 − 2p12))2  (3.17) 

da cui ricaviamo le espressioni per i due possibili valori di w 










−
−++

−

+
−

−
==

1211

12132211

1211

1311

2

LpLp
p4pp2p

LpLp
pp

zw  (3.18)  

Questo implica che le quattro radici di f(z) sono ± iy1 e ± iy2 dove 

1211

12132211
2

1211

1311
1 LpLp

p4pp2p  y,
LpLp
ppy

−
−++

=
+
−

=  (3.19) 

È evidente dalla (3.19) che y1 corrisponde alla radice a frequenza più bassa per i Casi da 

1 a 3, essendo l’induttanza parziale mutua Lp12 positiva. Il segno di Lp12 è negativo per 
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i Casi 4 e 5 per effetto delle correnti opposte nelle due celle, questo fa si che y2 risulti la 

radice a frequenza più bassa.  

 

3.2.2 Modello con Ritardi non Nulli 

In questa sezione includeremo i ritardi nel modello che sono dati che sono dati da τ1, τ2 

e τL, e considereremo l’impatto di questi ritardi sulla stabilità. Quando i ritardi sono 

inclusi non è possibile trovare in modo esplicito gli zeri di det M(z). 

Gli zeri di detM(z) sono costituiti da coppie coniugate. Questi zeri possono essere 

calcolati numericamente usando come valori di partenza le radici immaginarie ± iy1 e ± 

iy2 calcolati nella trattazione con ritardi nulli. In generale si avranno più di quattro zeri, 

ma per valori di τ piccoli si trovano due coppie di zeri coniugati le cui parti 

immaginarie non cambiano molto quando τ1, τ2 e τL incrementano. In definitiva, è 

sufficiente considerare solo due zeri perché gli altri due sono i loro complessi coniugati. 

È possibile comprendere gli effetti dei ritardi sulle radici di f(z) dalla (3.18). Se 

approssimiamo i termini esponenziali come e  nei coefficienti Aiτyτz ie−− ≈ 0, A2, A4, 

otteniamo una soluzione simile alla (3.18) per w = z2, dove, però, w non è più reale. 

Ad esempio per considerare l’impatto del ritardo τL basta sostituire  

 nella (3.18), e per piccoli ritardi usare l’approssimazione 

 Di conseguenza, la prima espressione nella (3.18) diventa 

→12Lp

iL yτ
12Lp ie−

1yτ iL iei −≈ .yτ iL

        106 
 
 



iL121211

1311

yτLpLpLp
pp
i−+

−
−  (3.20) 

che può essere riscritta in forma generale come 

2222 ED
CE

ED
CD

ED
C

+
−

+
−=

−
− i

i
 (3.21) 

)sgn(Lpsgn(E) 0,DC, con 12=> . 

Questo vuol dire che la soluzione reale per w è diventata complessa con parti reale ed 

immaginaria entrambe negative se si assume che Lp12 > 0. Quindi la sua radice 

quadrata cambia approssimativamente come +iy1 → x1 + iy1 con x1 < 0. Però operando 

allo stesso modo per la seconda espressione nella (3.18), si vede che w ha una parte 

immaginaria positiva per valori di Lp12 > 0, per cui +iy2 → x2 + iy2 con x2 > 0. 

Un comportamento simile si verifica se τ2 viene incrementato. Un incremento del solo 

ritardo τ1 non ha alcun effetto sulla prima radice ma sposta l’altra nel semipiano di 

sinistra. Quanto detto è valido solo per ritardi piccoli ed, inoltre, l’effetto combinato di 

diversi ritardi è più complicato. Per esempio, un incremento sia di τ1 che di τ2 causerà 

che entrambe le radici si sposteranno nel semipiano di sinistra quando 2
12

1
1 p4

τττ ≥ . È 

evidente che le radici del problema discretizzato corrispondenti alla frequenza più 

elevata sono quelle che hanno parte immaginaria più grande. Nel nostro caso è z2, la 

quale è anche quella che risponde maggiormente allo schema di stabilizzazione che sarà 

discusso nella prossima sezione. 
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3.2.3 Schema di Stabilizzazione 

In questa sezione, forniamo uno schema di stabilizzazione dei modelli che conducono 

ad una soluzione nel dominio del tempo instabile. In linea di principio, se tutte le radici 

potessero essere spostate nel semipiano sinistro, esse non produrrebbero l’instabilità 

della soluzione. Uno schema molto interessante ai fini della stabilità lo si ottiene 

considerando gli autocoefficienti Lpii. Dividiamo le autoinduttanze parziali in due parti 

uguali dividendo la singole celle lungo la direzione della loro lunghezza. Tra le due 

parti induttive si genera, allora, un accoppiamento mutuo caratterizzato da 

un’induttanza mutua parziale e da un ritardo che chiamiamo τS, il quale è utilizzato 

come parametro di tuning. Questo modello è fisicamente motivato in quanto la singola 

cella include la nozione di ritardo come conseguenza del fatto che ha un’estensione 

fisica finita. Nel nostro schema sostituiamo Lpii nella matrice M(z) data dalla (3.9) con 

zτ
ABBBAAii

SLp2LpLpLp −++= e  (3.22) 

dove LpAA e LpBB sono le autoinduttanze parziali delle due sezioni della cella e τS è il 

ritardo che si ottiene considerando la distanza tra due punti sulle due sezioni della cella 

induttiva. Useremo il ritardo τS come parametro regolabile per migliorare la stabilità. 

Nella tabella VI sono riportati i valori delle induttanze parziali dello schema di 

stabilizzazione per i nostri esempi. Inoltre sono forniti due valori di τS per ogni 

dimensione della cella, di cui il primo è calcolato considerando i punti corrispondenti ai 

centri delle due sezioni, mentre il secondo valore è calcolato considerando i due punti 

sulle estremità opposte di tali sezioni. Può essere facilmente mostrato che questo 

schema introduce un parte reale addizionale dipendente dalla frequenza che introdurrà 
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uno smorzamento finche essa è positiva, che è il caso per valori sufficientemente piccoli 

di τS. L’incremento di complessità dovuto a questo schema è minimale non essendo stati 

introdotti altri accoppiamenti a livello globale. Si è tentato di applicare uno schema 

simile anche per il modello capacitivo, ma si è trovato che lo schema introduceva una 

parte reale negativa che ostacolava la stabilità. Per studiare l’impatto dello schema, 

siamo interessati alla stabilità del sistema discretizzato (3.9) con e senza schema di 

stabilizzazione. Per comprendere l’impatto dello schema di stabilizzazione sulle           

 

                                                              Tabella VI  
                                                   Induttanze parziali per la stabilizzazione 
 

Cell size 
 
Lenghth / Width

LpAA, 
LpAB 

µH 

LpAB 
 
µH 

Centr. Delay
      τS 
      ns 

Max. Dalay 
       τS 
       ns    

3.33 cm / 2 cm 
 
 5 cm / 2 cm 
 
 3 cm /  3 cm 
 
 10 cm / 1 cm 

0.004446
 
0.008285
 
0.003064
 
0.028676

0.001761 
 
0.002896 
 
0.001396 
 
0.0066106

 0.0556 
 
 0.0833 
 
   0.05 
 
  0.167 

  0.111 
 
  0.167 
 
    0.1 
 
  0.333 

 

 

posizioni delle radici facciamo di nuovo un’analisi approssimata che è basata sulle 

sezioni 3.2.1 e 3.2.2. 

Per primo osserviamo che Lp11 ha un impatto simile su entrambe le radici (3.19). 

Quindi la sostituzione ( )zτ
ABAA11

SLpLp2Lp −+→ e  conduce all’approssimazione di 

Lp11 con l’induttanza complessa ( )ABAA LpLp iSAB yLp22 τi−+ . L’analisi della 

(3.21) mostra che i  dove la parte reale x è negativa per tutte le radici del 

problema. Usando, queste approssimazioni possiamo anche stimare la dimensione della 

iyx i+→iy
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parte reale x come una funzione di τS per valori piccoli. Utilizzando la (3.21), l’identità 

 e assumendo che x è piccolo rispetto a y abbiamo ( ) i
2

i
22

i xy2yxyx ii +−=+

( )

Dy2
yC2Lp

Dy2
CE   

y2ED
CEx
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2
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D
CLp 2SAB ⋅⋅−= τ

 

   
( )
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−+

2
12

1213

2
12

Lp
p4p

 (3.23) 

Questo risultato mostra che per τS piccolo lo shift di Re(z) dipende linearmente sia da 

τS che dall’induttanza mutua parziale LpAB. I risultati quantitativi sono mostrati nella 

prossima sezione. 

  

3.2.4 Risultati 

In questa sezione vengono forniti dei risultati sull’analisi della stabilità per le geometrie 

considerate all’inizio del paragrafo. La prima situazione che prendiamo in esame è 

quella relativa al Caso 1, che poi è quella che si verifica molto di frequente nelle 

geometrie pratiche. Per questo caso, mostriamo i risultati sia per il modello con half cell 

che per il modello con full cell, mentre per gli altri casi consideriamo esclusivamente il 

modello con half cell, in quanto si è trovato che, in generale, questo modello presenta 

una maggiore stabilità ed, inoltre, è più conveniente per modellare strutture più 

complesse. 
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La Fig.3.8 mostra come cambia la posizione nel piano complesso delle due radici 

significative per il caso delle full cell al variare di τ1 da 0 a 0.17 ns. La figura mostra 

come solo una radice dipende da τ1. In particolare, la radice indipendente si trova nella 

parte di sinistra del piano complesso, mentre quella dipendente si trova nella parte 

destra del piano per valori del ritardo τ1 molto piccoli conducendo all’instabilità. Nella 

Fig.3.9 sono mostrati i risultati per il caso delle half cell. Anche qui per valori del 

ritardo τ1 piccoli il sistema è instabile. Nelle due figure precedenti è anche mostrato 

l’impatto che lo schema di stabilizzazione ha sulle radici. Questo risulta evidente dal 

fatto che entrambe le radici si spostano verso sinistra per un valore di τS=0.03 ns. 

Le figure 3.10 e 3.11 si riferiscono, rispettivamente, ai Casi 2 e 3 relativi alla geometria 

ad angolo di Fig.3.6. Anche questi casi sono stabili per valori di τ1 non troppo piccoli, 

in particolare, essi sono sicuramente stabili per i valori dei ritardi di centro e massimo 

 

 

 

Fig.3.8. Radici per la geometria con celle piatte             Fig.3.9. Radici per la geometria a celle  piatte          
              facendo uso del modello con full cell                              facendo uso del modello con half cell 
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Fig.3.10. Radici per la geometria ad angolo,  Fig.3.11. Radici per la geometria ad angolo, 
                  Caso2         Caso3 

 

forniti nelle tabelle III e IV. I Casi 4 e 5 sono candidati molto interessanti per lo schema 

di stabilizzazione. Come si vede dalla Fig.3.12, le radici hanno invertito il loro ruolo, in 

quanto Lp12 <0 e quindi la radice che è indipendente da τ1 compare nella parte destra 

del piano in assenza di stabilizzazione. Per questi casi è arduo ottenere una soluzione 

stabile per τS = 0 che corrisponde al modello senza schema di stabilizzazione. Il Caso 5 

 

    
 
Fig.3.12. Radici per celle sovrapposte, Caso 4           Fig.3.13. Radici per celle sovrapposte, Caso5 
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                                  Fig.3.14. Radici per celle sovrapposte, Caso 5                                                                  

 

è usato per illustrare che le radici sono molto sensibili alle variazioni del ritardo e che 

differenti scelte del  valore del ritardo per τ1, τ2 e τL conducono a risultati molto 

differenti. La Fig.3.13 mostra varie combinazioni del ritardo che possono condurre ad 

una condizione stabile o ad una instabile. La Fig.3.14 fornisce un altro esempio dove un 

valore più grande di τ2 è stato scelto rispetto al valore assunto in Fig.3.13. Le due figure 

mettono in rilievo come le radici cambiano la loro posizione per una variazione di τ2 da 

0.03 a 0.167 ns. In conclusione, gli esempi proposti in questo paragrafo ci permettono di 

giungere alle seguenti considerazioni. Il modello PEEC introduce una discretizzazione 

del problema di partenza che può condurre all’instabilità per alcune delle geometrie 

considerate, allora un certo di tipo di analisi è necessaria per ottenere un modello 

discretizzato stabile. Questa analisi consiste nell’effettuare la stabilizzazione mediante 

un’opportuna scelta dei ritardi per quei casi dove è possibile, mentre per i casi in cui ciò 
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non è possibile si ricorre allo schema di stabilizzazione introdotto nella sezione 

precedente.  

 

3.3 Metodi di Integrazione delle DDE 

Come abbiamo visto nel precedente paragrafo, la stabilità del modello PEEC è un 

prerequisito fondamentale per ottenere una soluzione stabile nel dominio del tempo. 

Tuttavia, anche se il modello è stabile, potrebbe essere ottenuta, comunque, una 

soluzione instabile se il metodo di integrazione numerico è inadeguato per il problema 

che si sta esaminando [22]. Fortunatamente, alcuni degli aspetti fondamentali dei 

metodi di integrazione delle equazioni differenziali ordinarie (ODE) possono essere 

riportati per le equazioni differenziali con ritardo (DDE). Per esempio, il concetto di 

stabilità asintotica relativo alle ODE viene sostituito dal concetto corrispondente di P-

stabilità che sarà definito in seguito. Anche la teoria delle DDE è avanzata 

sostanzialmente negli ultimi anni e nuovi metodi di integrazione sono emersi con 

proprietà superiori. Questo è molto in contrasto con le tecniche di integrazione che sono 

implementate oggi dalla comunità elettromagnetica. Alcuni di questi approcci 

presentano un’instabilità ad alta frequenza e per sopprimerla vengono utilizzate diverse 

tecniche di “addolcimento” in aggiunta alla restrizione della forma d’onda di ingresso a 

impulsi Gaussiani a banda limitata. Prendiamo in esame la geometria di un conduttore 

piatto che è stata discretizzata facendo uso dell’approccio basato sulla scelta dei nodi al 

centro delle celle di carica che conduce al modello con full cell. Il modello circuitale è 

quello di una singola cella di corrente tra due nodi capacitivi che nella nostra 

applicazione eccitiamo con una sorgente di corrente applicata al nodo 1, come mostrato  
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in Fig.3.15. Nella nostra applicazione consideriamo come sorgente di corrente da 

applicare al nodo 1 quella mostrata in Fig.3.16, la quale fornisce un impulso 

trapezoidale con tempi di salita e discesa di 15 ps in modo tale da essere sicuri di 

eccitare il modello alle alte frequenze. Applicando l’MNA al circuito di Fig.3.15(b) si 

ottiene la seguente equazione matriciale 
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                                                                (a)                                                              

      
                                  (b)                                             Tabella VI:  valori degli elementi 
                                                                                                             per dimensioni della cella W=2cm e 
                                                                                                             L=5cm 

µH , 1 / pF Lp or  p Center τ 
    ns 

Lp11 

 
p11 

 
p22 

 
p13 

0.01241 
 
1.0188 
 
1.0188 
 
0.3258 

 
 
 
 
 
 
  0.111  

  
Fig.3.15. (a) discretizzazione della geometria di un conduttore piatto usando il modello con full cell: per 
                        semplicità si considerano solo due nodi per la discretizzazione; (b) circuito equivalente con 
                        una sorgente di corrente applicata al nodo 1. 
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                      Fig.3.16. Andamento temporale della sorgente di corrente 

 

L’equazione (3.24) può essere riscritta nella forma di equazione DDE 

 

( ) ( ) ( ) ( )ττ −+−+= tt,ttt uByCyy&  (3.25) 
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Recentemente, nuovi risultati sulla stabilità delle equazioni differenziali con ritardo 

sono stati ottenuti per lo più con riferimento ad equazioni test scalari. L’equivalente 

scalare della nostra Eq.(3.25) è data da 
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( ) ( ) ( ) ( )ττλ −+−+= tt,ut yt yty µ&  (3.29) 

 

Definizione.  Un metodo numerico per l’integrazione della Eq.(3.29) è detto P-stabile se 

applicando questo metodo all’equazione di sopra, soggetta alla condizione |µ| < 

−Re(λ), e utilizzando un passo temporale costante h = τ / r, con r intero positivo, 

risulta che 

                       (3.30) 0 ylim nn
=

∞→

per tutti i ritardi costanti τ e tutte le condizioni iniziali ϕ(t). 

 

Dalla condizione sufficiente nella definizione precedente risulta un’importante 

osservazione sulla stabilità. Infatti, comparando la (3.25) con la (3.29) si vede che µ è 

relazionato ai termini di accoppiamento e che la stabilità ne beneficia per accoppiamenti 

piccoli. Questa condizione corrisponde ad avere celle che sono abbastanza distanti. 

Nella definizione viene posta la condizione che il passo temporale h sia un 

sottomultiplo di τ. Questa condizione è impossibile da adattare a problemi 

elettromagnetici con geometrie estese in quanto per questi casi si avranno più ritardi che 

assumeranno valori molto differenti tra di loro. Quindi, ai fini pratici abbiamo bisogno 

di un metodo GP-stabile, cioè, di un metodo che sia P-stabile e che allo stesso tempo 

non richieda che il ritardo τ debba necessariamente essere un multiplo intero del passo 

h. In questo paragrafo consideriamo tre differenti metodi di integrazione: il metodo 

Forward Euler (FE), il metodo Backward Euler (BE) e il metodo Lobatto III-C. È ben 
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noto che il metodo Forward Euler non è utilizzabile per problemi con una larga 

variazione delle costanti di tempo che è chiamata stiffness. Infatti, la condizione da 

imporre affinché il metodo sia stabile è quella che il passo h sia minore della più piccola 

costante di tempo. È chiaro che se, per esempio, abbiamo due costanti di tempo che 

differiscono di svariati ordini di grandezza allora è richiesto un numero elevatissimo di 

passi per trovare la soluzione, che è praticamente inaccettabile. La condizione di 

stiffness è sempre presente in problemi estesi, quindi il metodo FE è da escludere come 

metodo di soluzione di molti problemi realistici. Un metodo stabile è il Backward Euler  

che è uno dei metodi di interesse. L’altro è il Lobatto III-C  per il quale si è visto che ha 

delle proprietà di stabilità superiori per le DDE. Il metodo FE consiste nello scrivere 

l’equazione differenziale come 

( kt,f
h k

k1k yyy
=

−+ )

)

 (3.31) 

dove  è dato dalla Eq.(3.25) È ovvio che questo conduce a un sistema di 

equazioni esplicito in . Per il Backward Euler si ha 

( t,f y
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+

+ =
− ) (3.32) 

che è implicito in . Il metodo Lobatto III-C è un metodo Runge-Kutta con 

accuratezza migliore rispetto al BE e al FE, ed è dato da 
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Un altro aspetto della tecnica di integrazione è il metodo di interpolazione che viene 
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utilizzato per ottenere i valori ritardati corrispondenti a ( )τ−ty  nell’Eq.(3.25). In 

pratica vari metodi possono essere implementati. Comunque, l’interpolazione è una 

parte integrante del metodo di integrazione e deve essere adattata per ottenere un 

metodo che sia stabile per ritardi che non sono multipli del passo temporale h.  

 

Teorema I metodi BE e Lobato III-C sono entrambi GP-stabili se si utilizza 

un’interpolazione di tipo lineare.  

 

Per la nostra applicazione utilizzeremo l’interpolazione lineare in quanto questa 

conduce ad una soluzione stabile ed è sufficiente a preservare l’accuratezza della 

soluzione sia del metodo BE che del Lobato III-C. L’interpolazione lineare tra gli istanti 

e  è data da kt 1kt +

( ) ( ) 1kk yyy ++−=+ θθ1θhtk  (3.34) 

dove θ∈[0,1] e θh è la frazione del passo temporale per il punto di interpolazione per le 

forme d’onda ritardate. Siccome il problema in esame conduce ad una soluzione 

oscillatoria, un altro aspetto che abbiamo la necessità di considerare è quello che viene 

chiamato smorzamento numerico (numerical damping). I metodi di integrazione 

potrebbero introdurre uno smorzamento nella soluzione. La Fig.3.17 fornisce  un 

esempio di un circuito oscillatorio in assenza di perdite integrato con i metodi Backward 

Euler e Lobatto III-C. La figura mostra come il metodo BE esibisca uno smorzamento 

notevole alterando completamente la risposta reale del circuito. Il Lobatto III-C fornisce 

una risposta adeguata ed inoltre presenta uno smorzamento numerico ad alta frequenza 
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che è molto gradito. Questo, in combinazione con la sue proprietà di stabilità superiori, 

fa si che il metodo Lobatto III-C sia quello preferito per la nostra applicazione. Tuttavia, 

questo metodo ha come svantaggio il fatto che la dimensione della matrice di soluzione 

è il doppio di quella per il metodo BE. 

 

                              

Fig.3.17. Numerical dumping per il BE (andamento continuo) e per il Lobato III-C (andamento a tratti) 

. 

In Fig.3.18 viene confrontato il metodo Lobatto III-C con passo h=0.01 con i metodi 

FE e BE con passo di dimensione ridotta dieci volte, ossia h = 0.001. È evidente che il 

metodo Lobatto è più veloce se sono usate delle tecniche di soluzione matriciale 

opportune, in quanto passi temporali più ampi possono essere usati per ottenere la stessa 

accuratezza che si ha con gli altri metodi. Di seguito vengono forniti dei risultati che 

confermano la stabilità o l’instabilità del modello per determinati valori del ritardo. Per  
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          Fig.3.18. Andamento della corrente nella cella per i metodi FE, BE, Lobato III-C  

 

                               

                          Fig.3.19. Soluzione con i metodi FE e BE per il modello stabile                               
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primo, forniamo i risultati corrispondenti al ritardo di centro τ = 0.111 in Tab.VII. I 

risultati in Fig.3.19 mostrano che entrambi i metodi FE e BE sono stabili, che è un 

risultato lecito essendo il modello stabile per questo valore del ritardo. Se la geometria 

del conduttore piatto è più estesa rispetto al caso considerato nella tabella il ritardo 

aumenta, in quanto cresce la distanza tra i centri delle due celle di carica. Siccome il 

nostro modello diventa instabile per un ritardo τ > 0.21, scegliamo τ = 0.25 per 

mostrare l’instabilità. I risultati di Fig.3.20 mostrano l’instabilità del modello sia col  

 

                              
                         
                          Fig.3.20. Soluzione con i metodi FE e BE per il modello instabile 

 

metodo FE che con quello BE. Lo smorzamento numerico del BE è messo in evidenza 

dal fatto che si ha una forma d’onda più attenuata in figura. Siccome il modello non 
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presenta la condizione di stiffness, esso permette di ottenere dei risultati ragionevoli 

anche se viene implementato il metodo FE. Questo, ovviamente, non è il caso di 

problemi estesi dove è richiesto un metodo implicito quale il BE o il Lobato III-C.              
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  CAPITOLO 4 

Analisi di Strutture di Interconnessione con 
il Metodo PEEC Usando SPICE 
 

 

All’inizio del nostro studio abbiamo avuto modo di discutere del fatto che è necessario 

un modello accurato per le interconnessioni e il packaging elettronico (EIP). Nel corso 

di questa tesi ci siamo concentrati sulla metodologia basata sul circuito equivalente ad 

elementi parziali che ci permette di ottenere un modello completamente propagativo 

(full wave) che può essere implementato sia nel campo EIP che in quello relativo 

all’interferenza elettromagnetica (EMI). Per studiare le interconnessioni in 

congiunzione con circuiti integrati non lineari deve essere implementata una soluzione 

nel dominio del tempo del circuito equivalente. Questa soluzione può essere ottenuta 

risolvendo il sistema di equazioni di stato (dove le variabili di stato sono i potenziali ai 

nodi capacitivi e le correnti negli induttori) a cui si giunge facendo uso dell’analisi 

nodale modificata (MNA). L’uso dell’MNA per la rappresentazione di stato del modello 

PEEC permette la sua compatibilità con il simulatore circuitale SPICE. Lo scopo di 

questo capitolo è di implementare il modello PEEC nel simulatore SPICE. 

 

4.1 Simulazione SPICE dei Modelli PEEC 

Il modello completo che include tutti i tipi di elementi circuitali ed anche il ritardo è il 

modello (Lp, R, P, τ)PEEC, dove Lp denota le induttanze parziali, R le resistenze, P i  
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Fig.4.1. Circuiti equivalenti per modelli PEEC. (a) Realizzazione degli accoppiamenti capacitivi con 
                 sorgenti di tensione controllate (modello Thevenin). (b) Realizzazione di accoppiamenti  
                 capacitivi con sorgenti di corrente controllate (modello Norton).  
 

 

coefficienti di potenziale, e τ i ritardi. Nel Par.2 del Cap.2, abbiamo visto come è 

possibile ricavare il modello PEEC per un sistema di conduttori. In particolare, in 

Fig.4.1 sono riportati i circuiti equivalenti per il modello PEEC di una singola cella di 

conduttore tra due nodi i e j. Nella Fig.4.1(a) gli accoppiamenti capacitivi sono 

implementati con i generatori di tensione controllati (modello Thevenin), mentre nella 

Fig.4.1(b) sono implementati con i generatori di corrente controllati (modello Norton). 

Dall’analisi svolta nella sezione 2.2.6 del Cap.2, risulta che nel modello Thevenin i 

generatori  sono dati dalla seguente espressione: ( )c
iU
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( )( ) (∑
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mentre nel modello Norton i generatori di corrente ( )tiI  sono dati da 

( ) (∑
≠
=

−=
N

in
1n

incn
ii

in
i t

p
ptI τi ) (4.2) 

dove N è il numero di celle capacitive. 

Per modellare gli accoppiamenti induttivi si è posto, in entrambi i circuiti, un generatore 

di tensione in serie agli induttori la cui espressione è la seguente: 

( )( ) ( )∑
≠
=

−
=

M

km
1m

kmm
km

L
k dt

tdLptU τi  (4.3) 

dove M è il numero di celle induttive. 

È chiaro che le due possibili rappresentazioni circuitali sono del tutto equivalenti. 

Finora, abbiamo fatto riferimento allo schema di Fig.4.1(b) motivando questa scelta con 

il fatto che applicando l’MNA a questo circuito riduciamo lo sforzo computazionale 

rispetto al circuito mostrato in Fig.4.1(a), dove ciascun generatore di tensione introduce 

un nodo e un ramo addizionali. Tuttavia, in questo capitolo, faremo riferimento allo 

schema di Fig.4.1(a) in cui sia gli accoppiamenti induttivi che quelli capacitivi sono 

modellati con generatori di tensione. Il vantaggio che si ricava da questa formulazione 

circuitale consiste nel minimizzare lo sforzo per implementare il modello PEEC full 

wave nel simulatore SPICE, in quanto, come vedremo, le modifiche riguardano un solo 

elemento circuitale (il generatore di tensione)[18],[42]. 
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Iniziamo vedendo come è possibile implementare in SPICE il modello PEEC quasi 

stazionario, ossia il modello in cui il ritardo è trascurato. È chiaro che il problema è solo 

quello di implementare i generatori di tensione che portano in conto gli accoppiamenti. 

Per quanto riguarda i generatori ( )c
iU  il problema è immediatamente risolto, in quanto 

si tratta di generatori di tensione controllati dalle tensioni sugli altri N-1 nodi capacitivi 

(vedi l’Eq.(4.1) con inτ  posto a zero). Infatti, SPICE permette di implementare tutti e 

quattro i tipi di generatori controllati e, in particolare, nel caso in questione la sintassi a 

cui facciamo riferimento è la seguente 

E < name >   < (+) node >   < (−) node >    VALUE={< expression >} 

dove i nodi (+) e (−) sono i nodi di uscita a cui colleghiamo il generatore ed expression 

è l’espressione da calcolare. 

Ci restano da implementare i generatori ( )L
kU  che sono espressi dalla sommatoria a 

secondo membro della (4.3). In questa sommatoria compaiono, però, le derivate delle 

correnti nelle celle induttive. Il problema è superato sfruttando l’espressione delle 

tensioni sulle autoinduttanze delle celle: 

( )( ) ( )
=

−
= ∑

≠
=

M

km
1m

km
km

L
k dt

tdLptU τmi  

               (∑
≠
=

−=
M

km
1m

kmLm
mm

km tu
Lp
Lp τ )  (4.4) 

dove nel nostro caso 0km =τ . Quindi, anche per gli accoppiamenti induttivi ci 

riconduciamo a generatori di tensione controllati in tensione. 
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Il modello PEEC senza ritardo è implementato in SPICE utilizzando direttamente il 

circuito di Fig.4.1(a). Passiamo, ora, all’implementazione del modello PEEC full wave 

nel simulatore prendendo come punto di partenza il circuito precedente. È chiaro che il 

problema consiste nel fatto che nelle sommatorie a secondo membro delle equazioni 

(4.1) e (4.4) le tensioni sono ritardate. SPICE non prevede una sintassi per modellare 

generatori di questo tipo. Tuttavia, è possibile implementare il ritardo con delle linee di 

trasmissione prive di perdite e adattate. Al fine di comprendere meglio, concentriamoci 

sul generatore di tensione che porta in conto gli accoppiamenti induttivi la cui 

espressione è data dalla (4.4). È chiaro che l’espressione da inserire nella sintassi del 

generatore di tensione controllato in tensione, mostrata in precedenza, è quella relativa 

alla sommatoria a secondo membro dove compaiono le tensioni sulle autoinduttanze 

ritardate, cioè ( kmLm tu )τ− , dove kmτ  è il tempo impiegato dall’onda elettromagnetica 

per propagarsi dalla cella m alla cella k. Il problema, allora, diventa quello di far 

comparire nell’espressione queste tensioni ritardate. La soluzione al nostro problema la 

si è ottenuta con il circuito riportato in Fig.4.2. Un generatore di tensione controllato  

dalla tensione ai capi dell’induttore e avente un guadagno Av unitario ci permette di 

prelevare la tensione ai capi dell’induttore senza perturbare il circuito. Questa tensione 

viene, poi, ritardata utilizzando una linea di trasmissione che funge da linea di ritardo. 

Infine, la tensione prelevata ai capi di R costituisce la tensione sull’induttore 

all’istante ( )kmt τ− , dove kmτ  è il ritardo che deve introdurre T. Occorre aggiungere, 

poi, delle resistenze che non perturbano il circuito (abbiamo scelto 1MΩ in quanto 

R=1kΩ) in modo da avere un percorso resistivo tra i nodi 1, 2, 3, 4 e la massa,  
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Fig.4.2. Circuito che introduce il ritardo nella dipendenza temporale della tensione sull’induttore 

 

altrimenti, senza queste resistenze, SPICE fornisce un messaggio di errore nel file di 

output dove viene fatto presente che i nodi del circuito sono flottanti. 

In definitiva, il modello full wave è implementato in SPICE aggiungendo allo schema 

circuitale di base un numero di linee di trasmissioni pari al numero totale di 

accoppiamenti capacitivi e induttivi presenti. 

 

4.2 L’Importanza del Ritardo nei Modelli PEEC per Applicazioni EIP 

Nel Par.2.5 del Cap.2, abbiamo visto che, in generale, diversi tipi di elementi circuitali 

possono essere lasciati fuori dal modello per una data applicazione. In particolare, 

abbiamo visto che in alcune situazioni il ritardo veniva trascurato. In questi casi si 

giunge ad un modello semplificato del tipo (Lp, R) o (Lp, P, R) nel caso in cui R deve 

essere incluso. Il vantaggio di questa riduzione del modello PEEC sta nel fatto che esso 

può essere implementato in maniera diretta nel simulatore SPICE, senza dover 

aggiungere blocchi circuitali (le linee di trasmissione), ottenendo un notevole risparmio 
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in termini di sforzo computazionale necessario per risolvere il circuito. In generale, si  

assume che il ritardo può ritenersi trascurabile per le interconnessioni del circuito 

integrato nel caso di applicazioni EIP per le quali i campi irradiati non sono importanti. 

Comunque, occorre osservare che la situazione è più complicata e può essere riassunta 

come segue [25]. Il ritardo è più importante per applicazioni relative all’EMI che per 

quelle relative all’EIP, in quanto per applicazioni EIP è coinvolta un’eccitazione di 

modo differenziale a livello globale mentre il modo comune è quello dominante e, 

quindi, più importante per l’EMI. Tuttavia, è consigliabile includere il ritardo anche per 

l’EIP perché è possibile che i risultati che si ottengono in assenza del ritardo possono 

essere molto differenti, in particolar modo alle elevate frequenze. Abbiamo visto, nel 

paragrafo relativo alla riduzione di complessità del modello, come un parametro chiave 

di interesse sia la dimensione massima della struttura in esame comparata alla minima 

lunghezza d’onda nella banda d’interesse. In particolare, per le celle nella struttura che 

sono più distanti, le induttanze parziali non ritardate Lpij (e analogamente i coefficienti 

di potenziale pij) potrebbero dar luogo a degli accoppiamenti tra queste celle con fase 

errata se comparati con gli accoppiamenti reali dati da  dove τijje ωτ− Lpij ij è il ritardo 

temporale tra le due celle coinvolte. Possiamo dire che l’errore di fase è tollerabile se le 

celle nel problema con distanza fisica più ampia soddisfano la condizione 1maxij <<fτ , 

in cui si è assunto che la  sia la massima frequenza nello spettro dei transitori. È 

bene osservare che considerare coefficienti di accoppiamento per celle lontane senza il 

fattore di fase è peggio che trascurare completamente il fattore di accoppiamento. 

maxf

Mostriamo come il ritardo influenzi le forme d’onda, che si ottengono dalla simulazione 
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del circuito equivalente ad una certa struttura di interconnessione sotto esame, 

considerando, ancora una volta, il modello PEEC di una singola cella mostrato in 

Fig.4.1(a). È evidente che il termine ritardo è presente nei generatori di tensione. Allora, 

concentriamoci, per esempio, sul generatore di tensione controllato che porta in conto 

gli accoppiamenti induttivi, ossia ( )L
kU , la cui espressione è data dalla Eq.(4.3). 

Quest’ultima può essere riscritta nel dominio della frequenza 

( )( ) ( ) ( ) ( )[
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( ) ( )kmkmkmkmm ωcosωLpωsinωLpZ ττ j+=  (4.6) 

Il ritardo introduce una parte reale e, quindi, una resistenza nell’espressione di  che, 

invece, non è presente quando il ritardo è nullo in quanto la funzione seno si annulla. 

Dall’espansione in serie di Taylor di 

mZ

( )12sin ωτ  risulta chiaro che la resistenza (ossia la 

parte reale) è crescente con . La quantità 2ω 12ωτ  è chiaramente il parametro di 

interesse. Questo mostra che nei modelli (Lp, P, τ)PEEC sarà presente un fattore di 

smorzamento. Ciò conduce anche ad uno smorzamento delle forme d’onda che è un 

fatto importante per ottenere soluzioni accurate. 
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4.3 Simulazione SPICE del Modello PEEC Relativo ad una Striscia di 
      Metallo 
 
Si consideri una striscia di metallo piatta lunga 10cm e larga 2cm posta nel vuoto la 

quale è stata discretizzata come in Fig.4.3: i rettangoli solidi sono le celle induttive, 

mentre le celle capacitive sono delimitate dalle linee tratteggiate. 

 

 

                

                          Fig.4.3. Striscia di metallo discretizzata 

 

                                

                          Fig.4.4. Sorgente di corrente impulsiva applicata al nodo 1. 

 

A questa striscia abbiamo applicato, al nodo 1, una sorgente di corrente impulsiva 

caratterizzata da tempi di salita e di discesa molto ripidi (vedi Fig.4.4) in modo da 

eccitare le elevate frequenze, alle quali il termine di fase, presente nell’espressione dei  
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Fig.4.5. Circuito PEEC con ritardo. (a) modello con sorgenti di corrente; (b) modello con sorgenti di 
                tensione. 
 
 
 
 

 

 

 
                                    
                                                    

µH , 1/pF, ns Lp or p Ritardo  τ
Lp11 , Lp22 

 
Lp12 , τL 

 

p11 , p33 

 
p22 

 

p12 , p23 , τ1 

 

p13 , τ2 

0.022362
 

0.006314
 

1.19143 
 

0.80392 
 

0.300756
 

0.121378

 
 

0.167 
 
 
 
 
 

0.167 
 

0.333 

                                             Tabella: elementi della rete di Fig.4.5 

 

generatori, non può essere trascurato. Nella nostra analisi vogliamo valutare 

l’andamento nel dominio del tempo della corrente nella prima cella induttiva della 

striscia di metallo. In particolare, siamo interessati a valutare questa corrente in due 

casi. Nel primo caso considereremo il circuito equivalente alla struttura supponendo di 

trascurare il ritardo, mentre nel secondo faremo riferimento al circuito equivalente che 

tiene conto anche del ritardo. Lo scopo di questa nostra analisi è quello di mettere a 

confronto le soluzioni che si ottengono nei due casi in modo da mostrarne la differenza. 

Per questo motivo, nel modello circuitale supporremo di trascurare gli effetti resistivi 
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delle singole celle in cui abbiamo discretizzato la struttura, in quanto le resistenze di per 

se introducono uno smorzamento nelle soluzioni rendendo meno evidente la differenza 

nei due casi. Per le nostre simulazioni utilizzeremo la versione SPICE 5.0. 

Il circuito equivalente alla geometria di Fig.4.3 è quello mostrato in Fig.4.5. In Tabella  

sono riportati i valori assunti dagli elementi presenti nel circuito. Le induttanze parziali 

Lpij e i coefficienti di potenziale parziali pij sono stati calcolati in forma numerica, 

secondo quanto esposto nelle Appendici A e B. Supponiamo, inizialmente, di trascurare 

il ritardo. Allora, il circuito di Fig.4.5 è direttamente implementabile nel simulatore 

SPICE. La netlist del circuito è quella riportata di seguito: 

nodelay 
Lp11 1 2 0.022362u 
E1 2 3 value={0.2824*V(3,4)} 
Lp22 3 4 0.022362u 
E2 4 5 value={0.2824*V(1,2)} 
E3 1 6 value={0.3741*V(7)+0.1019*V(8)} 
c11 6 0 0.839p 
E4 3 7 value={0.2524*V(6)+0.2524*V(8)} 
c22 7 0 1.244p 
E5 5 8 value={0.3741*V(7)+0.1019*V(6)} 
c33 8 0 0.839p 
Is 0 1 pwl(0 0 0.015n 1e-3 0.135n 1e-3 0.15n 0)   
Rgen 1 0 10meg 
.op 
.tran 0.1n 10n 
.probe 
.end 
 
 
Si noti che nella netlist è stato necessario inserire una resistenza rgen in parallelo al 

generatore di corrente in quanto, senza questa resistenza, SPICE fornisce un messaggio 

di errore nel file di output dove viene fatto presente che i nodi del circuito sono flottanti. 

Il valore scelto per rgen è di 10MΩ in modo da non perturbare il circuito. 

L’andamento della corrente nell’induttore Lp11 è mostrato in Fig.4.6. La figura mostra  
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                  Fig.4.6. Andamento della corrente nell’induttore per il circuito di Fig.4.5. 
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che l’eccitazione impulsiva ha dato luogo ad una soluzione oscillante nel tempo.  

Vediamo, ora, la soluzione che si ottiene quando si include anche il ritardo nel modello. 

Il circuito a cui facciamo riferimento è ancora quello di Fig.4.5, al quale, però, bisogna 

aggiungere i blocchi circuitali che modellano il ritardo. Come abbiamo visto nel 

paragrafo precedente, questi blocchi sono costituiti dalle linee di trasmissione che sono 

utilizzate come linee di ritardo. Il circuito equivalente che ne risulta è quello di Fig.4.7. 

 

 
                                 Fig.4.7. circuito equivalente con il ritardo  
 

La netlist che implementa il circuito è riportata di seguito: 

delay 
Lp11 1 2 0.022362u 
E1 2 3 value={0.2824*V(31,32)} 
Lp22 3 4 0.022362u 
E2 4 5 value={0.2824*V(27,28)} 
E3 1 6 value={0.3741*V(17,18)+0.1019*V(23,24)} 
c11 6 0 0.839p 
E4 3 7 value={0.2524*V(11,12)+0.2524*V(21,22)} 
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c22 7 0 1.244p 
E5 5 8 value={0.3741*V(17,18)+0.1019*V(13,14)} 
c33 8 0 0.839p 
E6 9 10 value={V(6)} 
T1 9 10 11 12 Z0=1k TD=0.16667n 
R1 11 12 1k 
R9 9 0 1meg 
R10 10 0 1meg 
R11 11 0 1meg 
R12 12 0 1meg 
T2 9 10 13 14 Z0=1k TD=0.33333n 
R13 13 0 1meg 
R14 14 0 1meg 
R2 13 14 1k  
E7 15 16 value={V(7)} 
T3 15 16 17 18 Z0=1k TD=0.16667n 
R3 17 18 1k 
R15 15 0 1meg 
R16 16 0 1meg 
R17 17 0 1meg 
R18 18 0 1meg 
E8 19 20 value={V(8)} 
T4 19 20 21 22 Z0=1k TD=0.16667n 
R4 21 22 1k 
R19 19 0 1meg 
R20 20 0 1meg 
R21 21 0 1meg 
R22 22 0 1meg 
T5 19 20 23 24 Z0=1k TD=0.33333n 
R5 23 24 1k 
R23 23 0 1meg 
R24 24 0 1meg 
E9 25 26 value={V(1,2)}  
T6 25 26 27 28 Z0=1k TD=0.16667n 
R6 27 28 1k 
R25 25 0 1meg 
R26 26 0 1meg 
R27 27 0 1meg 
R28 28 0 1meg 
E10 29 30 value={V(3,4)} 
T7 29 30 31 32 Z0=1k TD=0.16667n 
R7 31 32 1k 
R29 29 0 1meg 
R30 30 0 1meg 
R31 31 0 1meg 
R32 32 0 1meg 
Is 0 1 pwl(0 0 0.015n 1e-3 0.135n 1e-3 0.15n 0)   
Rgen 1 0 10meg 
.op 
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.tran 0.1n 10n 

.probe 

.end 
 

Il risultato della simulazione è mostrato nella Fig.4.8 dove si nota come la soluzione sia 

ancora caratterizzata da un andamento di tipo oscillatorio, ma, diversamente dal caso in 

cui trascuravamo il ritardo, si ha uno smorzamento nel tempo  la cui conseguenza è 

l’annullamento della corrente dopo un tempo di circa 8ns. 

È utile discutere il significato fisico della soluzione ottenuta. Innanzitutto, osserviamo 

che il carattere oscillatorio dell’andamento della corrente è  da attribuirsi alle continue 

riflessioni che si hanno nella striscia di metallo. Quest’andamento oscillatorio è presente 

anche nella soluzione ottenuta col modello quasi statico. Tuttavia, il fatto di aver 

trascurato il ritardo non ci permetteva di tener conto dello smorzamento della corrente. 

Questo smorzamento è associato alle perdite per effetto di emissione di radiazioni dalla 

struttura. 
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          Fig.4.8. Andamento della corrente nell’induttore Lp11 del circuito equivalente con il ritardo. 
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          Appendice A 
 
    Calcolo delle Induttanze Parziali 
 

 

 
 

A.1 Calcolo delle Autoinduttanze Parziali 

Ricordiamo che l’induttanza parziale tra due celle k e m è definita come 

∫ ∫ ∫ ∫ −
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k m

k m
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0
mk

mk
km  ada
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4
Lp

mk

mk

rr
dldl

π
µ

 (A.1) 

dove ak e am sono le sezioni delle celle ed lk e lm rappresentano le lunghezze delle celle 

in questione nella direzione della corrente. Nell’integrando si è considerato il prodotto 

scalare di dlk e dlm in quanto l’induttanza parziale tra le due celle è nulla se le direzioni 

delle correnti nelle rispettive celle sono ortogonali. 

Le autoinduttanze parziali sono valutate dalla definizione di induttanza parziale data 

dalla (A.1) dove l’integrazione k e l’integrazione m sono entrambe sulla stessa cella 

∫ ∫ ∫ ∫
′

′

′
′

′

−
⋅

=
i ia a 
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l

0
ii22ii  ada

 WT
1

4
Lp

ii

ii

rr
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π
µ

 (A.2) 

Consideriamo la cella rettangolare mostrata in Fig.A.1. La soluzione della (A.2) per 

questa cella la si ottiene può ottenere in forma numerica che si presta ad essere 

implementata al calcolatore [15]. Di seguito è riportata la formulazione per il calcolo 

        140 
 
 



dell’autoinduttanza nel caso in cui il rapporto T/W non è eccessivamente piccolo. 

Introducendo le normalizzazioni  u ≡ l/W  e  ω ≡ T/W, l’autoinduttanza parziale è, 

allora, scritta come 
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dove 

( ) 212
1 u1A +≡  (A.4a) 

( ) 212
2 ω1A +≡  (A.4b) 

( ) 2122
3 uωA +≡  (A.4c) 

( ) 2122
4 uω1A ++≡  (A.4d) 
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In Fig.A.1 sono mostrati i risultati forniti dall’IBM relativi al calcolo 

dell’autoinduttanza parziale al variare del rapporto l/W per diversi valori di ω. Siccome 

gli errori che si commettono nella valutazione dell’induttanza con la formulazione (A.3) 

diventano abbastanza grandi per valori di u elevati e per piccoli valori di ω, viene 

fornita una seconda formulazione per celle di spessore infinitesimale che permette di 

ottenere degli errori molto piccoli per ω ≤ 0.01. La formulazione, basata 

sull’assunzione che ω = 0, è 
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                            Fig.A.1. Autoinduttanze parziali per celle rettangolari 
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Le normalizzazioni sono le stesse della Eq.(A.3). La linea a punti di Fig.A.1 mostra la 

valutazione della Eq.(A.5). 

 

A.2 Calcolo delle Induttanze Mutue Parziali 

Il calcolo delle induttanze mutue è relazionato a quello delle autoinduttanze. 

Consideriamo due celle che denotiamo con k e m, le quali sono caratterizzate dall’avere  
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Fig.A.2. Celle rettangolari allineate lungo z               Fig.A.3. Celle rettangolari parallele 

 

una lunghezza lk e lm, rispettivamente, e sezioni trasversali identiche ma arbitrarie (ak =  

am ≡ a). Cominciamo col caso in cui le celle sono sullo stesso asse come mostrato in 

Fig.A.2. Abbiamo due situazioni possibili. La prima è quella in cui le due celle siano 

l’una la continuazione dell’altra. Allora, si ha 

[ mmkkiikm LpLpLp
2
1Lp −−= ] (A.6) 

dove Lpii è l’autoinduttanza parziale di un conduttore i con sezione trasversale a e 

lunghezza li = lk + lm. 

La seconda situazione è quella  in cui le due celle sono separate da una distanza pari a 

ln. L’induttanza mutua risulta essere 

[ nnooqqllkm LpLpLpLp
2
1Lp +−−= ] (A.7) 

dove Lpll è l’autoinduttanza di una cella di lunghezza lm + lk + ln, e Lpoo, Lpqq si 

riferiscono a celle con lunghezza lm + ln e lk + ln rispettivamente. 

Passiamo, ora, al caso in cui abbiamo due celle parallele come mostrato in Fig.A.3. Le 
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due celle hanno sezione trasversale ak e am e la stessa lunghezza l. L’induttanza mutua 

tra queste celle risulta essere 

([ ]) 2
1 

mmkkiimmkk
2

iiiikm LpLpLpLpLpLpLpLp +−++=  (A.8) 

dove Lpii è l’autoinduttanza di una cella di sezione ak + am. 
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          Appendice B 
 
  Calcolo dei Coefficienti di Potenziale 
  parziali 
 

 

 

I coefficienti di potenziale sono definiti dalla seguente espressione 
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 (B.1) 

Il calcolo dei coefficienti viene svolto per i due casi di interesse generale mostrati in 

Fig.B.1 e Fig.B.2 [11]. Il coefficiente di potenziale per il caso di celle parallele mostrato 

in Fig.A.1 è 
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dove 

( ) 2122
m

2
k Cbaρ ++=  (B.3) 
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                                           Fig.B.1. Celle orientate in parallelo 

 

 

                                         Fig.B.2. Celle orientate in modo perpendicolare l’una all’altra 
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Per le celle rettangolari, con le notazioni indicate in Fig.7, il coefficiente di potenziale è 
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dove ρ e ak sono definiti come prima e in aggiunta si ha 

2
sbb b

ij1 +=  (B.6a) 

2
sbb b

ij2 −=  (B.6b) 

e dove 

2
fcc c

ij1 +=  (B.6c) 

2
fcc c

ij2 −=  (B.6.d) 

Sia la (B.4) che la (B.5) possono essere facilmente implementate in forma di subroutine 

in un programma per il calcolatore. 
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