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Introduzione 

Lo studio di reti complesse e l’analisi delle loro dinamiche è oggetto di studio in diversi 

settori: scientifici, sociali, tecnologici. 

In particolare, reti i cui nodi sono circuiti caotici sono particolarmente interessanti dal 

punto di vista ingegneristico in quanto trovano applicazione nel campo elettronico-

informatico (telefoni cellulari, sicurezza delle informazioni, robotica). Negli anni ’90, ad 

esempio, è stato sviluppato da Cuomo ed Oppenheim un circuito [1] basato sulla 

sincronizzazione di sistemi caotici per criptare dei file audio mascherandoli con un segnale 

caotico generato dal circuito. 

E’ in questo contesto che si inserisce il presente lavoro di tesi.  

Al fine di analizzare sperimentalmente dinamiche e sincronizzazione di reti complesse, 

nel laboratorio di Circuiti elettrici del dipartimento di Ingegneria Elettrica e delle 

Tecnologie dell’Informazione dell’Università di Napoli Federico II è stato realizzato un 

set-up in grado di realizzare varie tipologie di connessione. I nodi della rete sono costituiti 

da circuiti di Chua nominalmente identici tra loro. Il circuito di Chua è stato scelto in 

quanto presenta una dinamica complessa, è molto semplice da realizzare ed economico. 

Il set-up realizzato, che sarà ampiamente decritto nel Capitolo 2, è costituito da due 

schede che implementano sedici circuiti di Chua e quattro schede per la realizzazione dei 

link. La rete di interconnessione è composta da un sistema ad interruttori, pilotato da 

un’interfaccia USB, che realizza collegamenti non direzionali con resistenze variabili. Il 

sistema di acquisizione permette, poi, di studiare sincronizzazione e dinamica. Tramite il 

software Matlab®, è possibile controllare la rete realizzata in maniera del tutto automatica, 

cambiando sia la topologia di collegamento che il valore delle resistenze di collegamento. 

L’elaborato è quindi suddiviso in tre parti. Nel primo Capitolo vengono presentati i 

concetti alla base dello studio di reti complesse, della sincronizzazione e del clustering, e 

una breve descrizione del circuito di Chua. Il secondo Capitolo è dedicato alla descrizione 

del nuovo set-up realizzato da un punto di vista sia hardware che software. I risultati 

sperimentali, infine, sono riportati nel Capitolo 3, dove verrà analizzata la sincronizzazione 

per reti di 4,8,16 nodi, e il fenomeno del clustering  per reti di 5 e 8 nodi. 

 



 

Capitolo 1 
 
Reti complesse e sincronizzazione
 
 

1.1 Introduzione

I sistemi complessi occupano un ruolo fondamentale 

scienza, nell’economia. Basti pensare alla società in cui viviamo che non è altro che 

l’interazione tra miliardi di individui;

telefoni cellulari, con computer e sat

richiede l’attività di miliardi di neuroni del nostro cervello

finanziari tra nazioni e continenti.

 

 

 

 

Reti complesse e sincronizzazione

Introduzione 

I sistemi complessi occupano un ruolo fondamentale nella nostra vita quotidiana, nella 

asti pensare alla società in cui viviamo che non è altro che 

zione tra miliardi di individui; o alle reti di comunicazione che integrano miliardi di 

telefoni cellulari, con computer e satelliti; oppure la nostra capacità di ragionare e pensare 

richiede l’attività di miliardi di neuroni del nostro cervello; oppure, ancora i movimenti 

finanziari tra nazioni e continenti. 

Figura 1.1 Rete complessa 
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Reti complesse e sincronizzazione 

nella nostra vita quotidiana, nella 

asti pensare alla società in cui viviamo che non è altro che 

o alle reti di comunicazione che integrano miliardi di 

elliti; oppure la nostra capacità di ragionare e pensare 

; oppure, ancora i movimenti 
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Lo studio delle reti complesse, la loro descrizione e il loro controllo è quindi una delle 

sfide intellettuali e scientifiche principali del nostro secolo [2]. 

La difficoltà nel comprendere reti complesse è dovuta, in generale, a diversi fattori [3]: 

 

• evoluzione della rete nel tempo; 

• nodi che possono essere sistemi dinamici non lineari; 

• diversità tra i nodi; 

• complessità della struttura di interconnessione; 

• collegamenti tra i nodi che potrebbero avere peso e direzione diversi; 

 

La complessità della rete, quindi, fa riferimento al comportamento dei singoli nodi, ma 

anche alla struttura e al tipo di interconnessione: tutto ciò fa sì che il sistema nel suo 

insieme presenti dinamiche complesse e comportamenti diversi da quelli che il singolo 

nodo mostrerebbe se considerato singolarmente.  

La descrizione di sistemi di questo tipo risulta dunque complicata e necessita di 

molteplici informazioni come numero di nodi e collegamenti, degree distribution, 

coefficiente di clustering che verranno presentati nei paragrafi successivi. 

 

 

1.2 Reti complesse  

Come appena detto, una rete complessa è il risultato dell’interconnessione di nodi il cui 

funzionamento è influenzato dalla natura della rete. In questo lavoro di tesi, le reti oggetto 

degli esperimenti condotti sono costituite dal collegamento di N oscillatori caotici di Chua 

identici accoppiati linearmente tramite la variabile di stato vc1. 

Si consideri una rete di sistemi dinamici non lineari costituita da N nodi accoppiati, 

dove ogni nodo è caratterizzato da un set di equazioni differenziali non lineari n-

dimensionali del tipo: 

    )x(fx iii
.

=     (1.1) 
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Dove x= [x1,x2,…,xN]T Nℜ∈ è il vettore delle variabili di stato. L’intera rete, invece 

sarà descritta dalle equazioni di stato (1.2) 

  ix& = )x(HGc)x(f j

N

j
ijii ∑

=
+

1
     con N,...,,i 21=           (1.2) 

dove:   

• xi= [xi1,xi2,…,xin]
T  sono le variabili di stato del nodo i; 

• fi(xi): 
NN ℜ→ℜ è il campo vettoriale n-dimensionale che descrive le 

dinamiche del nodo i; 

• c> 0 rappresenta la costante di accoppiamento (coupling strenght); 

• )x(H : NN ℜ→ℜ è la funzione vettoriale di uscita; 

• G è la matrice di connettività, è una matrice simmetrica NN × con elementi 

strettamente negativi lungo la diagonale principale ( )iGii ∀< 0  e le cui 

righe hanno somma nulla 













∀=∑ iG

j
ij 0 . La matrice G specifica la 

topologia della connessione ed è legata alle matrici caratteristiche dei circuiti 

visti come N-poli. 

 

Se, come anche nel caso di interesse, la rete è costituita da nodi identici 

))x(f)x(f( ii = , connessi linearmente da un accoppiamento diffusivo, la (1.2) 

diventa [4]: 

 j

N

j
ijii

.
xlc)x(fx Γ+= ∑

=1    

i=1,2,…N  (1.3) 
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dove: l ij sono gli elementi della matrice laplaciana, che verrà introdotta nel paragrafo 

successivo, e NN×ℜ∈Γ  è una matrice binaria costante che definisce 

l’accoppiamento tra le variabili di stato. Indicando con γij i suoi elementi si ha, ad 

esempio:  

• 111 =γ , accoppiamento tra le variabili di stato [x11, x21,…,xN1]; 

• ,122 =γ  accoppiamento tra le variabili di stato .[x12, x22,,…,xN2]; 

Quindi gli N nodi sono accoppiati attraverso la loro i-esima variabile di stato.  

In un modello descritto dalla (1.3) i nodi della rete sono accoppiati linearmente e questo 

permette di descrivere il sistema complessivo attraverso i suoi sottosistemi: l’intera rete di 

interconnessione può essere vista come un N-polo lineare.  

In questo caso, considerando che le variabili di collegamento sono le vc1 dei circuiti 

di Chua, la matrice G = (Gij) non è altro che la matrice delle conduttanze di un 

generico N-polo resistivo lineare. Dalla teoria dei circuiti, si ha che una rete descritta 

dalla (1.3), soddisfa la condizione [4]: 

 

 

 0
1

=∑
=

N

i
ijG  ∑

≠=
−=⇒∀

N

ji,i
ijii GGj

1    

(1.4) 

 

 

In figura 1.2 è mostrato uno schema del sistema appena descritto: 
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Figura 1.2 Schema generale di una rete di connessione ad N nodi nel caso 

di collegamenti diffusivi non direzionali 

 

La relazione che intercorre tra i valori delle resistenze di collegamento e gli 

elementi Gij è data da: 

   

ij
ij R

G
1−= ji ≠                (1.5) 

Nel caso in cui la matrice G sia simmetrica, il numero dei suoi elementi è N(N-1)/2. 

Se tra i nodi sono presenti collegamenti di ugual peso (Rij = Rji∀ i≠j), la struttura 

della matrice G può essere semplificata ed espressa attraverso la costante di 

accoppiamento globale c e la matrice laplaciana L: 

 

   ijij cLG =    (1.6) 

 

La descrizione della rete attraverso la matrice di accoppiamento G e la sua 

corrispondente implementazione circuitale è del tutto generale e comprende più 

realizzazioni di reti di connessione equivalenti: le reti differiscono tra loro solo se 

cambia la matrice delle ammettenze indipendentemente dalla realizzazione fisica 

equivalente. 
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1.3 Reti e topologia 

Per descrivere la topologia di una rete complessa, qualunque sia la natura dei nodi che 

la costituiscono, bisogna far ricorso ad alcuni concetti fondamentali. 

La teoria dei grafi è la matematica alla base dello studio delle reti e fu introdotta 

Königsberg dal matematico svizzero Leonard Euler nel 1735 quando risolse il famoso 

problema dei ponti della città di Königsberg. 

Una rete generica può essere rappresentata come un grafo G = (L, E): dove V è 

l’insieme dei nodi, E è un insieme di coppie di nodi ossia l’arco che rappresenta la 

relazione di interconnessione tra gli stessi. 

Quindi, innanzitutto, un grafo è costituito da: 

 

• nodi. Unità elementare della rete; 

• link. Rappresenta il legame tra i nodi e determina la topologia della rete.  

I link possono essere non orientati (anche detti bidirezionali) e in questo caso 

l’interazione tra i due nodi è simmetrico, oppure orientati (o monodirezionali) 

quando, invece, l’interazione tra due nodi ha un verso preferenziale. In alcuni casi, 

ad ogni link, può essere associato un determinato peso. 

 

Gli indici che caratterizzano propriamente una rete sono: 

• cammino minimo. Percorso minimo tra due nodi, nel caso in cui agli archi non sia 

associato alcun peso, rappresenta il numero di archi necessari per giungere da un 

nodo a un altro;  

• distanza media. Media dei percorsi più brevi, calcolata su tutte le coppie di nodi 

della rete; 

• grado (degree).Numero di archi connesso a un nodo.  

Se si indica con ki il grado associato al nodo i, in una rete con link non orientati il 

numero totale di link è dato da [2]: 

   ∑
=

N

i
ik

12

1
    N numero di nodi  (1.7) 
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• degree distribution. E’ uno degli indici statistici più significativi per classificare 

una rete complessa e indica la probabilità che un certo nodo i abbia grado k. Per 

una rete di N nodi è definita come[2]: 

   
N

N
p k

k =     (1.8) 

Dove Nk è il numero di nodi con grado k e N è il numero totale di nodi.  

• coefficiente di clustering. Misura il grado di connessione di una rete, la tendenza 

di due nodi adiacenti ad un nodo comune di essere connessi l’uno con l’altro. 

 

Ad ogni grafo è possibile associare una serie di matrici che permettono di descriverlo. 

• Matrice di adiacenza. Indicata con A, la matrice di adiacenza di una rete di N 

nodi, sarà una matrice NN × con: 

aij=1 se i nodi i e j sono connessi tra loro; 

aij=0 se non c’è alcun collegamento tra il nodo i e il nodo j. 

Se le rete ha link non direzionali la matrice di adiacenza è simmetrica. 

• Matrice di grado. Generalmente è indicata con D è una matrice diagonale e ogni 

elemento sulla diagonale indica il grado k del nodo i. 

• Matrice laplaciana. Indicata con L, è definita dalla relazione L=D-A. Per come è 

definita, sarà simmetrica se la matrice di adiacenza risulta simmetrica. Gli 

autovalori di L sono del tipo N... λλλ <<<= 210  (N numero di nodi): il primo 

autovalore è sempre nullo e il primo autovalore diverso da zero, ovvero quello più 

piccolo in modulo (λ2), determina buona parte delle proprietà dinamiche della rete 

(paragrafo 1.4.3 Master Stability Function) 
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1.4 Nodi dinamici 

Circuiti di Chua nominalmente identici costituiscono, in questo lavoro di tesi, i nodi 

delle reti implementate e che verranno presentate nel Capitolo 3. 

Il circuito di Chua prende il nome dal suo inventore Prof. Leon O. Chua, docente 

nell’Università della California, Berkley ed è universalmente riconosciuto come 

l’implementazione elettronica più semplice e robusta di un oscillatore non lineare e che 

esibisce una dinamica complessa, biforcazioni e caos [5]. E’definito proprio paradigm of 

chaos, in quanto permette di studiare fenomeni non periodici in circuiti non lineari.  

 

Figura 1.3 Schema elettrico circuito di Chua 

E’ un circuito autonomo del terzo ordine che presenta le condizioni teoriche minime 

necessarie per poter mostrare dinamiche caotiche: 

• dinamica almeno del terzo ordine; 

• almeno un componente non lineare; 

• almeno un componente attivo. 

L’elemento non lineare è il diodo di Chua; gli elementi attivi sono lineari e sono i due 

condensatori C1 e C2 e l’induttore L(figura 1.3).  
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1.4.1  Modello 

Dallo schema elettrico del circuito di Chua in figura1.3, si vede che sono presenti, come 

già detto in precedenza, quattro componenti lineari: un resistore R, due condensatori C1 e 

C2, un induttore L; e un resistore non lineare il diodo di chua, già citato in precedenza. Il 

valore della resistenza R, dell’induttanza L e delle capacità C1 e C2 è positivo, quindi 

affinché il circuito oscilli, è necessaria la presenza del resistore non lineare attivo: la sua 

caratteristica tensione-corrente deve esibire regioni nel secondo e quarto quadrante (figura 

1.4), dove il prodotto v·i è negativo  (i è la corrente del diodo di Chua, v è la tensione ai 

suoi capi), deve quindi fornire energia agli elementi passivi. La caratteristica tensione-

corrente è una funzione lineare a tratti e il verso della corrente i è opposto a quello della 

corrente che scorre nella resistenza R 

 

Figura 1.4 Caratteristica diodo di Chua 

Analiticamente può essere espressa come: 

   0E)GG(vG abb ⋅−+⋅ se 0Ev −<  

            
=)v(f

          
vGa ⋅ se 00 EvE <<−                     (1.9) 

                                      0E)GG(vG bab ⋅−+⋅ se 0Ev >  

Dove bG e aG  sono parametri la cui variazione porta a una variazione della pendenza 

della caratteristica. 

Risolvendo, invece, lo schema elettrico del circuito del circuito di Chua, riportato in 

figura 1.3, si ottengono le seguenti equazioni: 
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1

1 1

Cdt

dvc = ( )[ ])v(fGvv cc −− 12  

                                        2

2 1

Cdt

dvc = ( )[ ]Lcc iGvv +− 21                  (1.10) 

                   Ldt

diL 1−= ( )LLc iRv −2  

dove: 

• vc1  è la tensione ai capi del condensatore C1; 

• vc2  è la tensione ai capi del condensatore C2; 

• RL  è la resistenza in serie all’induttanza e generalmente viene trascurata. 

Con le opportune sostituzioni, si può  riscrivere il sistema (1.10) rendendolo 

adimensionale. Si pone:  

=x
0

1
E

vc ;     =y
0

2
E

vc ;     =z
0E

iR LL ; 

=α ;
C

C

1

2 =β
L

RC 2
2 ;     =γ

L

RCRL 2 ; 

== ba bRG  

2RC

t=τ ;    )RCsgn(k 2=  

Si avrà, quindi: 
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     =
τd

dx ))x(fyx(k −−α  

                                    
=

τd

dy
)zyx(k +−                                                              (1.11)                                                                                                    

    =
τd

dz
)zy(k γβ +−  

dove: 

                     
)ba(bx)x(f −+=

2

1 { }11 −−+ xx
    

(1.12) 

 

 

1.4.2  Dinamiche 

Dopo aver introdotto il modello matematico per il circuito di Chua, si può passare alla 

descrizione delle sue dinamiche principali. A tal fine, è possibile osservare, in figura 1.5, 

l’intersezione tra la caratteristica del diodo di Chua e la retta di carico -1/R 

 

 

Figura 1.5 Intersezione caratteristica diodo di Chua-retta di carico 
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Le tre intersezioni rappresentano i punti di equilibrio del circuito, è chiaro che, al 

variare del valore della resistenza R, quindi al variare della pendenza della retta di carico, 

varia la dinamica del circuito: per questo R è detto parametro di biforcazione. In base alle 

condizioni iniziali degli elementi reattivi, il sistema volgerà verso una certa direzione 

lungo le traiettorie ed evolverà verso la stabilità o l’instabilità. Vediamo cosa accade al 

variare di R: 

 

                 (a)                                                      (b) 

 

(c)                                                             (d) 

 

         (e)                                                            (f) 

Figura 1.6 Andamento dell’orbita al variare di R 
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• per valori di R sufficientemente grandi si ha che i punti di equilibrio delle regioni 

esterne sono stabili, mentre l’origine è un punto di equilibrio instabile. A seconda 

dello stato iniziale, il sistema si porterà verso uno dei suoi punti di equilibrio 

stabile per rimanervi indefinitamente. Dalla figura 1.6a si vede che, ponendosi in 

un punto della regione interna, la traiettoria si allontanerà in modo esponenziale 

dall’origine verso le regioni esterne e con una traiettoria a spirale si porterà verso 

il punto di equilibrio; 

• diminuendo il valore di R, aumenterà il tempo necessario all’orbita per potarsi in 

uno dei punti di equilibrio stabile e si otterrà una biforcazione detta biforcazione 

di Hopf, In questo caso,  la dà origine a un’orbita periodica di periodo T che 

esegue un solo giro intorno al punto di equilibrio instabile, questo viene detto 

Ciclo limite 1 (figura 1.6b); 

• diminuendo ulteriormente il valore R, in corrispondenza di cui i punti di equilibrio 

delle regioni esterne perdono la loro stabilità e i punti instabili diventano tre. 

L’orbita esegue due o quattro giri attorno all’instabilità, questi cicli avranno 

periodo 2T o 4T e vengono detti rispettivamente Ciclo limite 2 (figura1.6c) Ciclo 

limite 4. 

• passando ad un valore di R ancora inferiore, i cicli diventeranno allora 8, 16, 32 e 

così via fino a raggiungere, al limite, infiniti cicli dell’orbita. Questa situazione 

corrisponde ad un attrattore strano, detto  attrattore a spirale di Chua (figura 1.6d); 

• diminuendo ulteriormente il valore della resistenza appaiono diversi attrattori di 

questo tipo separati uno dall’altro da zone ambigue. L’orbita esegue un fissato 

numero di giri attorno al suo punto instabile poi passa nella zona interna della 

linearità dell’elemento non lineare e qui compie una spirale attorno alla sua 

instabilità per poi ritornare nella zona di partenza. Le due spirali si uniranno 

pertanto nel formare questo nuovo tipo di attrattore chiamato attrattore Double 

Scroll (figura 1.6e); 

• si osserva, infine, un largo ciclo limite (figura 1.6f) che rappresenta il limite 

critico oltre il quale, un’ulteriore diminuzione di R, porterebbe a un’instabilità 

generale del sistema. 
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1.5 Sincronizzazione 

La sincronizzazione in sistemi le cui parti interagiscono tra loro è al centro della ricerca 

scientifica da molto tempo. I processi di sincronizzazione sono presenti ovunque in natura 

e svolgono un ruolo fondamentale nella fisica, biologia, la tecnologia [6]. E’ proprio in 

questi campi che trova applicazione il problema di nostro interesse: la sincronizzazione di 

reti dinamiche complesse costituite da oscillatori caotici. Questi sono caratterizzati da 

un’alta sensibilità alle condizioni iniziali: se due sistemi hanno gli stessi attrattori nello 

spazio di fase, partendo da condizioni iniziali molto vicine, le rispettive traiettorie 

diventano rapidamente incorrelate. Anche se sembrerebbe difficile o impossibile costruire 

sistemi sincronizzati in laboratorio, è proprio per questo che le tecniche di accoppiamento 

di due o più sistemi di questo tipo suscita grande interesse. Gli studi condotti su tale 

problematica valutano le condizioni e le evoluzioni per cui tutti i nodi della rete 

convergono asintoticamente verso un’unica traiettoria o su una soluzione desiderata.  

 

 

1.5.1  Definizioni 

In generale, si dice che una rete complessa è asintoticamente sincronizzata [7] quando: 

																																						lim�→∞ � )t(x)t(x ji − �= 0 )ji(j,i ≠∀          (1.13) 

Se questa condizione è verificata tutte le traiettorie convergono verso il sottospazio 

x1=x2=…=xN   detto synchronization manifold. Si definisce quindi stato sincrono N)t(s ℜ∈

la soluzione dell’equazione (1.4) valutata per un nodo isolato 

    ))t(s(f)t(s =&           (1.14) 

dove s(t) può essere un punto di equilibrio, un’orbita periodica o un attrattore caotico. 
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E’ possibile valutare la stabilità dello stato di sincronizzazione attraverso le dinamiche 

del nodo isolato, conoscendo la funzione non lineare f (e la soluzione s(t)), la costante di 

accoppiamento c, le matrici Γ e A. 

La sincronizzazione asintotica è però possibile solo se tutti i nodi presentano la stessa 

dinamica, ossia i loro campi vettoriali sono tutti identici e non c’è alcun disturbo o rumore 

della rete. In caso contrario si parla di bounded synchronization: 

 

																														lim																																							�→∞ )t(x)t(x ji − ε≤  ),ji(j,i ≠∀ 0>ε              (1.15) 

 

 

1.5.2 Indici di sincronizzazione 

Per valutare lo stato di sincronizzazione o de-sincronizzazione dei nodi che 

costituiscono una rete elementare, si può ricorrere alla definizione di alcuni indici di 

sincronizzazione. Per una rete semplice, costituita solamente da due nodi, bisogna 

considerare la differenza di due forme d’onda, quindi è possibile valutare tale indice come 

l’ rms della distanza (intesa come distanza euclidea) tra i due vettori che rappresentano i 

due segnali opportunamente campionati. Se invece, la rete è composta da N nodi, si può 

valutare il livello di sincronizzazione, misurando la distanza rms di ogni variabile di stato 

)t(x ji  dalla traiettoria media definita come [4]: 

   
j

ix = ∑
=

N

i

j
i )t(x

N 1

1
 N numero di nodi               (1.16) 

 

Se si definisce la differenza per lo j-esimo stato dell’i-esimo nodo come 

    
j
i

j
i

j
i xxx −=∆                          (1.17) 
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è possibile valutare il livello di sincronizzazione con una cifra di merito globale che prende 

il nome di errore di sincronizzazione (%SyncErr), calcolato come: 

 %
��
��� = 100
�
���
���
���
� 2

1 1

1
∑∑
= = 
















−

∆N

i

Ns

k
j
min

j
max

j
i

s xx

)k(x

NN
                                     (1.18) 

dove N è il numero dei nodi, Ns il numero dei campioni misurati e j
min

j
max xx − è un 

fattore di normalizzazione per ciascun set di misura variabile. L’errore di sincronizzazione 

va a zero quando tutte le tracce sono perfettamente sincronizzate, è uguale al 100% quando 

sono completamente incorrelate e la sincronizzazione è completamente persa. 

Un altro modo per calcolare il grado di sincronizzazione completa/bounded tra due stati 

corrispondenti è attraverso l’indice di cross-correlazione )x,x(I jicc delle corrispondenti 

serie tempo discreto )k(xi  e )k(x j  con sN,...,,,k 321= ( sN numero di campioni) [8]: 

 

  

[ ] [ ]

[ ] [ ]∑

∑

=

=

−−

−−
=

Ns

k
jjii

Ns

k
jjii

jiCC

X)k(xX)k(x

X)k(xX)k(x

)x,x(I

1

22

1

      

(1.19) 

dove )k(x
N

X
Ns

k
p

s
p ∑

=
=

1

1
 con p=i,j  è il valor medio della sequenza xp(k).L’indice 

(1.19) varia nell’intervallo [-1,1] ed è pari a:  

 

• 1 quando le due sequenze sono identiche; 

• -1 quando i due segnali sono opposti; 

• 0 quando le due sequenze sono completamente incorrelate. 
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Se si hanno N segnali discreti xp con p = 1...N, l’indice può essere definito calcolando 

prima la traiettoria media )k(x , come segue: 

   )k(x )X)k(x(
N p

N

p
p −= ∑

=1

1
         (1.20) 

e poi definendo N indici di sincronizzazione )x,x(I pCC  e calcolando il loro valore 

medio: 

   ∑
=

=
N

p
pCCCC )x,x(I

N
I

1

1
         (1.21) 

 

 

1.5.3 Master Stability Function 

Uno degli approcci più efficaci per lo studio della sincronizzazione di una rete descritta 

dalla (1.3) è quello della Master Stability Function (MSF) [9], valido nel caso in cui i nodi 

sono identici e connessi tra loro da una rete arbitraria. 

Si consideri un sistema costituito da N oscillatori non lineari accoppiati descritto dalla 

(1.4); quando tutti i nodi saranno sincronizzati ci sarà un’unica soluzione che risolve il 

sistema di equazioni e sarà xs=x1(t)=x2(t)=…=xN(t). Se si ha una perturbazione 

infinitesima δxi(t)= xi(t)-xs(t): la sincronizzazione può essere studiata linearizzando la 

perturbazione dinamica attorno alla soluzione di sincronizzazione. Quindi l’equazione del 

sistema sarà: 
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jiji

i xlcx)s(Df
dt

xd N

j
δδδ

Γ−= ∑
=1

         (1.22) 

 

dove Df(s)è lo jacobiano di f(s). 

E’ possibile diagonalizzare la matrice L, introdotta precedentemente, con un insieme 

di autovalori reali λi (i=1,2,…,N) e con i rispettivi auto vettori ei  (i=1,2,…,N); sia ora Q 

la matrice che ha per colonne gli autovettori di L, si pone: 

 

    xQy δδ 1−=     (1.23)  

     

 

Si ottiene allora: 

   [ ] ii
i yc)s(Df

dt

yd δλδ
Γ−=                (1.24) 

 

Ponendo, infine ki=cλi, l’equazione precedente diventa: 

          [ ] ii
i yk)s(Df

dt

yd δδ
Γ−=         (1.25) 

 

Dalla (1.25) è possibile calcolare gli esponenti di Lyapunov e il più grandi di questi è la 

MSF Λ(k). 

Esistono tre diversi tipi di MSF:  

 

• MSF di tipo 1: la funzione è inizialmente positiva e poi decresce fino a diventare 

negativa per un certo valore di k;  
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• MSF di tipo 2: la funzione è inizialmente positiva, poi diventa negativa per un certo 

valore ka e ritorna positiva per un certo valore kb, con ka<kb;  

• MSF di tipo 3: la funzione è inizialmente negativa per poi diventare positiva a 

partire da un certo valore ka. 

 

La costante c per circuiti di Chua accoppiati è data da: 

            
linkRC

RC
c

1

2=                                                     (1.26) 

In questo caso, in cui si considera l’accoppiamento tra circuiti di Chua tramite la variabile 

di stato vc1 la MSF è di tipo 1: decresce in maniera monotona in funzione di k e il sistema 

risulta sincronizzato per valori di k per cui risulta negativa Λmax(k) <0. 

In questo caso la matrice Γ è: 

















=Γ
000

000

001

 

 

e la figura 1.8 mostra l’andamento della MSF in questo caso particolare in cui la soglia di 

sincronizzazione è nel punto dato da kth=cth/λ2.  

Quindi utilizzando il software Matlab®, una volta fissati i valori dei parametri relativi 

all’ oscillatore di Chua (C1, C2, R, L), si calcola la MSF in funzione di k. Dal grafico è 

possibile ricavare il valore di k, a partire dal quale il sistema di N Chua è sincronizzato  

(kth), da questo si può calcolare il valore della resistenza di link corrispondente: 

 

                                        
th

thr kC

RC
R

1

2 2λ=                                            (1.27) 

 



 

 

Figura 1.8

Quindi, fissati tutti i parametri dell’oscillatore 

noto k si può ricavare il valore di soglia teorica 

quello sperimentalmente Rexp

 

 

 

Figura 1.7 Accoppiamento di due circuiti di Chua

Figura 1.8 MSF nel caso in cui la soglia è per kth=cth/λ

fissati tutti i parametri dell’oscillatore di Chua e la topologia di collegamento, 

si può ricavare il valore di soglia teorica Rthr che potrà poi essere confrontato 

exp. 

kth=6.1 
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Accoppiamento di due circuiti di Chua 

 

/λ2. 

la topologia di collegamento, 

che potrà poi essere confrontato con 



 

1.6 Clustering 

Nello studio di reti costituite da oscillatori caotici, non si può tralasciare l’analisi del 

fenomeno del clustering. 

Può essere definito come un processo di organizzazione in gruppi i cui membri 

presentano una dinamica simile

fenomeni di questo tipo (figura 

 

 

 

 

 

L’analisi del clustering è 

tesi, in quanto è stato rilevato che 

sincronizzazione alla de-sincronizzazione, 

Si nota, infatti, che quando la 

formarsi dei gruppi di nodi che tra loro restano ancora sincronizzati. La formazione dei 

clusters è strettamente legata alla to

fenomeno, bisogna far riferimento di nuovo alla teoria dei grafi. 

E’ stato già detto che a una rete è possibile associare un grafo che generalmente può 

risultare molto complesso, per questo spesso si ricorre all

vedrà il legame tra queste partizioni, quindi tra la struttura del grafo (quindi della rete) e

formazione di clusters. 

 

 

Nello studio di reti costituite da oscillatori caotici, non si può tralasciare l’analisi del 

Può essere definito come un processo di organizzazione in gruppi i cui membri 

presentano una dinamica simile tra loro. La maggior parte delle reti in natura presenta 

fenomeni di questo tipo (figura 1.9). 

                   

Figura 1.9 Esempio di clusters 

L’analisi del clustering è particolarmente interessante nel contesto di questo lavoro di 

rilevato che in reti di oscillatori non accoppiati, nel passaggio dalla 

sincronizzazione, possono formarsi dei clusters [10

Si nota, infatti, che quando la rete nelle sua totalità perde la sincronizzazione, possono  

dei gruppi di nodi che tra loro restano ancora sincronizzati. La formazione dei 

trettamente legata alla topologia della rete, per questo, 

bisogna far riferimento di nuovo alla teoria dei grafi.  

che a una rete è possibile associare un grafo che generalmente può 

risultare molto complesso, per questo spesso si ricorre alla sua partizione

il legame tra queste partizioni, quindi tra la struttura del grafo (quindi della rete) e
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Nello studio di reti costituite da oscillatori caotici, non si può tralasciare l’analisi del 

Può essere definito come un processo di organizzazione in gruppi i cui membri 

lle reti in natura presenta 

 

particolarmente interessante nel contesto di questo lavoro di 

in reti di oscillatori non accoppiati, nel passaggio dalla 

possono formarsi dei clusters [10]. 

rete nelle sua totalità perde la sincronizzazione, possono  

dei gruppi di nodi che tra loro restano ancora sincronizzati. La formazione dei 

pologia della rete, per questo, per analizzare il  

che a una rete è possibile associare un grafo che generalmente può 

sua partizione. Nel Capitolo 3 si 

il legame tra queste partizioni, quindi tra la struttura del grafo (quindi della rete) e la 
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(c) 

Figura 1.10 (a) Orbits partiton; (b) Equitable partition; (c) External equitable partition 

 

Le partizioni a cui si farà riferimento sono quelle elencate in seguito. 

• Sia X un grafo, se H≤ Aut(X) è un gruppo di automorfismi di X, si dice che due 

nodi u e v sono simili se c’è un automorfismo in H che crea una corrispondenza 

tra u e v. Le classi di equivalenza create da questa similitudine sono dette orbits. 

La partizione di X, così ottenuta è detto orbits partion. In questo caso, i nodi 

appartenenti allo stesso gruppo, hanno la stessa valenza [11] (figura 1.10a). 

• Equitable partition. 

E’ possibile dividere il grafo in gruppi di nodi C1,C2,…,Cr  non sovrapposti in modo 

tale che il numero delle connessioni tra il gruppo Cj e ogni nodo di Ci dipenda solo 

dalla scelta di i e j [12] (figura 1.10b). 

(a)                                                                         (b) 
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• External equitable partition. 

Il grafo è divisibile in m gruppi di nodi C1,…,Cm tali che ogni nodo in Ci ha lo 

stesso numero di connessioni con ogni nodo di Cj per ogni i,j con i≠j [13] (figura 

1.10c). 
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Capitolo 2 

 

Set-up sperimentale 

 

2.1 Introduzione 

 

Questo capitolo descrive il nuovo set-up sperimentale con cui sono state svolte le 

misure di sincronizzazione per  diverse topologie di rete costituite da circuiti di Chua 

nominalmente identici. Verrà presentata l’implementazione hardware, dunque la scheda 

degli otto circuiti di Chua, la scheda di interconnessione e la realizzazione dei collegamenti 

tra esse; inoltre, verrà descritto il driver Matlab® che ha permesso di ottenere le 

configurazioni analizzate in maniera totalmente automatica. 

 

 

2.2 Struttura del set-up 

Partendo da un livello di astrazione elevato, il set-up realizzato è quello mostrato nello 

schema a blocchi in figura 2.1 

 



 

Figura 

Sono riconoscibili quattro 

• blocco di realizzazione dei nodi;

• blocco di realizzazione delle interconnessioni

• sistema di acquisizione;

• sistema di controllo.

Il blocco di realizzazione dei nodi 

blocco di realizzazione delle interconnessioni 

realizzazione dei collegamenti; il 

9178 e quattro moduli di acquisizione NI 9215 della National Instruments

sistema di controllo composto da un calcolatore, attraverso cui, 

e allo standard di comunicazione seriale USB (Universal Serial Bus), è possibile settare il 

valore delle resistenze di link, i parametri dei nodi, e il 

Il sistema così costituito, realizzato come upgrade di un precedente set

possibilità di cambiare la 

collegare in maniera completamente automatica. 

Figura 2.1 Schema a blocchi del set-up sperimentale 

 

Sono riconoscibili quattro  parti fondamentali: 

occo di realizzazione dei nodi; 

realizzazione delle interconnessioni; 

istema di acquisizione; 

istema di controllo. 

blocco di realizzazione dei nodi è costituito da due schede di otto circuiti di C

zione delle interconnessioni è costituito, da quattro schede 

realizzazione dei collegamenti; il sistema di acquisizione, ovvero, uno Chassis cDAQ NI 

9178 e quattro moduli di acquisizione NI 9215 della National Instruments

composto da un calcolatore, attraverso cui, grazie al software Matlab

e allo standard di comunicazione seriale USB (Universal Serial Bus), è possibile settare il 

valore delle resistenze di link, i parametri dei nodi, e il tipo di connessione desiderato.

ì costituito, realizzato come upgrade di un precedente set

possibilità di cambiare la configurazione dei collegamenti, o il numero dei nodi da 

iera completamente automatica.  
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due schede di otto circuiti di Chua; il 

quattro schede preposte alla 

, ovvero, uno Chassis cDAQ NI 

9178 e quattro moduli di acquisizione NI 9215 della National Instruments®; e, infine, il 

grazie al software Matlab®  

e allo standard di comunicazione seriale USB (Universal Serial Bus), è possibile settare il 

tipo di connessione desiderato. 

ì costituito, realizzato come upgrade di un precedente set-up, offre la 

collegamenti, o il numero dei nodi da 
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In figura 2.2 è riportato il set-up vero e proprio dove sono riconoscibili, in particolare, le 

due schede degli otto circuiti di Chua e le quattro schede per i collegamenti. 

 

 

Figura 2.2 Set-up sperimentale 

 

 

2.3 PCB oscillatori caotici 

E’ un scheda prestampata (PCB) che implementa otto circuiti di Chua nominalmente 

identici e in regime double-scroll. Sono realizzati in modo da poter accedere facilmente e 

in maniera strutturata alle variabili di stato dei circuiti. Dalla figura 2.3 è possibile 

riconoscere: 
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• circuiti di Chua; 

• connettore per l’alimentazione; 

• connettori di collegamento al sistema di acquisizione; 

• pin per accedere alle variabili di stato dei circuiti; 

• connettori di collegamento e configurazione  per i circuiti di Chua. 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Figura 2.3 PCB oscillatori caotici 

I circuiti di Chua sono stati realizzati seguendo lo schema introdotto da Kennedy [5] che 

risulta semplice, robusto ed economico. In particolare, l’implementazione utilizzata è 

quella introdotta da Aguirre [14] di tipo "inductorless": l’induttanza è realizzata tramite un 

condensatore e un giratore con operazionali. Questo presenta notevoli vantaggi:  

• grazie all’assenza dell’induttore reale, le tolleranze sui componenti e sui parametri 

parassiti sono più facili da controllare; 

Connettore per l’alimentazione 

Circuito di Chua 

Connettore sistema di acquisizione 

Pin per il collegamento 

nodi-interconnessione 
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• le variabili di stato vc1,vc2 e iL (questa scalata da un certo valore di resistenza) 

possono essere misurate direttamente come tensioni; 

• i parametri dinamici sono facilmente scalabili (cambiando solamente i valori dei 

resistori) a frequenze di lavoro basse. 

 

 

2.4 PCB link e multiplexer 

Nel set-up realizzato sono presenti quattro schede di interconnessione identiche che 

permettono di collegare i circuiti di Chua al fine di realizzare le topologie desiderate. In 

ogni scheda si possono individuare: 

• otto potenziometri AD5293 per la realizzazione delle resistenze di link;  

• otto shift-registers U74HC595AG; 

• sedici multiplexer analogici DG408DY. 

Dal layout mostrato in figura 2.4 si può osservare nel dettaglio la struttura della scheda 

dove sono presenti: 

• connettori P1 e P2 per l’alimentazione e il trasferimento di dati (il 

microcontrollore PIC18F4550 invia informazioni circa il valore delle resistenze di 

link e il tipo di configurazione desiderato); 

• connettori P3 e P4 posti in parallelo per collegare le schede di circuiti di Chua alla 

scheda di interconnessione (i pin più esterni sono tutti a massa, il primo e l’ultimo 

pin di quelli interni sono a massa); 

• connettori a sei pin A B C D per i quattro potenziometri, disposti su un layer nei 

connettori da P101 a P108 (come sarà spiegato nel paragrafo successivo, i 

potenziometri sono posti solamente su due delle quattro schede); 

• connettori E F G H a otto pin (pin più esterni a massa) per collegare i quattro shift 

registers (U35 U37 U39 U41) alle resistenze offerte dai potenziometri; 



 

• multiplexer analogici

(ognuno dei quali controlla due multiplexer).

 

Sul lato inferiore della sc

sei pin per il collegamento dei potenziometri (disposti su un layer nei connettori da P109 a 

P116), e altri quattro connettori a otto pin per collegare le resistenze offerte dai 

potenziometri ad altri quattro shift register

collegati due jumpers per l’indi

se 3-2-1 sono le posizioni dei pin a partire da sinistra, 

posizione 2-1, nel secondo nella posizio

tutte le schede, in quanto dal calcolatore è possibile cambiare l’informazione da inviare al 

microcontrollore e cambiare quindi il tipo di indirizzamento

 

Figura

Per comprendere meglio, come avviene il collegamento tra circui

si può supporre di voler collegare due circuiti di Chua con la resistenza R1 offerta dal 

primo potenziometro, la resistenza R1 è collegata allo shift register SR0 che contro

analogici indicati con U1...U16 controllati dagli shift

(ognuno dei quali controlla due multiplexer). 

Sul lato inferiore della scheda, allo stesso modo, sono presenti altri quattro connettori a 

sei pin per il collegamento dei potenziometri (disposti su un layer nei connettori da P109 a 

P116), e altri quattro connettori a otto pin per collegare le resistenze offerte dai 

potenziometri ad altri quattro shift registers. Ai connettori P75 P76 P77 e P78 sono 

due jumpers per l’indirizzamento degli shift registers e dei potenziometri: 

1 sono le posizioni dei pin a partire da sinistra, nel primo caso i jumpers sono nella 

1, nel secondo nella posizione 3-2. Il posizionamento dei jumpers

quanto dal calcolatore è possibile cambiare l’informazione da inviare al 

microcontrollore e cambiare quindi il tipo di indirizzamento. 

Figura 2.4 Layout scheda interconnessione 

 

meglio, come avviene il collegamento tra circuito di Chua e resistori; 

di voler collegare due circuiti di Chua con la resistenza R1 offerta dal 

primo potenziometro, la resistenza R1 è collegata allo shift register SR0 che contro

34 

controllati dagli shift-registers 

altri quattro connettori a 

sei pin per il collegamento dei potenziometri (disposti su un layer nei connettori da P109 a 

P116), e altri quattro connettori a otto pin per collegare le resistenze offerte dai 

P75 P76 P77 e P78 sono 

e dei potenziometri:  

i jumpers sono nella 

2. Il posizionamento dei jumpers è uguale in 

quanto dal calcolatore è possibile cambiare l’informazione da inviare al 

 

to di Chua e resistori; 

di voler collegare due circuiti di Chua con la resistenza R1 offerta dal 

primo potenziometro, la resistenza R1 è collegata allo shift register SR0 che controlla due 
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multiplexer che funzionano da interruttori e che quindi, chiudendosi o aprendosi, 

realizzano o meno il collegamento.  

 

Figura 2.5 Connessione tra due Chua tramite la resistenza di link R1 

 

L’informazione che arriva alla scheda attraverso il microcontrollore è a 16 bit di cui, 

partendo da sinistra, i primi tre definiscono il numero della scheda (il collegamento 

avviene tramite la prima scheda, PCB0, quindi la sequenza di bit è "000"), i due bit 

successivi sono per il decoder (stiamo indirizzando gli shift registers, quindi "00"), tre per 

lo shift register (è SR0, quindi "000"), uno per il secondo interruttore (bit alto per 

chiuderlo), tre per il Chua collegato al secondo interruttore (e quindi "010"), un altro bit 

per il primo interruttore (bit alto per chiuderlo) e gli ultimi tre per il Chua collegato al 

primo, si ottiene quindi questa sequenza di bit “000 00 000 1 010 001 1 000” 

 

 

2.4.1 Potenziometro digitale AD5293 

L’AD5293 è un potenziometro digitale a singolo canale, a 1024 posizioni prodotto dalla 

Analog Device [15]. Opera come un resistore variabile per segnali analogici con una 

tolleranza minore dell’1%. Pur svolgendo la stessa funzione di un potenziometro 

meccanico, offre  migliore affidabilità, migliore risoluzione e un coefficiente di 

temperatura più basso (35ppm/°C). Può lavorare ad alte tensioni  e supporta sia il 

funzionamento dual-supply da ±10.5 V a ±15V che single-supply da 21V a 31V. 

L’AD5293 è disponibile nelle versioni a 20kΩ, 50kΩ (usato nel set-up realizzato) e 

100kΩ. Per descriverlo più nel dettaglio, nella figura 2.6 sono riportati lo schema a blocchi 

(a) e la pedinatura (b). 
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(a)                                                                                      (b) 

Figura 2.6 (a) Schema a blocchi AD5293; (b) Pedinatura AD5293 

Dallo schema a blocchi, si nota che il potenziometro contiene un’interfaccia seriale 

(SCLK,
�����������, DIN, SDO, RDY), compatibile con lo standard di comunicazione SPI, che 

permette di scrivere in ogni registro. E’ presente inoltre il registro logico standard RDAC 

che, in base al suo contenuto, determina la posizione del terminale di wiper (W): se è 

caricato con tutti zero, ad esempio, il terminale W è collegato al terminale B del resistore 

variabile. Il suo contenuto può essere cambiato più volte per ottenere il valore di resistenza 

desiderato; il pin di ready (RDY) viene usato per segnalare la completa scrittura o lettura 

dal registro RDAC. Bisogna, infine, ricordare che all’accensione il registro RDAC si porta 

al valore di half-scale (25kΩ nel nostro caso). L’AD5293 shift register è a 16 bit (figura 

2.7): 

• due bit non sono usati e sono settati a 0; 

•  quattro bit C3…C0 sono di controllo e determinano la funzione di comando 

software; 

•  dieci RDAC data bit (D9…D0) rappresentano il valore caricato nel registro. 

 

 

Figura 2.7 Shift-register data word 
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Come mostrato nella tabella di figura 2.8, affinché il valore riportato nei dieci data bit 

venga scritto nel registro RDAC, i quattro bit di controllo C3 C2 C1 C0 devono essere 

settati a “0001”. 

 

 

Figura 2.8 Tabella per i comandi software 

Per quanto riguarda il resistore variabile: l’AD5293 lavora in reostate mode solo 

quando due terminali vengono usati come resistore variabile (quello non usato può essere 

lasciato scollegato o connesso al terminale W, come mostrato in figura 2.9). 

 

 

Figura 2.9 Configurazione Reostate mode 

 

La resistenza nominale tra i terminali A e B, pari a 50kΩ in questo caso, ha 1024 punti 

accessibili dal terminale di wiper. Se D è l’equivalente decimale del codice binario caricato 

nei dieci data bit (D9…D0) del registro RDAC, la resistenza digitale d’uscita tra il 

terminale W e il terminale B è calcolata come: 

ABWB R
D

)D(R ×=
1024

 (2.1) 

Mentre per quella tra il terminale W e il terminale A è data da: 
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ABWA R
D

)D(R ×−=
1024

1024
         (2.2) 

E’ necessario ricordare, inoltre, che il terminale di wiper offre una resistenza di 120Ω, 

presente nella condizione di zero-scale, e che tra i terminali A e B, così come tra W e A o 

B, può scorrere una corrente massima di  ±3mA.  

Per comprendere meglio il settaggio del valore della resistenza, si può considerare di 

voler impostare la resistenza RWB a 9kΩ, dalla formula (2.1) ottengo che D, considerando 

solo la parte intera del risultato, è pari a 184; quindi i dieci data bit D0…D9 saranno pari a 

“0010111000”. Per poter scrivere questo valore nel registro RDAC, si porta a 1 il bit C0 e 

la parola di sedici bit sarà “0000010010111000”.  

 

 

2.4.2 Multiplexer DG408D 

L’integrato DG408DY è un multiplexer analogico a otto canali, progettato per collegare 

uno degli otto ingressi a un’uscita comune in base a una parola di indirizzi di tre bit (A0, 

A1, A2) [16].  

 

(a)                                                                                            (b) 

Figura 2.10 (a) Pedinatura DG408DY; (b) Tabella di verità DG408DY 
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I canali conducono corrente in entrambe le direzioni e allo spegnimento bloccano la 

tensioni sulle linee di alimentazione. 

Il segnale di enable (EN) consente all’utente di resettare tutti gli interruttori. Gli ingressi 

di controllo, di indirizzo (Ax) e di enable (EN) sono compatibili con le logiche TTL nel 

campo di temperatura specificato. I suoi principali punti di forza sono: 

• riduzione degli errori di switching; 

• glitching ridotto; 

• buona velocità di trasmissione dati;  

• ridotto consumo di potenza: range di alimentazione ampio: single-supply +5V 

fino a 36V, dual-supply ±5V fino a ±20V. 

 

 

2.4.3 Shift register 74HC595AG 

L’integrato UTC 74HC595AG [17] contiene un registro ad otto bit con reset asincrono 

e un latch ad otto bit. Ad ogni transizione basso-alto dello Shift Clock, il dato di ingresso 

seriale (SER) si sposta nel registro a scorrimento interno; il latch blocca il dato ad otto bit 

contenuto nello shift register durante ogni transizione basso-alto del Latch Clock. Le sue 

principali caratteristiche sono:  

 

• tensione operativa in un range di 2-6V; 

• alta immunità dal rumore; 

• uscita compatibile con logiche CMOS and TTL; 

• temperatura operativa in un range di  -40-125°C. 

Nelle figure successive sono riportate la pedinatura (figura 2.11) e la function table (figura 

2.12). 
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Figura 2.11 Pedinatura74HC595AG 

 
 

Figura 2.12 Function Table 74HC595AG 

 

 

2.5 Assemblaggio ed espandibilità 

La scheda di interconnessione appena descritta nelle sue varie parti nel paragrafo 

precedente, realizza una matrice di sedici colonne e otto righe. I multiplexer a stato solido 

permettono di collegare ciascuna colonna a un’unica riga: è possibile collegare più colonne 

ad una stessa riga, ma non è possibile collegare direttamente più righe ad una stessa 

colonna. Collegando i circuiti di Chua alle righe e i potenziometri alle colonne, questa 

limitazione non impatta negativamente sull’uso della scheda in questa particolare 

applicazione.  
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I sedici multiplexer sono controllati a gruppi di due in corrispondenza di due colonne 

consecutive,i due appartenenti allo stesso gruppo non sono indipendenti ed è necessario 

riprogrammarli sempre insieme.  

Nel set-up sperimentale realizzato, l’obiettivo era quello di avere una rete di 

interconnessione che permettesse di ottenere in maniera automatica un numero di  

topologie maggiore rispetto al precedente. A tal fine, i sedici circuiti di Chua disponibili 

sulle due schede (paragrafo 2.3) sono stati collegati attraverso quattro schede di 

interconnessione, solo due delle quali provviste di otto potenziometri AD5293. La matrice 

di interconnessione, infatti, può essere espansa in entrambe le direzioni (in corrispondenza 

delle righe e delle colonne) grazie alla duplicazione delle connessioni, sul lato destro per le 

righe e sul lato superiore e inferiore per le colonne (figura 2.13). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.13 Duplicazione dei collegamenti sulla PCB con potenziometri AD5293 

Connessione per la duplicazione delle 

righe (nodi) 

Connessione per la duplicazione delle 

colonne (resistori) 
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Quindi collegando due schede di cui una sola provvista degli otto potenziometri 

attraverso i connettori a otto pin E F G H, si riesce ad espandere il numero di circuiti Chua: 

avrò sedici Chua e otto resistori. Mentre collegando, attraverso i connettori sul lato destro, 

due schede entrambe provviste di potenziometri AD5293, riesco a espandere il numero 

delle colonne: avrò otto Chua e sedici resistori. Per comprendere meglio quanto detto, si 

può far riferimento allo schema, estremamente semplificato, in figura 2.14 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.14 Schema di interconnessione 

I collegamenti in blu rappresentano la connessione tra le schede di circuiti di Chua e le 

schede di interconnessione: i circuiti 1-8 sono collegati alla scheda di interconnessione 1, 

ma anche alla scheda 2 (questo grazie alla duplicazione delle connessioni sulla destra della 

scheda sopracitata); allo stesso modo i circuiti 9-16 sono collegati alle schede di 

interconnessione 3 e 4. I collegamenti in rosso, invece, rappresentano la connessione tra le 

schede di interconnessione: sono collegate tra loro le schede 1-2, 3-4 di cui solo la 1 la 3 

sono provviste di potenziometro AD5293. In questo modo i circuiti di Chua 1-8 (come 

anche i circuiti 9-16) hanno a disposizione sedici resistori per essere collegati tra loro. 

Questa configurazione permette di aumentare il numero di topologie realizzabili, con un 

numero di circuiti di Chua che può arrivare fino a sedici. Ovviamente, volendo collegare 

tutti i sedici nodi, potrò realizzare solo configurazioni ad anello, stella o array. Mentre avrò 

maggiori possibilità se diminuisco il numero di nodi. 

Scheda circuiti di Chua n°2 (circuiti 9-16) 

Scheda circuiti di Chua n°1 (circuiti 1-8) 

Scheda interconnessione n°1 (AD5293) 

Scheda interconnessione n°3  

Scheda interconnessione n°2 (AD5293) 

Scheda interconnessione n°4  
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2.6 Sistema di acquisizione 

Il sistema di acquisizione è costituito da uno Chassis NI cDAQ 9178 e quattro moduli di 

I/O 9215 entrambi della National Instruments®. 

 

2.6.1  Chassis NI cDAQ 9178 

Lo ChassiscDAQ (compactDataAcQuisition) 9178 è una piattaforma di acquisizione 

dati robusta e portatile che integra connettività e condizionamento del segnale I/O 

modulare per l’interfaccia diretta con ogni sensore o segnale. Offre la semplicità dei 

collegamenti USB plug-and-play (il dispositivo viene riconosciuto automaticamente dal 

calcolatore, una volta istallati i drivers) per misure elettriche e tramite sensori. Può 

contenere al massimo otto moduli di I/O della serie C della National Instruments® 

attraverso cui può ricevere o trasmettere contemporaneamente tutti i segnali di I/O. La 

comunicazione con il calcolatore avviene attraverso un’interfaccia USB Hi-Speed 2.0. Le 

sue principali caratteristiche, in relazione a segnali di ingresso analogici, sono[18]: 

• input FIFO size di 127 samples per slot; 

• frequenza massima di campionamento variabile in base ai moduli di I/O; 

• timing accuracy di 50 ppm of sample rate; 

• timing resolution di 12.5 ns; 

• numero di canali supportati variabile in base ai moduli di I/O. 
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Figura 2.15 Schema del NI cDAQ 9178[19] 

 

 

2.6.2 Modulo di I/O NI 9215 

Il modulo NI 9215 è un modulo di ingresso analogico per l'utilizzo con NI 

CompactDAQ, dotato di quattro canali; nel set up sperimentale realizzato, all’interno dello 

Chassis NI cDAQ 9178 sono alloggiati quattro di questi moduli, quindi ho sedici canali, 

uno per ogni circuito di Chua. Oltre ai quattro canali di ingresso analogici campionati 

contemporaneamente, include un registri di approssimazione successiva (SAR) e un 

convertitore analogico-digitali a sedici bit (ADC). 

Le principali caratteristiche sono[20]: 

 

• quattro canali analogici di input; 

• input range di ±10.0 V; 

• range di temperatura da −40/ ◦C a 70/ ◦C; 

• connettori BNC di I/O. 
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Figura 2.16 Modulo di I/O NI 9215 

 

 

2.7 Controllo 

Il microcontrollore PIC18F4550 e il software Matlab® permettono di realizzare le 

topologie di rete desiderate in maniera completamente automatica: è possibile così 

modificare i collegamenti e il valore delle resistenze di link per realizzarli.  

 

 

2.7.1 Microcontrollore PIC18F4550 

Il microcontrollore PIC18F4550 (figura 2.17a) a otto bit offre tutti i vantaggi dei 

microcontrollori PIC18 quali ottime prestazioni e prezzo contenuto, ma, grazie ai 

miglioramenti introdotti, risulta uno dei più avanzati e particolarmente indicato per 
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applicazioni ad alte prestazioni. E’ implementato con la tecnologia Nano WATT che 

consente di ridurre il consumo di potenza durante il suo funzionamento. Dispone di 

sofisticati protocolli per la comunicazione come quello SPI, EUSART ed in particolare 

quello USB (Universal Serial Bus), che rende  la trasmissione dati veloce e con ottime 

prestazioni; può operare in due modalità standard USB:Full Speed (12Mbit per secondo) o 

Low Speed  (1.2Mbit per secondo). E’ dotato, inoltre, di una memoria EEPROM 

(Electrically Erasable and Programmable Read Only Memory) a 256 bytes, 2KB di 

SRAM (Static Ram) e 32KB di memoria flash[21]. 

 

                                                  (a)                                                            (b) 

Figura 2.17 (a) Microcontroller PIC18F4550; (b) Pedinatura PIC18F4550 

Le altre principali caratteristiche sono: 

• frequenza operativa: 48 MHz; 

• un modulo USB; 

• packages: 28-Pin PDIP 28-Pin SOIC. 

 

Nella figura 2.17b è riportata la pedinatura del microcontrollore: i quaranta pin, di cui 

trentacinque di Input/Output, sono divisi in cinque porte ognuna delle quali è associata a 

un registro a otto bit per definire le operazione di I/O. Nel set-up sperimentale realizzato, il 

microcontrollore è montato su una PCB progettata per inserire il dispositivo nella presa 

standard USB con un opportuno cavo (figura 2.18). Sulla scheda sono presenti anche i 

connettori per l’alimentazione e per il trasferimento dei dati alle schede di interconnessione 

con le quali comunica.  
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Figura 2.18 Microcontrollore PIC18F4550 montato su PCB 

 

 

2.7.2  Driver Matlab 

Il software Matlab® offre diversi vantaggi: implementa funzioni già esistenti, ha un 

debugger abbastanza semplice, offre la possibilità di modificare molte delle funzioni già 

presenti, consente di ottenere dei mat-files indipendenti dal sistema operativo che 

conservano dati e informazioni sulle variabili. Permette, inoltre, lo sviluppo di algoritmi 

paralleli in maniera piuttosto semplice.  

A un driver era già presente, in quanto sviluppato per un set-up precedente sono state 

apportate le modifiche necessarie a questo lavoro di tesi. Prima di passare a una 

descrizione più dettagliata,a grandi linee, si può affermare che le funzioni assolte dal 

software permettono all’utente di: 

• scegliere il numero di nodi da collegare; 

• stabilire la topologia della rete; 
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• stabilire l’intervallo di valori per le resistenze di link; 

• visualizzare le forme d’onda dei segnali acquisiti; 

• ottenere i dati di interesse per la successiva elaborazione. 

 

Per quanto riguarda la descrizione più dettagliata delle parti principali del driver realizzato, 

come precedentemente detto, è attraverso quest’interfaccia che è possibile scegliere 

numero di nodi e tipo di configurazione, questo è possibile grazie a queste istruzioni 

presenti nel main: 

 

Nchua=input( 'Insert the number of Chua : ' ) 
cnf=input([ 'Choose configuration type  1(Ring)?  2(Array)?  

3(Star)?  4(ALL2ALL)?' ]) 
if cnf==1 
    conf= 'ring' ; 
elseif cnf==2 
    conf= 'array' ; 
elseif cnf==3 
    conf= 'Star' ; 
elseif cnf==4 
conf= 'all2all' ; 
end  
 

Nel main, sono poi richiamate le funzioni che saranno spiegate nel seguito ed è, inoltre 

calcolata, la Rthr  con l’approccio MSF: 

 

k=6.1; 

C1=10.05e-9; C2=100.65e-9; Rchua=1796; 

RLMSF=C2*Rchua*lambda2/(C1*k) 

 

Una volta scelta la tipologia da realizzare, vengono costruite due matrici: una di 

connessione MA, che indica i nodi connessi, e una delle resistenze MR che definisce il 

valore di ogni resistenza.  
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Per la matrice MA: nella funzione AdjMatrix.m viene costruita la matrice CM di sette 

righe e trentadue colonne, che può essere considerata divisa in quattro “sottomatrici”  di 

sette colonne e otto righe (ognuna fa riferimento a una scheda di interconnessione). Ogni 

riga contiene informazioni circa: numero della scheda di interconnessione,  decoder e 

quindi tipo di indirizzamento (dato che stiamo definendo una connessione, stiamo 

indirizzando gli SR e questo bit sarà sempre zero), numero dello shift-register, multiplexer 

e numero dei circuiti di Chua connessi. 

 

CM=























 °

.......

.......

.......

.......

.......

ChuaMUXChuaMUXSRDecschedaN ji 12

 

 

In ognuna delle “sottomatrici” di otto righe o sette colonne, la prima colonna può 

assumere un valore che va da 0 a 3; il valore della colonna corrispondente allo shift 

register va da 0 a 7; MUX2 fa riferimento al secondo interruttore pilotato dallo SR 

corrispondente alla resistenza di collegamento (troveremo 1 se l’interruttore è chiuso, zero 

se è aperto); Chuai è il numero del circuito di Chua collegato a MUX2 (può variare da 1 a 

16). Allo stesso modo, MUX1 è il primo interruttore pilotato dallo SR corrispondente alla 

resistenza di collegamento e Chuaj è il numero del circuito di Chua ad esso collegato. 

Siano i e j due nodi del circuito, la matrice viene costruita in questo modo:  

• se i≤8 e j≤8 uso le prime sedici righe delle matrice; 

• se i≤8 e  9≤j≤16 uso tutte le 32 righe della matrice; 

• se i≤8 e j≤8 dovrei usare le righe dalla 17 alla 32; però, in questo caso, controllo 

prima che la riga 17, in corrispondenza della quarta e sesta colonna (relative agli 

interruttori), non sia già stata occupata; se non è così posso occupare la riga 17, 

altrimenti passo alla successiva. A tal proposito, è riportato di seguito il codice 

Matlab (SR2 è l’indice di riga ed è inizializzato a 17). 
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i>=8 && j>=8 

               check=0; 
if  CM(SR2,4)==0 && CM(SR2,6)==0 
                CM(SR2,4)=1; 
                CM(SR2,5)=j-9; 
                CM(SR2,6)=1; 
                CM(SR2,7)=i-9; 
else  
check=check+1; 
                  CM(SR2+check,4)=1; 
                  CM(SR2+check,5)=j-9; 
                  CM(SR2+check,6)=1; 
                  CM(SR2+check,7)=i-9; 
end  
               SR2=SR2+1; 
 

Ogni riga della matrice CM, così definita viene convertita in binario, in questo modo il 

dato è nel numero di bit necessario alla comunicazione con le schede (nel codice Matlab 

matrice CMM), ogni riga di quest’ultima verrà poi convertita in esadecimale byte per byte 

e l’informazione potrà così essere inviata al microcontrollore che sarà in grado di leggerla. 

Solo a questo punto avremo la matrice MA, costituita da 32 righe e 4 colonne: 

MA=



























 °

....

....

....

....

....

....

ChuaChuaSRschedaN ji

 

Per quanto riguarda la struttura della matrice delle resistenze MR, invece,nella funzione 

MatlabCreateResistorMatrix.m, viene costruita la matrice M costituita da cinque colonne e 

tante righe quanti sono i resistori sulla scheda. 
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M=



























 °−°

.....

.....

.....

.....

.....

.....

yxsReNDECschedaN 1

 

 

Nella seconda colonna si ha sempre 1 perché si stanno indirizzando i potenziometri; la 

terza colonna rappresenta il numero del resistore e ad essa corrisponde un valore da 1 a 16; 

x ed y sono due numeri che rappresentano il valore desiderato, calcolato nel codice Matlab 

come di seguito:  

RI=floor(D/256);          (2.3) 

RF=round((D/256-RI)*256);            (2.4) 

RI=RI+4;           (2.5) 

 

 

Dove : 

1024×=
maxR

Rlink
D                (2.6) 

Questo algoritmo permette di inviare al microcontrollore i due byte di cui è composta la 

parola di 16 bit riportata in figura 2.17. 

Le istruzioni (2.3) e (2.4), permettono di inviare il byte D7…D0, mentre l’istruzione 

(2.5) il byte più significativo (si ricordi che i bit C3…C0 devono essere settati a 0001, 

quindi nei sei bit più significativi è codificato 4). Tornando alla matrice M, ogni sua riga 

viene poi convertita in binario per ottenere la matrice MM che, a sua volta, sarà convertita 

in decimale (raggruppando i bit da sinistra verso destra in due stringhe da quattro bit e due 
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stringhe da otto) e si avrà la matrice MM2. A questo punto, l’ultima conversione in 

esadecimale darà la matrice MR, con i valori di resistenza settati. 
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Capitolo 3 

 

Risultati sperimentali 

 

3.1 Introduzione 

 
Dopo aver descritto nei capitoli precedenti le basi teoriche e il nuovo set-up 

sperimentale realizzato per questo lavoro di tesi, in questo capitolo si riportano i risultati 

sperimentali per sincronizzazione e clustering ottenuti investigando diverse tipologie di 

collegamento con diverso numero di nodi. 

 

 

3.2 Risultati sulla sincronizzazione 

 
Gli esperimenti sulla sincronizzazione sono stati condotti su diverse topologie di rete 

costituite da quattro, otto e sedici nodi.  

L’obiettivo è stato quello di studiare sperimentalmente la dinamica e quindi la 

sincronizzazione di tali reti e di confrontare la soglia teorica Rthr con quella sperimentale 

Rexp. 

Il primo passo è stato dunque quello di calcolare nel codice Matlab la soglia teorica 

kC

RC
Rthr

1

22 λ
= , seguendo l’approccio già introdotto nel Capiloto 1. Sono stati poi condotti 

gli esperimenti realizzando i collegamenti con resistenze Rlink dello stesso valore: dal driver 
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Matlab tale valore è stato fatto variare da un minimo di 180Ω a un massimo scelto in base 

al risultato ottenuto per Rthr. 

La soglia teorica  è stata infine confrontata con quella sperimentale (Rexp).  

Risulta interessante condurre gli esperimenti sia per valori crescenti che decrescenti di 

Rlink, in quanto nel primo caso, si parte da una condizione in cui i nodi sono sincronizzati e 

si va verso la de-sincronizzazione; nel secondo, al contrario, si parte da una situazione in 

cui i nodi non sono sincronizzati e si raggiunge la sincronizzazione, quindi è sicuramente 

utile valutare il valore di soglia sperimentale( Rexp,inc e Rexp,dec) in entrambe le situazioni.  

Ognuno di questi due valori è stato confrontato con quello teorico, calcolando l’errore 

percentuale: 

100⋅
−

=
thr

expthr

R

RR
error%                                  (3.1) 

Per valutare le soglie sperimentali Rexp,inc e Rexp,dec è stato necessario scegliere una 

soglia: da un’ispezione visiva delle forme d’onda si è visto che per avere un risultato 

affidabile per Rexp, quindi per ottenere un valore per il quale le vc1 avessero un andamento 

sincronizzato, è opportuno tener conto dell’indice di cross-correlazione ICC. Per tutti gli 

esperimenti condotti si è dunque ritenuto opportuno considerare una buona 

sincronizzazione per  ICC≥0.9990.  

                        
                                          Figura 3.1 Topologia di rete per N=4 

(a)-Ring                            (b)-Array                   (c)-Star 

    (d)-All-to-all                     (e)-Generic             (f)-Near all 
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Nella figura precedente sono riportate le topologie analizzate con un numero di nodi 

N=4. 

Attraverso il software Matlab, per ognuna di esse, è stata calcolata la matrice laplaciana 

L e i suoi autovalori, tra questi si è scelto il primo auto valore non nullo λ2 per calcolare la 

resistenza Rthr, come in (1.26). 

Ad esempio, per la configurazione A, che non è altro che un collegamento ad anello, la 

matrice laplaciana è: 

L=


















−−
−−

−−
−−

2101

1210

0121

1012

 

 

Da cui si ricava l’autovalore λ2 è pari a  4 e dalla (1.24) che Rthrè pari a 5897.3Ω.  

In questo caso particolare gli esperimenti sono stati condotti facendo variare la 

resistenza di collegamento in un range 180-15000Ω. Nella tabella 3.1 sono riportati i 

risultati ottenuti per valori crescenti di Rlink, in particolare troviamo: 

• il valore di soglia teorica Rthr; 

• il valore di soglia sperimentale Rexp,inc; 

• il valore dell’indice ICC in base al quale è stata trovata la Rexp,inc; 

• l’errore percentuale calcolato come in (3.1). 

 Rthr[Ω] Rexp,inc[Ω] ICC %error 

A-Ring 5897 6207 0.9998 5.3 

B-Array 1727 1807 0.9997 4.6 

C-Star 2949 3077 0.9993 4.3 

D-All-to-all 11795 12705 0.9998 7.7 

E-Generic 2949 2881 0.9998 2.3 

F-Near all 5897 6399 0.9996 8.5 

 

Tabella 3.1 Risultati sperimentali per N=4 (Rlink crescente) 
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Dai risultati ottenuti, è interessante sottolineare come la topologia A e F, seppure 

diverse, abbiano lo stesso valore di soglia teorica, mentre i valori sperimentali risultano 

diversi tra loro. Le stesse considerazioni possono essere fatte per le topologie C ed E, dove, 

invece, anche i valori di soglia sperimentali risultano tra loro simili. 

Possiamo notare che il valore di soglia sperimentale risulta sempre maggiore di quello 

teorica, ad eccezione della topologia G, dove Rexp,inc risulta leggermente minore del valore 

di soglia teorica, registrando comunque un errore percentuale del 2.30% che è il più basso 

tra quelli trovati. 

Per la topologia A, si possono prendere in considerazione le forme d’onda della vc1in 

corrispondenza di una resistenza di link pari a 6207Ω: dalla figura 3.2a, è evidente che per 

tale valore le forme d’onda sono ancora sincronizzate, mentre per un valore di resistenza  

immediatamente successivo pari a 6255Ω la perdita della sincronizzazione è già evidente 

(figura 3.2b). 

 

 

  (a)   (b) 

Figura 3.2 (a)vc1 sincronizzate per Rlink=6207Ω; (b) Perdita della sincronizzazione per Rlink=6255 Ω 

 

Nella figura 3.3, si riporta l’andamento di 1-ICC per tutte le tipologie analizzate con 

N=4. Gli andamenti sono piuttosto simili, con inevitabili differenze dovute al diverso tipo 



57 

 

di collegamento. Il segmento verticale, rappresenta, per ogni configurazione, la soglia 

teorica. Dal grafico si nota che le configurazioni C ed E che ricordiamo avere lo stesso 

valore di Rthr, hanno un andamento di 1-ICC identico, infatti sono quasi perfettamente 

sovrapposti; invece le topologie A e F, pur avendo lo stesso valore di soglia teorico, 

presentano un andamento di 1-ICC  molto simile tra loro, ma non identico e questo, rispetto 

al caso precedente, è dovuto a una maggior differenza tra i valori di soglia sperimentali 

trovati. 

 

Figura 3.3 1-ICC per configurazioni con N=4 

 

E’ stato condotto la studio sperimentale anche per valori decrescenti di Rlink. I risultati 

ottenutisono riportati nella tabella 3.2. 

 Rthr[Ω] Rexp,dec[Ω] ICC %error 

A-Ring 5897 5620 0.9992 4.7 

Top. B-Array 1727 1807 0.9996 4.6 

Top. C-Star 2949 3029 1 2.7 

Top.D-All-to all 11795 12121 0.9997 2.8 

Top.E-Generic 2949 3129 0.9999 6.1 

F-Near all 5897 6456 0.9997 9.5 

 

Tabella 3.2 Risultati sperimentali per valori decrescenti di Rlink 
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Anche in questo caso, la soglia sperimentale è maggiore di quella teorica ad eccezione 

della topologia A, dove comunque l’errore commesso resta accettabile. 

Negli esperimenti condotti per N=4, si può notare che l’errore commesso tra soglia 

teorica e sperimentale non è mai superiore al 10%. 

Si possono confrontare i valori delle soglie sperimentali trovate per valori di Rlink 

crescenti e decrescenti, prendendo come valore di riferimento Rexp,inc (Tabella 3.3).La 

differenza maggiore si nota per la configurazione ring, mentre per configurazione array, il 

risultato sperimentale è esattamente uguale. 

 
 Rexp,inc[Ω] Rexp,dec[Ω] %distance 
A-Ring 6207 5620 9.5 
B-Array 1807 1807 0 
C-Star 3077 3029 1.6 
D-All-to all 12705 12121 4.6 
E-Generic 2881 3129 8.6 
F-Near all 6399 6456 0.9 

 

Tabella 3.3 Confronto Rexp,inc e Rexp,dec 

Lo stesso studio è stato condotto per un numero maggiore di nodi. 

 

Figura 3.4 Topolgie di rete per N=8 

           (a)-Ring                          (b)-Array                          (c)-Star 

                             (d) -Generic                       (e)-Bipartite               (f)-Second near 
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Per N=8, le topologie analizzate sono riportate nella figura 3.4. 

I risultati sperimentali ottenuti per valori crescenti di Rlink, sono riportati nella tabella 

3.3  

 

 

 Rthr[Ω] Rexp,inc[Ω] ICC %error 
A-Ring 1727 1807 0.9999 4.6 
B-Array 449 486 1 8.3 
C-Star 2949 2929 0.9998 0.7 
D-Generic 1607 1711 0.9997 6.5 
E-Bipartite 940 886 1 5.7 
F-Second near 3739 3763 0.9999 0.7 

 

Tabella 3.3 Risultati sperimentali per N=8 (Rlink crescente) 

L’andamento di 1-ICC per le configurazioni analizzate è riportato nella figura 3.5, i 

segmenti verticali rappresentano, come nel caso N=4, i valori di soglia teorica.  

E’ evidente che per la configurazione F-second near (in rosa nel grafico), abbiamo una 

perfetta coincidenza tra la soglia sperimentale e quella teorica, in accordo con l’errore 

calcolato (0.65%); cosa che non accade nei casi come la configurazione A-array dove 

l’errore commesso risulta maggiore.  

 

Figura 3.5 1-ICCper configurazioni N=8 
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I risultati ottenuti decrementando il valore di Rlink sono riportati nella tabella 3.4 

 

Tabella 3.4 Risultati sperimentali per N=8 (Rlink decrescente) 

La distanza percentuale tra il valore Rexp,inc e Rexp,dec è riportato nella tabella 3.5 

 Rexp,inc[Ω] Rexp,dec[Ω] %distance 
Ring 1807 1856     2.1 

 

B-Array 486 486 0 
C-Star 2929 2978 1.7 
D-Generic 1711 1759 2.8 
E-Bipartite 886 982 10.8 
F-Second near 3763 3960 5.2 

 

Tabella 3.5 Errore commesso tra Rexp,inc e Rexp,dec 

Per N=16, le configurazioni studiate sono riportate nella figura 3.6 

 

                               (a)-Ring                                (b)-Array                            (c)-Star 

Figura 3.6 Configurazioni N=16 

 Rthr[Ω] Rexp,dec[Ω] ICC %error 
A-Ring 1727 1856 0.9995 7.4 
B-Array 449 486 1 8.3 
C-Star 2949 2978 0.9998 1 
D-Generic 1607 1759 1 9.5 
E-Bipartite 940 982 0.9999 4.5 
F-Second near 3739 3960 0.9998 5.9 
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Nella tabella 3.6 sono riportati i risultati sperimentali per valori crescenti di Rlink. Si può 

notare che per la topologia C-array, non è stato possibile eseguire  confronto tra soglia 

teorica e soglia sperimentale, in quanto, in questo caso, Rthr è pari a 113.3Ω che è un valore 

più basso del minimo valore settabile. 

 

 Rthr[Ω] Rexp,inc[Ω] ICC %error 
A-Ring 449 486 0.9998 8.3 
B-Star 2949 2978 0.9991 1 
C-Array 113 Out of range      -      - 

 

Tabella 3.6 Risultati sperimentali per le configurazioni con N=16 (Rlink crescente) 

 

Di seguito sono riportati gli andamenti di 1-ICC  per le configurazioni analizzate 

 

Figura 3.7 1-ICC per configurazioni con N=16 

E’ interessante notare l’andamento delle vc1, per la configurazione star, nel caso in cui i 

nodi risultano ancora sincronizzati (figura 3.8a) e quando, perdono, invece, la 

sincronizzazione (figura 3.8b). 
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(a) (b) 

Figura 3.8 (a) vc1 per Rlink=2987Ω, nodi sincronizzati; (b) vc1 per Rlink=3763Ω, nodi de-sincronizzati. 

Si nota che, per valori di resistenza di link maggiori della soglia sperimentale 

l’ampiezza della vc1 dell’unico nodo a cui sono collegati tutti gli altri è estremamente 

minore rispetto alle vc1 dei restanti N-1 nodi. Ovviamente questo accade, sempre in questo 

tipo di configurazione, qualsiasi sia il numero di nodi costituenti la rete. 

I risultati ottenuti per valori decrescenti di Rlink, sono riportati nella tabella 3.7 

 

 

Tabella 3.7-Risultati sperimentali per configurazioni con N=16 (Rlink  decrescente) 

 

Distanza percentuale tra il valore Rexp,inc e Rexp,dec 

 

 

 Rthr[Ω] Rexp.dec[Ω] ICC %error 
A-Ring 449 486 0.9999 8.3 
B-Star 2949 2832 0.9992 4.0 
C-Array 113 Out of range      - - 
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 Rexp,inc[Ω] Rexp,dec[Ω] %distance 

A-Ring 486 486 0 

B-Star 2978 2832 4.9 

 

Tabella 3.8 Errore commesso tra Rlink,inc e Rlink,dec 

 

E’ interessante notare come per la configurazione starla soglia teorica Rthr è 

indipendente dal numero di nodi, infatti è sempre pari a 2948.7Ω dato che  l’autovaloreλ2 è 

sempre pari a uno. I grafici in figura 3.9 mostrano l’andamento di 1-Icc ottenuto per valori 

crescenti (a) decrescenti (b) di Rlink: in tutti i casi, ossia per reti di 4,8 e 16 nodi si nota che 

il segmento verticale che rappresenta il valore di soglia teorica è unico. 

 

                                            (a) (b) 

Figura 3.9 (a) 1-Icc per la topologia star per N=4,8,16 (Rinc); (b) 1-Icc per la topologia star per 

N=4,8,16 (Rdec) 
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3.3 Risultati sul clustering 

In questo paragrafo vengono riportati i risultati sperimentali sul clustering. Attraverso il 

set-up realizzato sono stati condotti esperimenti su reti costituite da cinque e otto nodi. 

 

 

3.3.1  Esperimenti su reti di cinque nodi  

Per la rete mostrata nella figura 3.10a, la dinamica è stata studiata: 

• variando il valore della resistenza di collegamento di tutti i link; 

• variando i collegamenti e quindi la simmetria della rete (figg. 3.10c e 3.10d); 

• variando unicamente il valore resistenza di collegamento Rlink2-5 (figura 3.10b). 

 

 
 
 

Figura 3.10 Rete simmetrica a cinque nodi 

(a)                                                        (b) 

(c )                                                       (d) 
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La configurazione (a) è simmetrica rispetto al nodo 1 e variando Rlink nell’intervallo 

[120Ω ;50kΩ], è stato ottenuto l’andamento dell’indice ICC riportato in figura 3.11.Il 

segmento verticale in rosso rappresenta la soglia teorica MSF pari a 8846Ω. 

 

 

Figura 3.11 Icc per la configurazione (a)  

Per valori di Rlink superiori alla soglia, si può notare una zona intermedia di valori 

dell’indice di cross correlazione per cui ci si può aspettare che le forme d’onda delle 

vc1abbiamo ancora un andamento piuttosto simile, seppur non perfettamente sincronizzato. 

Nella figura 3.12 sono riportate le forme d’onda in corrispondenza di Rlink pari a 8848Ω 

quando le vc1 sono sincronizzate (figura 3.12a), e nella figura 3.12b è mostrato il loro 

andamento per Rlink pari a 9626Ω, dove il comportamento del nodo 1, rispetto a cui la rete 

è simmetrica, differisce da quello dei nodi 2,3,4,5. 
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(a) 

 

(b) 

Figura 3.12 (a) vc1 sincronizzate. (b) vc1 del nodo 1 mostra un comportamento diverso da quello dei 
nodi 2,3,4,5 
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Partendo dallo studio condotto sulla rete precedente, l’obiettivo degli esperimenti di 

seguito riportati è quello di valutare se la simmetria della rete può influenzare la dinamica 

dei nodi e dunque la formazione di clusters. 

La simmetria della rete (a) può essere opportunamente modificata eliminando il 

collegamento tra i nodi 1-3 (d) oppure il collegamento tra i nodi 1-4 (c). Nella topologia 

(d), la rete sarà simmetrica rispetto al nodo 3, in quella (c) rispetto al nodo 4. Valutando 

per queste configurazioni l’andamento dell’indice di ICC si può rilevare come essi siano 

molto simili tra loro e questo era prevedibile data la dualità delle due reti. 

 

 

(a)                                                                        (b) 

Figura3.13 Andamento indice ICC  in funzione di Rlink per le topologie (c) e (d). Il segmento in rosso rappresenta 
la soglia teorica Rthr 

 

Soffermandosi sulla configurazione (c): fino a un valore di Rlink, pari a 6013Ω, le forme 

d’onda sono completamente sincronizzate (ICC=0.9998) e per tale valore, le forme d’onda 

delle vc1 sono quelle riportate in figura 3.14.  
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Figura 3.14 vc1  sincronizzate per la topologia (c) 

 

Essendo la rete simmetrica rispetto al nodo 4 ci si può aspettare la formazione di 

clusters da parte dei nodi 1-2 e 3-5: osservando il grafo associato alla rete (c) si nota che 

questi nodi dal punto di vista topologico hanno lo stesso peso, possono essere scambiati tra 

di loro ma nel grafo non cambia nulla. 

Questo è confermato dai risultati sperimentali ottenuti, infatti, dal grafico in figura 

3.15a si nota che queste due coppie di nodi restano sincronizzate per valori di Rlink 

maggiori di 6013Ω (valore per cui l’intera rete è sincronizzata). A partire da Rlink pari a 

7524Ω si formeranno dei clusters tra i nodi 1-2, 3-5. In particolare, i nodi 1-2 restano 

completamente sincronizzati fino a Rlink pari a 9750Ω (ICC1-2=1), mentre i nodi 3-5 fino a 

un valore resistenza più alto pari a 10996Ω (ICC1-5=0.9998).  

In figura 3.16 sono mostrate le forme d’onda per i valori di resistenza appena citati e per 

Rlink pari a 11093Ω, valore per cui tutti i nodi presentano una dinamica non più 

sincronizzata. 
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(a) 

 

(b) 

Figura 3.15 (a) Andamento di ICC per i nodi 1-2,3-5 per la configurazione c. (b)Andamento di ICC 

per i nodi 2-4,1-5 per la configurazione d 
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                                            (a)                                                                              (b) 

 

 

 

(c) 

 

Figura 3.16 (a) Formazione cluster tra i nodi 1-2, 3-5; (b) nodi 3-5 sincronizzati, nodi 1-2 
sincronizzati in fase; (c) perdita di sincronizzazione da parte di tutti i nodi. 
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Si può analizzare, allo stesso modo, la topologia (d) che risulta essere simmetrica 

rispetto al nodo 3. In questo caso, in maniera simile alla topologia (c), ci si potrebbe 

aspettare la formazione di cluster da parte dei nodi  2-4,1-5. 

 

 

(a)                                                                              (b) 

 

(c)                                                                                 (d)    

Figura 3.17 (a) vc1  sincronizzate; (b) Formazione cluster  tra i nodi 2-4, 1-5; (b) nodi 1-5 
sincronizzati, nodi 2-4 sincronizzati in fase; (c) perdita di sincronizzazione da parte di tutti i nodi. 
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L’intera rete mostra una dinamica sincronizzata fino a un valore di soglia pari a 6350Ω 

e, infatti, le forme d’onda delle vc1 di tutti i nodi sono perfettamente sovrapposte (figura 

3.17a) 

Dal grafico in figura 3.15b, si vede, invece, come i nodi 2-4, 1-5 siano ancora  

sincronizzati per valori maggiori della resistenza di collegamento. Le forme d’onda per 

Rlink pari a 7524Ω, riportate nella figura 3.17b, mostrano la formazione di clusters da parte 

dei nodi 1-5, 2-4. 

E’ interessante notare, inoltre, un’analogia con la configurazione duale (c): quando una 

delle due coppie di nodi, in questo caso 1-5, è ancora sincronizzata, l’altra coppia non è più 

sincronizzata in ampiezza, ma in fase. Le vc1 per i casi (c) e  (d) sono riportate 

rispettivamente nelle figure 3.16b e 3.17c. 

Se negli esperimenti precedenti si è visto come la simmetria della rete influenzi la 

dinamica dei nodi, nell’analizzare la configurazione (b) l’obiettivo è quello di valutare 

come il valore delle resistenze di collegamento possa incidere sulla formazione di clusters. 

Infatti, la rete in figura 3.10b conserva la simmetria rispetto al nodo 1, come nella 

topologia (a), ma in questo caso l’esperimento è stato condotto facendo variare solamente 

la resistenza di collegamento tra i nodi 2-5 Rlink2-5 in un range compreso tra 120Ω e 50kΩ, 

mentre le altre restano fissate a un valore di 10kΩ. 

 

Figura 3.18 vc1 topologia B per Rlink2-5pari a 172Ω 
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In questo caso la sincronizzazione non viene mai raggiunta. E questo era prevedibile in 

quanto i valori delle altre resistenze di collegamento sono fissate a un valore maggiore 

rispetto a quello di soglia Rthr che è pari a 8846Ω. 

Per Rlink2-5 pari a 172Ω, ICC  non è mai pari a 1 o maggiore uguale a 0.9990, ma è pari a 

0.9897. L’andamento delle vc1 per tale valore di Rlink2-5 è riportato in figura 3.18. 

Ma se tutti i nodi non presentano mai una dinamica sincronizzata, le coppie di nodi 2-5 

e 3-4 formano dei clusters che si alternano con quelli formati dai nodi 2-3,4-5 in accordo 

con la simmetria delle rete nella quale queste coppie di nodi hanno lo stesso peso dal punto 

di vista topologico. 

 

 

Figura 3.19 ICC per le coppie di nodi formanti clusters 

E’ interessante notare come gli andamenti dell’indice ICC, riportati in figura 3.19 siano 

molto simili nell’intervallo compreso da 120Ω fino a circa 17kΩ sia per le coppie di 2-5, 

3-4 che per 2-3, 4-5. In questo intervallo è possibile osservare l’alternarsi dei cluster come 

mostrato nelle figure 3.20a e 3.20b. 

Per valori di Rlink2-5 maggiori, invece, i nodi nella rete perdono completamente la 

sincronizzazione (figura 3.20c) 
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(a)                                                                           (b) 

 

 

(c) 

Figura 3.20 (a) Formazione clusters nodi 2-5,3-4 (b) Formazione clusters nodi 4-5, 2-3 (c) Perdita 
della sincronizzazione 
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3.2.2  Esperimenti su reti di otto nodi  

Lo stesso studio fatto per reti costituite da cinque nodi, è stato ripetuto su reti di otto 

nodi: in questo caso, gli esperimenti sono condotti sulla rete in figura 3.21a, la cui 

simmetria è stata poi modificata eliminando il collegamento tra i nodi 2 e 3 (figura 3.21b). 

 

 
(a) 

 

 

(a) 

Figura 3.21 Reti a otto nodi: (a) simmetrica; (b) non simmetrica 
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Anche per questo esperimento è valutare l’influenza della topologia sulla formazione di 

clusters. 

Per quanto riguarda la rete (a), innanzitutto si può valutare l’indice di cross correlazione 

ICC da cui si vede che i nodi restano sincronizzati fino a un valore di Rlink pari a 1956Ω.  

 

 

Figura 3.22 ICC  per la configurazione di figura 3.20 

Data la simmetria della rete, ci si potrebbe aspettare la formazione di clusters da parte 

dei nodi 2-3, 5-6: facendo riferimento alle definizioni date nel Capitolo 1, si parla, in 

questo caso, di orbits partition, in quanto scambiando la posizione dei nodi sopracitati la 

topologia della rete non cambia. Questo è verificato dagli esperimenti condotti, infatti, i 

nodi 1-3 restano sincronizzati fino a un valore di Rlink pari a 4186 Ω (figura 3.23a), mentre 

i nodi 5-6 mantengono un valore di ICC≥0.999 fino a Rlink pari a 3273Ω, poi perdono la 

sincronizzazione e la riacquistano per 4256Ω <Rlink< 9526Ω per poi perderla ancora per 

valori di resistenza maggiori (figura 3.24b). E’ interessante notare, come in questo caso, si 

abbia un andamento della MSF non monotono, come ci si potrebbe aspettare. 
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(a) 

 

(b) 

Figura 3.23(a) ICC per i nodi 1-3; (b) ICC  peri nodi 5-6 

 

In seguito si riportano gli andamenti delle vc1 per valori di Rlink per cui si osserva la 

formazione di clusters da parte dei nodi 1-3 (figura 3.24a) e 5-6 (figura 3.24b). 



78 

 

 

(a) 

 

(b) 

Figura 3.24 (a) Formazione cluster nodi 1-3; (b) Formazione cluster nodi 5-6 
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Per quanto detto nel Capitolo 1, si può osservare che la rete in figura 3.21a è 

rappresentata da un grafo in cui è possibile un external equitable partition: i nodi 1-2-3 

possono essere considerati appartenenti a un gruppo C1 e il nodo 4 a un secondo gruppo C2 

e ogni nodo di C1 ha lo stesso numero di collegamenti (uno in questo caso) verso C2 e 

viceversa. Lo stesso si può dire dei gruppi di nodi formati da 5-6 e 7-8.  

 

 

Figura 3.25 External equitable partition della rete (a) 

 

Questo trova un riscontro nei risultati sperimentali ottenuti: i nodi 1-2-3 restano 

sincronizzati fino a un valore di Rlink pari a 4156Ω (figura 3.26), mentre i nodi 7-8 sono 

sempre sincronizzati. 
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                                                             Figura 3.26 ICC per i nodi 1-2-3 

 

 

 

 

Figura 3.27 ICC configurazione B 
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Se si rimuove il collegamento tra i nodi 2-3, come mostrato nella figura 3.21b, la rete 

non è più simmetrica, infatti, dal grafico ICC  per i nodi 1-3 in figura 3.28a, si vede che ICC 

resta maggiore o uguale di 0.999 per Rlink pari a 2056Ω, che è circa lo stesso valore di 

soglia trovato valutando ICC per l’intera rete (figura 3.27). Invece, i nodi 5-6, pur essendo 

la rete asimmetrica, mantengono la sincronizzazione fino a un valore di Rlink pari a 9923Ω 

e poi la riacquistano anche per valori maggiori (figura 3.28b), esattamente come nella 

tipologia A. Questo era prevedibile, in quanto nella rete in figura 3.21b, le coppie di nodi 

5-6 e 7-8 rispettano ancora la definizione di external equitable partition. 

 

 

 

(a)                                                                              (b) 

 

        Figura 3.28 (a) ICC nodi 1-3; (b) ICC nodi 5-6 
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A differenza della topologia (a), avendo rimosso il collegamento tra i nodi 2-3 questi 

non formeranno più un cluster, infatti perdono la sincronizzazione per Rlink pari 2056Ω, che 

è lo stesso valore di soglia trovato valutando il grafico ICC per l’intera rete. 

In seguito sono riportati gli andamenti delle vc1: si notano i clusters formati dai nodi 5-6 

e 7-8 le cui forme d’onda sono sovrapposte perfettamente, mentre gli altri nodi presentano 

vc1 completamente de-sincronizzate. 

 

 

Figura 3.29 Formazione dei clusters da parte dei nodi 5-6 e 7-8 

 

 

3.4  Conclusioni 

Il nuovo set-up sperimentale presentato, cui questo lavoro di tesi ha contribuito nelle 

fasi di assemblaggio, testing e realizzazione del software di controllo, ha consentito di 

studiare fenomeni di sincronizzazione e clustering su un ampio set di reti complesse di 

oscillatori caotici. Infatti, l’espansione in termini del numero di nodi e soprattutto di link, 

nonché le caratteristiche del nuovo driver Matlab che consente di avere un’interfaccia 

semplice attraverso cui scegliere in modo assolutamente generale numero di nodi, 
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topologia ed l’intervallo di valori di resistenza di accoppiamento tra i nodi, hanno 

consentito di superare significativamente i limiti operativi delle precedenti versioni. 

Ciò ha permesso, anzitutto, di effettuare una campagna sperimentale su fenomeni di 

sincronizzazione in un’ampia casistica di topologie a quattro e otto nodi, con affidabilità e 

risoluzione notevolmente incrementate rispetto a misure precedenti. Sono state in questo 

modo determinate le soglie per la perdita di sincronizzazione in funzione della resistenza di 

accoppiamento in modo notevolmente accurato e ripetibile, e confrontate con quelle 

previste teoricamente attraverso la MSF. In particolare si è evidenziato come esista, dal 

punto di vista sperimentale, un effetto “memoria” che tende a differenziare le soglie nei 

due casi passaggio dalla condizione di sincronizzazione a quella di non sincronizzazione e 

viceversa. 

Per quanto concerne il clustering si è anzitutto provveduto a ripetere esperimenti già 

realizzati in precedenza con reti di cinque nodi, allo scopo di testare e validare il nuovo set-

up. Successivamente, in virtù dell’aumentato numero di nodi e links disponibili rispetto 

alla precedente versione, sono state studiate configurazioni più complesse (con otto nodi e 

fino ad undici links), dove è stato possibile,seguendo le definizioni di orbits partition ed 

external equitable partition, provare sperimentalmente (per la prima volta)come queste 

trovino riscontro nell’evoluzione della dinamica dei nodi e sulla formazione di clusters. 

Sulla base delle osservazioni sperimentali effettuate si possono intravedere diverse aree 

di sviluppo potenziale per l’attività. Anzitutto per quanto concerne la sincronizzazione è da 

studiare l’influenza di fattori quali le tolleranze di realizzazione dei nodi sulle soglie, 

nonché l’effetto “memoria” rispetto agli attuali modelli teorici, che non tengono in conto di 

tali problematiche. Per quanto concerne il clustering, dove lo sviluppo di modelli teorici è 

ancora in evoluzione, si potranno realizzare campagne di misura più estensive in termini 

delle topologie in modo da costruire un database ampio di dati sperimentali con cui 

confrontare i modelli esistenti. 
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