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INTRODUZIONE

Oggetto della presente tesi è lo studio di una metodologia di identificazione che

possa fornire modelli ridotti passivi per sistemi elettromagnetici distribuiti.

In una fase di analisi di un sistema elettrico/elettronico si è soliti ricorrere

all’uso di simulatori, ossia di software atti a riprodurne il comportamento, sia

nel tempo, sia in frequenza, in seguito a sollecitazioni fornite da sorgenti ester-

ne. È opportuno disporre di un buon modello del sistema di interesse, che sia

in grado di rappresentarne le sue caratteristiche fisiche reali. Quando possibi-

le, inoltre, è molto più comodo disporre di un modello ridotto, in quanto esso

consente un’analisi in termini di tensioni e correnti di un circuito equivalente,

piuttosto che in termini di propagazione di campo elettromagnetico.

Esistono in letteratura molte metodologie di identificazione, le quali, in molti

casi, consentono di ottenere modelli stabili, ma strategie che siano in grado

di fornire modelli passivi costituiscono un problema sostanzialmente aperto.

Eppure la necessità di un modello passivo è fondamentale, soprattutto in vista

di simulazioni che lo coinvolgono come parte di un macromodello complesso.

In tal caso, infatti, potremmo andare incontro a simulazioni che manifestano

un comportamento instabile del sistema complessivo, non riscontrabile speri-

mentalmente.

La tesi è articolata in quattro capitoli. Il primo capitolo è dedicato alla defi-

nizione di sistema passivo, di cui ne vengono descritte le principali proprietà,

alcune delle quali sono sfruttate nelle varie metodologie numeriche di forzamen-

to della passività. In particolare, per la strategia da noi studiata, la proprietà

da cui deduciamo i vincoli di forzamento è dettata dall’enunciato del Lemma
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Reale Positivo.

Il secondo capitolo è dedicato ad una particolare e ben nota metodologia di

identificazione, il Vector Fitting. Si tratta di un algoritmo iterativo basato sul-

la ricollocazione dei poli; ad ogni iterazione viene risolto un problema lineare,

fino a quando non si raggiunge la migliore accuratezza possibile. Con questa

procedura è possibile ottenere un modello stabile, la cui funzione di trasferi-

mento presenta soltanto poli a parte reale negativa. Non è, però, garantita

la passività. Il Vector Fitting, tuttavia, trova spazio anche in metodologie di

forzamento della passività. Infatti, l’approssimazione razionale della funzio-

ne di trasferimento da esso fornita rappresenta un valido punto iniziale per

qualunque strategia di identificazione per sistemi passivi. In particolare, le

preziose informazioni che ricaviamo riguardano la collocazione dei poli, che

restano immutati durante la procedura di forzamento della passività.

Nel terzo capitolo sono annoverate alcune delle principali metodologie di for-

zamento della passività. La prima che descriviamo si basa sulla modifica della

sola matrice D del modello ingresso-stato-uscita, la quale consenta una ma-

trice di trasferimento con soli autovalori positivi, requisito fondamentale per

garantire la passività del sistema. Una tale metodologia, però, paga la sua

semplicità di implementazione con un’accuratezza non soddisfacente. Un’al-

tra strategia, più promettente della prima, è il QPpassive. Essa riconduce

l’identificazione ad un problema di minimizzazione, consentendo di ottenere

un modello passivo che approssima in maniera ottimale i dati sperimentali,

ma solo nei punti in frequenza considerati. Infine descriviamo la metodologia

oggetto del nostro studio, che, pur riconducendo anch’essa l’identificazione ad

un problema di ottimizzazione vincolata, permette di ottenere un modello pas-

sivo, in grado di rappresentare il sistema su tutto l’asse delle frequenze, grazie

al fatto che, sia la funzione di fitness, sia i vincoli, sono espressi in termini di

funzioni convesse.

Nel quarto capitolo riportiamo, infine, alcuni metodi di risoluzione per proble-

mi di ottimizzazione, che abbiamo implementato con l’ausilio del MATLAB,
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e che abbiamo applicato ad un caso test.

L’interesse della metodologia descritta è vista nell’applicazione di questa ad

alcuni casi di particolare interesse. Uno di questi è, senza dubbio, costituito

dalle interconnessioni corte. L’interesse verso lo studio delle interconnessioni

è andato via via crescendo, di pari passo con la propensione della tecnologia

verso circuiti integrati VLSI, sia per il grande numero di componenti che li

compongono, sia per la vicinanza tra le varie connessioni. Effetti deleteri lega-

ti alle interconnessioni sono, infatti, sempre meno trascurabili al crescere del

loro numero e, soprattutto, per sistemi ad alta velocità.
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Capitolo 1

I SISTEMI PASSIVI

L’obiettivo che ci proponiamo di raggiungere, nel presente lavoro di tesi, è

l’implementazione di una metodologia di identificazione che garantisca la pro-

prietà di passività del modello generato. È una proprietà che si rivela fon-

damentale nella prospettiva di simulazioni che tendano a riprodurre il reale

comportamento del circuito passivo in esame. Senza di essa, infatti, rischiamo

di andare incontro a risultati che, come vedremo, conferiscono al circuito un

comportamento instabile non riscontrato sperimentalmente, e non fisicamente

giustificabile.

Una procedura numerica che sia in grado di forzare la passività al sistema da

identificare, deve necessariamente sfruttare alcune proprietà matematiche che

caratterizzano il modello di tale sistema. È bene, quindi, prima di introdurre

la metodologia che ci proponiamo di implementare, fare il punto su quali sono

le principali proprietà di un sistema passivo.

In questo capitolo richiamiamo alcune nozioni teoriche circa i sistemi passivi,

partendo dalla definizione di potenza elettrica, a cui il concetto di passività è

strettamente legato.
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1.1 Energia e potenza elettrica

Prendiamo in considerazione un circuito costituito, per semplicità, da b bipoli,

[1] e indichiamo con i1, ...ib e con v1, ...vb le rispettive correnti e tensioni, i

cui versi possono essere fissati secondo la convenzione dell’utilizzatore o del

generatore. In particolare, per il singolo bipolo, ci riferiamo alla convenzione

dell’utilizzatore se scegliamo versi concordi per la corrente e la tensione, men-

tre ci riferiamo alla convenzione del generatore in caso contrario. La figura

seguente mostra le due convenzioni

Figura 1.1: Convenzio-

ne dell’utilizzatore

Figura 1.2: Convenzio-

ne del generatore

Definiamo potenza elettrica assorbita dal k − mo bipolo la quantità

pk(t) = ik(t)vk(t) (1.1)

dove l’aggettivo assorbita sta unicamente ad indicare che i versi della corrente

e della tensione sono stati scelti secondo la convenzione dll’utilizzatore. In

modo del tutto analogo si definisce la potenza elettrica erogata, per la quale

ci riferiamo alla convenzione del generatore. Da quanto detto è facile dedurre

che la potenza assorbita e quella erogata dal bipolo sono uguali in modulo ad

opposti in segno.

Se consideriamo l’intero circuito di b bipoli, vige il principio di conservazione

delle potenze elettriche, che di seguito formuliamo con riferimento al teorema

di Tellegen [2]

Teorema di Tellegen
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Consideriamo una rete elettrica rappresentata da un grafo con b rami ed n no-

di. Per il generico ramo k-mo, indichiamo con vk e con ik la tensione e la cor-

rente ad esso relativi, con i versi scelti secondo la convenzione dell’utilizzatore.

Si verifica che:

b∑

k=1

vkik = 0 (1.2)

Dimostrazione

Supponiamo, senza perdere di generalità, che tra due generici nodi distinti del

grafo ci sia uno ed un solo ramo; questa asserzione è lecita dal momento che

se ci sono più rami tra due nodi, al loro posto possiamo considerare un unico

ramo tale che la corrente che lo attraversa sia la somma delle correnti relative

a quei rami. Analogamente, se ci sono due nodi distinti del grafo che non

sono collegati da nessun ramo, possiamo considerare un ramo aggiuntivo che

li colleghi e che non sia attraversato da corrente.

Se indichiamo con Vα e con Vβ le tensioni associate ai nodi α e β, e con Iαβ la

corrente che scorre nel ramo che li congiunge, e se il k-mo ramo è quello che

congiunge i nodi α e β, allora:

vk = Vα − Vβ e ik = Iαβ (1.3)

Segue che:

vkik = (Vα − Vβ)Iαβ = (Vβ − Vα)Iβα

=
1

2
[(Vα − VβIαβ + (Vβ − Vα)Iβα] (1.4)

In virtù del fatto che tra due nodi distinti passa uno ed un solo ramo, possiamo

sommare i prodotti vkik relativi a tutti i rami come segue:

b∑

k=1

vkik =
∑ 1

2
[(Vα − Vβ)Iαβ + (Vβ − Vα)Iβα]

=
1

2

n∑

α=1

n∑

β=1

[(Vα − Vβ)Iαβ ] (1.5)
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dove n è il numero di nodi. Segue che:

b∑

k=1

vkik =
1

2

n∑

α=1

Vα(
n∑

β=1

)Iαβ − 1

2

n∑

β=1

Vβ(
n∑

α=1

)Iαβ (1.6)

Se fissiamo α, il termine
n∑

β=1

Iαβ è la somma delle correnti entranti ed uscenti

dal nodo α e, per la legge di Kirchhoff ai nodi, è nulla. Lo stesso si puó dire

del termine
n∑

α=1
Iαβ per β fissato. Da ciò discende in definitiva che:

b∑

k=1

vkik = 0 (1.7)

Abbiamo scelto i versi delle correnti e delle tensioni secondo la convenzione

dell’utilizzatore, ma avremmo ottenuto un risultato identico se avessimo scelto

la convenzione del generatore. Possiamo quindi affermare che la somma delle

potenze elettriche assorbite o erogate da tutti i bipoli costituenti il circuito è

nulla. In modo equivalente vale l’asserzione che la somma delle potenze as-

sorbite da un insieme di bipoli è uguale alla somma delle potenze erogate dai

bipoli restanti.

1.1.1 Significato fisico della potenza elettrica

La potenza elettrica assorbita da un bipolo, in condizioni di lavoro quasi stazio-

narie, può essere vista come il flusso entrante del vettore di Poynting attraverso

una superficie che racchiude il bipolo. Vale quindi la seguente relazione

p(t) ∼=
∫

Σc

(E × H) · ndS =

∫

Σc

S · ndS (1.8)

dove S = E × H è il vettore di Poynting e Σc è la superficie chiusa attraverso

cui calcoliamo il flusso di S. La normale n alla superficie è scelta con il verso

rivolto all’interno del volume racchiuso dalla superficie. A partire da questa

relazione è possibile dare un significato fisico alla potenza elettrica tramite il
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teorema di Poynting, che di seguito riportiamo.

Teorema di Poynting

Partiamo dalle equazioni di Maxwell ai rotori

∇× E = −∂B

∂t
(1.9)

∇× H =
∂D

∂t
+ J (1.10)

Se moltiplichiamo scalarmente la prima equazione per H e la seconda per E

e sottraiamo la seconda equazione dalla prima otteniamo

H · ∇ × E − E · ∇ × H = −H · ∂B

∂t
− E · ∂D

∂t
− E · J (1.11)

Sfruttando la relazione

∇ · (A × C) = C · ∇ × A − A · ∇ × C (1.12)

ed integrando sul volume Ω racchiuso dalla superficie Σ, tenendo conto del

teorema della divergenza, otteniamo
∫

Σ
(E × H) · ndS =

∫∫∫

Ω
(H · ∂B

∂t
+ E · ∂D

∂t
)dΩ +

∫∫∫

Ω
E · JdΩ (1.13)

dove la normale n è presa con il verso entrante in Σ. Il vettore S = E × H è

il vettore di Poynting.

Se consideriamo un mezzo le cui proprietà dielettriche e magnetiche sono

lineari, isotrope e tempo-invarianti, l’ultima relazione si riscrive come segue

∫

Σ
(E × H) · ndS =

d

dt

∫∫∫

Ω
(
B2

2µ
+

εE2

2
)dΩ +

∫∫∫

Ω
E · JdΩ (1.14)

Riconosciamo nell’ultimo termine dell’equazione precedente il lavoro compiuto

dal campo eltrrico sulle cariche in moto. Indichiamo, inoltre, rispettivamente

con Ue(t) e con Um(t) l’energia immagazzinata associata al campo elettrico e

magnetico, che possono essere espresse come segue

Ue(t) =

∫∫∫

Ω
(
εE2

2
)dΩ Um(t) =

∫∫∫

Ω
(
B2

2µ
)dΩ (1.15)
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Il flusso del vettore di Poynting attraverso la superficie chiusa Σc, ossia la

potenza assorbita dal bipolo racchiuso da tale superficie, è, in definitiva, pa-

ri alla somma di tre termini: la variazione nell’unità di tempo dell’energia

immagazzinata associata al campo elettrico, la variazione nell’unità di tempo

dell’energia immagazzinata associata al campo magnetico, il lavoro compiuto

dal campo elettrico sulle cariche in moto.

Di seguito riportiamo la definizione di bipoli statici e dinamici, per i quali la

potenza assorbita è dovuta solo ad alcuni dei contributi energetici che il teo-

rema di Poynting ha evidenziato. La definizione di tali bipoli è da tenere in

conto quando ci occuperemo esplicitamente della passività, dal momento che,

come vedremo, non possiamo riferirci alla stessa definizione di passività per

bipoli statici e per bipoli dinamici.

1.1.2 Caratterizzazione energetica dei bipoli

Un bipolo elettrico è, per definizione, statico se la tensione (la corrente) in

un istante dipende dalla corrente (dalla tensione) nello stesso istante.È quindi

possibile considerare una curva caratteristica per descrivere il componente.

La potenza assorbita, in condizioni quasi stazionarie, è in tal caso approssi-

mabile con il solo contributo dato dal lavoro del campo elettrico sulle cariche

libere in moto. In tal caso trascuriamo il contributo dell’energia immagazzi-

nata associata al campo elettromagnetico, per cui la potenza assorbita assume

l’espressione

p(t) =

∫∫∫

Ωc

E · JdΩ (1.16)

Un bipolo dinamico è, per definizione, un componente nel quale la tensione

(la corrente) in un istante dipende dalla corrente (dalla tensione) nello stesso

istante e negli istanti precedenti, ossia dipende dalla storia passata del di-

spositivo. È un componente in grado di immagazzinare energia. La potenza

elettrica assorbita è, in tal caso, data dalla variazione, nell’unità di tempo, del-

l’energia immagazzinata associata al campo elettromagnetico, mentre è nullo
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il contributo relativo al lavoro compiuto dal campo elettrico sulle cariche in

moto.

Riportiamo, brevemente, il comportamento di alcuni bipoli classici, ben noti

in elettrotecnica, ognuno dei quali rientra in una delle due categorie di bipoli

descritte.

Resistore

È un bipolo statico, senza memoria, la cui potenza assorbita, in virtù della

sue funzione caratteristica, è:

p(t) = v(t)i(t) = Ri2(t) (1.17)

e risulta positiva per R > 0. Se consideriamo un resistore realizzato da un

conduttore di tipo ohmico, il lavoro compiuto dal campo elettrico è
∫∫∫

Ωc

E · JdS =

∫∫∫

Ωc

η|J |2dS (1.18)

per cui, in definitiva, la potenza assorbita dal resistore è

p(t) = Ri2(t) =

∫∫∫

Ωc

η|J |2dS (1.19)

L’ipotesi di considerare un valore di resistenza costante e reale è valida per

un resistore ideale. In realtà ci sono fenomeni di autoinduzione ed effetti do-

vuti ad inevitabili capacità parassite che nel caso di un resistore ideale non

vengono portati in conto. Per analizzare il comportamento del componente

reale occorre introdurre un modello circuitale che lo rappresenta, e la relativa

espressione dell’impedenza, il cui valore non è piú costante, ma dipende dalla

frequenza e dal modo in cui il dispositivo è realizzato. Esistono resistori ot-

tenuti avvolgendo un filo conduttore su un supporto isolante (resistori a filo),

per i quali è particolarmente rilevante un effetto di autoinduzione. Un tale

resistore, infatti, quando è percorso da corrente produce un campo magnetico

che si concatena con lo stesso conduttore; possiamo schematizzare tale effetto

con un induttore posto in serie al dispositivo ideale. Ci sono poi resistori ot-

tenuti depositando un sottile strato di metallo o di altro materiale conduttore
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su un supporto isolante (resistori a strato metallico e a strato di carbone),

o pressando ad alta temperatura una miscela di carbone, legante e sostanze

isolanti (resistori a impasto o a composizione). Il modello circuitale di un re-

sistore reale è riportato nella figura seguente, dove il condensatore in parallelo

Figura 1.3: Circuito equivalente di un resistore reale

porta in conto la presenza di capacità parassite, mentre l’induttore, posto in

serie al componente ideale, porta in conto fenomeni di autoinduzione.

L’espressione dell’impedenza, a cui occorre riferirsi per giustificare il compor-

tamento del componente reale, è la seguente:

Z(jω) =

1
jωCp

(R + jωLs)

1
jωCp

+ R + jωLs

= R
1 + jω Ls

R

1 + jωRCp + (jω)2LsCp
(1.20)

Al crescere della frequenza, quindi, il comportamento del resistore reale è pri-

ma resistivo, per poi cedere il passo ad un comportamento di tipo induttivo o

capacitivo (dipende dai valori di Ls e Cp, cioé dal modo in cui il componente

è realizzato), fino ad osservare anche fenomeni di risonanza.

Nei resistori a impasto e in quelli a carbone di altissimo valore, oltre alle capa-

cità parassite fra i terminali (e fra l’elemento e massa), intervengono anche le

capacità distribuite interne fra le particelle conduttrici, separate da materiale

isolante, che li costituiscono. L’azione di queste capacità fa in modo che il

valore della resistenza diminuisca al crescere della frequenza.

Per resistori non avvolti la componente induttiva è certamente trascurabile,
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per cui l’impedenza presenta un solo polo, che rende il componente di tipo

passa-basso, limitandone cośı la banda di utilizzo.

Condensatore

A differenza del resistore, il condensatore è un dispositivo con memoria in

quanto la relazione che ne descrive il comportamento è differenziale. Se ne

deduce che i segnali di corrente e tensione non seguono lo stesso andamento

temporale. Inoltre, se il segnale di tensione ai suoi capi è costante, la corrente è

nulla, quindi in continua il condensatore si comporta come un circuito aperto.

L’impedenza di un condensatore ideale:

Z(jω) =
1

jωC
(1.21)

è infatti infinita a frequenza nulla.

A partire dall’equazione costitutiva del condensatore, la potenza assorbita

assume la seguente espressione

p(t) = v(t)i(t) =
d

dt
(
1

2
Cv2) (1.22)

Considerando C > 0, essa risulta positiva quando la tensione ai capi del con-

densatore è crescente, mentre è negativa quando la tensione è decrescente. Tale

potenza, in condizioni di lavoro quasi stazionarie, è dovuta alla variazione dal-

l’energia immagazzinata associata al solo campo elettrico, cioè trascuriamo il

contributo dovuto al campo magnetico, per cui possiamo scrivere

p(t) ∼= dUe

dt
(1.23)

dove

Ue =
1

2
Cv2 (1.24)

La funzione principale di un condensatore ideale è quella di immagazzinare

energia quando è in fase di carica, per poi restituirla in fase di scarica. In
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realtà sono presenti effetti dissipativi che riducono l’energia restituita, e che

devono essere portati in conto se consideriamo un condensatore reale. Il mo-

dello circuitale atto a descrivere il comportamento reale di un condensatore

è provvisto di una resistenza in serie al componente ideale, che schematizza

le perdite che si verificano nelle armature, e di una resistenza in parallelo al

componente ideale, che schematizza le perdite nel dielettrico. Fenomeni di

autoinduzione vengono invece portati in conto da un induttore posto in serie

al componente ideale. In definitiva il circuito equivalente di un condensatore

reale è quello in figura, e l’espressione dell’impedenza corrispondente è:

Figura 1.4: Circuito equivalente di un condensatore reale

Z(jω) = jωL + Rs +

1
jωC

Rp

Rp + 1
jωC

(1.25)

A bassa frequenza osserviamo quindi un comportamento resistivo del bipolo

reale, in quanto la capacità si comporta come un circuito aperto (impeden-

za molto alta) e l’induttanza si comporta come un corto circuito (impedenza

molto bassa). Al crescere della frequenza osserviamo un comportamento ca-

pacitivo, che poi cede il posto a fenomeni di risonanza. Infine, a frequenze
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ancora superiori il dispositivo si comporta da induttore.

Induttore

Analogamente al condensatore, anche l’induttore è un bipolo dinamico,

con memoria.

A partire dall’equazione costitutiva dell’induttore, la potenza assorbita assume

l’espressione

p(t) = v(t)i(t) =
d

dt
(
1

2
Li2) (1.26)

Se L > 0, essa risulta positiva quando la corrente nell’induttore è crescente,

mentre è negativa quando la corrente è decrescente. A differenza del con-

densatore, tale potenza, in condizioni di lavoro quasi stazionarie, è dovuta alla

variazione dall’energia immagazzinata associata al solo campo magnetico, cioè

trascuriamo il contributo dovuto al campo elettrico, per cui possiamo scrivere

p(t) ∼= dUm

dt
(1.27)

dove l’energia assorbita associata al campo magnetico è

Um =
1

2
Li2 (1.28)

Il comportamento di un induttore reale differisce da quello appena descritto

a causa di fenomeni dissipativi e capacità parassite, che vengono portate in

conto dal modello circuitale del componente reale. Gli effetti delle dissipazioni

nell’avvolgimento sono schematizzati da un resistore posto in serie al compo-

nente ideale, mentre le perdite nel nucleo attorno a cui l’induttore è avvolto,

dovute ad inevitabili correnti parassite, sono schematizzate da un resistore in

parallelo. Infine il condensatore in parallelo schematizza le capacità parassi-

te. In definitiva lo schema circuitale che descrive l’induttore reale è quello in

figura:
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Figura 1.5: Circuito equivalente di un induttore reale

1.2 Sistemi elettrici passivi

Facciamo ancora riferimento, per semplicità, ad un bipolo, tenendo presen-

te che gli stessi concetti e le stesse definizioni sono chiaramente estendibili a

componenti elettrici dotati di più morsetti.

Un bipolo statico è passivo se la potenza assorbita, in ogni istante di tempo

ed in qualunque condizione di funzionamento, è positiva. Se consideriamo la

convenzione del generatore, definiamo passivo un bipolo la cui potenza eroga-

ta, in ogni istante di tempo ed in qualunque condizione di funzionamento, è

negativa.

Per i bipoli dinamici, cioè l’induttore ed il condensatore, non è possibile uti-

lizzare la definizione di bipolo passivo appena data. In tal caso, infatti, il

segno della potenza assorbita assorbita o erogata non è definibile a priori, ma

dipende dallo stato in cui si trova il componente. In questo caso si ricorre

ad una definizione diversa più generale, di bipolo passivo [2]. Consideriamo

a tale proposito un bipolo che all’istante arbitrario t0 venga collegato ad una

sorgente e che fino a quell’istante non abbia accumulato energia. Sotto queste

condizioni tale componente è definito passivo se l’energia assorbita nell’inter-

vallo di tempo [t0, T ] è sempre non negativa, per qualsiasi valore di T . Vale
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quindi la condizione

ε(T ) =

∫ T

t0

v(t)i(t)dt ≥ 0 (1.29)

dove abbiamo espresso l’energia assorbita ε(T ) come integrale nel tempo della

potenza assorbita dal componente nell’intervallo di tempo considerato.

Per estendere ad un multi-porta la condizione di passività sull’energia definia-

mo i vettori di tensione e corrente v(t) e i(t) di dimensioni pari al numero di

porte. La condizione di passività diventa:

ε(T ) =

∫ T

t0

v
′

(t)i(t)dt ≥ 0 (1.30)

dove

v
′

(t)i(t) =
∑

vj(t)ij(t) (1.31)

è il prodotto scalare tra i due vettori e rappresenta la potenza istantanea

assorbita dal componente, ottenuta sommando le potenze assorbite da ogni

porta.

A partire dalla definizione di passività, scritta in termini di energia, possiamo

definire un componente passivo in altri termini, e cioé come un dispositivo

che non è in grado di erogare più energia di quanta ne abbia in precedenza

assorbito.

Al concetto di passività è legato quello di dissipazione, ovvero di perdita di

energia di un dispositivo. Un elemento circuitale è privo di perdite se, oltre

ad essere passivo, verifica la condizione:

ε(∞) =

∫ ∞

t0

v(t)i(t)dt = 0 (1.32)

oppure, nel caso di un multi-porta:

ε(∞) =

∫ ∞

t0

v
′

(t)i(t)dt = 0 (1.33)

nell’ipotesi che all’istante t0 l’ingresso sia nullo, e che i segnali di tensione e

corrente siano a quadrato sommabile, cioè tali che:
∫ ∞

t0

v
′

(t)v(t)dt < ∞ e

∫ ∞

t0

i
′

(t)i(t)dt < ∞ (1.34)
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1.2.1 Proprietà di un sistema passivo

Una generica rete elettrica tempo invariante può essere descritta nel dominio

della frequenza, per cui è possibile analizzarla facendo riferimento, piuttosto

che alle funzioni v(t) ed i(t), alle relative trasformate di Laplace V (s) ed I(s).

Questo modo di procedere è molto utile, in quanto ci consente di descrivere

una rete in termini di matrici, le cui proprietà matematiche sono un indice

delle proprietá fisiche del sistema che esse rappresentano.

Matrici di impedenza e di ammettenza

Consideriamo un sistema m-porte per il quale sia possibile connettere un ge-

neratore di corrente ad una qualunque porta ed ottenere corrispondenti e ben

definiti valori di tensione. In tal caso è possibile rappresentare il sistema

tramite la matrice di impedenza, definita a partire dalla relazione:

V (s) = Z(s)I(s) (1.35)

Analogamente, se è possibile connettere ad una qualunque porta un generatore

di tensione ed ottenere un corrispondente set di correnti ben definito, allora la

rete può essere descritta tramite la matrice di ammettenza, definita a partire

dalla relazione:

I(s) = Y (s)V (s) (1.36)

In questo modo riusciamo a determinare un legame lineare tra i vettori di

tensione e di corrente nel dominio di Laplace. I generici elementi di Z(s) e

Y (s) sono determinati nel modo seguente:

Zi,j(s) =
Vi(s)

Ij(s)
|Ih(s)=0,h 6=j (1.37)

Yi,j(s) =
Ii(s)

Vj(s)
|Vh(s)=0,h 6=j (1.38)

In modo operativo possiamo calcolare Zi,j(s) dalla conoscenza di Vi(s) e Ij(s)

quando le altre porte sono aperte, e possiamo calcolare Yi,j(s) dalla conoscenza
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di Ii(s) e Vj(s) quando le altre porte sono chiuse in corto circuito. Osserviamo

che, da quanto detto finora, se utilizziamo una descrizione in termini di matrice

di impedenza, le correnti sono considerate come variabili indipendenti, mentre

se descriviamo la rete in termini di matrice di ammettenza, il ruolo di variabili

indipendenti è svolto dalle tensioni.

È a volte utilizzata una descrizione ibrida nel caso in cui non sia possibile

sollecitare le porte con soli generatori di corrente o soli generatori di tensione.

In tal caso definiamo un vettore U(s) di variabili indipendenti, il cui generico

elemento ui(s) può essere la corrente o la tensione relativa all’ i-ma porta. La

matrice ibrida H(s) è definita a partire dalla relazione:

R(s) = H(s)U(s) (1.39)

dove R(s) è il vettore delle variabili dipendenti.

Matrice di scattering

Un altro modo molto comodo per descrivere una rete elettrica è basato sul-

l’utilizzo della matrice di scattering. Per definirla facciamo riferimento alla

figura seguente:

Figura 1.6: Schema rappresentativo dei segnali incidente, riflesso e trasmesso

dove con l’apice + indichiamo il segnale incidente e con l’apice - il segnale

uscente, riflesso o trasmesso. Le relazioni tra segnali incidenti e riflessi o

trasmessi sono le seguenti:

V +
1 = S11V

−
1 + S12V

−
2 (1.40)

V +
2 = S21V

−
1 + S22V

−
2 (1.41)
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La matrice di scattering è costituita appunto dai parametri Si,j che legano i

segnali incidenti, riflessi e trasmessi. Osserviamo che, mentre una descrizio-

ne in termini di matrice di impedenza o di ammettenza è consentita solo in

determinate condizioni, ovvero quando è possibile sollecitare una porta con

generatori di corrente o di tensione, una descrizione in termini di matrice di

scattering è sempre possibile.

Dallo studio delle matrici di impedenza, ammettenza o scattering è possi-

bile dedurre le proprietà della rete elettrica che esse rappresentano. In parti-

colare, per una rete passiva, le matrici di impedenza e ammettenza risultano

essere reali positive, mentre la matrice di scattering risulta essere limitata rea-

le.

Una matrice quadrata H(s) è reale positiva se, per Re(s) > 0

• H(s) é analitica

• H(s) = H(s)

• H(s) + H(s)H ≥ 0

mentre è limitata reale se, per Re(s) > 0

• H(s) é analitica

• H(s) = H(s)

• I − H(s)HH(s) ≥ 0

dove con H si intende il complesso coniugato e con HH si intende l’hermitiana,

cioè la matrice trasposta e coniugata.

Tali proprietà che abbiamo enunciato, sono il risultato di due importanti teo-

remi che di seguito riportiamo:

Teorema: Dato un m-porte lineare, tempo-invariante e passivo descritto

da una matrice di scattering S(s), allora S(s) è limitata reale.
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Dimostrazione: Se indichiamo con vi e con vr rispettivamente il vettore

delle tensioni incidenti e riflesse e con vi
′

e vr
′

i loro trasposti, la condizione

di passività puó essere scritta nella forma

ε(T ) =

∫ T

t0

(vi
′

vi − vr
′

vr)dt ≥ 0 (1.42)

Se vi é a quadrato sommabile, allora

∞ >

∫ ∞

t0

vi
′

vidt ≥
∫ ∞

t0

vr
′

vrdt (1.43)

per cui anche vr è a quadrato sommabile. Quindi la matrice di scattering è la

trasformata di Laplace di un operatore di convoluzione che trasforma funzioni

a quadrato sommabile in funzioni a quadrato sommabile, ciò implica che S(s)

è analitica. È cos̀ı dimostrata la prima proprietà per una matrice limitata reale.

Consideriamo una costante reale arbitraria σ0 ed un’espressione per vi del

tipo xeσ0t1(t− t0) dove x è un vettore costante reale ed 1(t) è un gradino uni-

tario. Per t0 → −∞ e per t → ∞ vr tende ad S(σ0)xeσ0t1(t − t0). Poiché vr

è reale, anche S(σ0) deve essere reale. É cośı dimostrata la seconda proprietà

per una matrice limitata reale.

Consideriamo adesso un generico punto del semipiano con Re(s) > 0 s =

σ0 + ω0 ed un’espressione di vi del tipo Re(xes0t1(t − t0)). Per t0 → −∞ vr

tende a Re(S(s0)xes0t1(t − t0)), per cui la potenza istantanea p(t) = vi
′

vi −
vr

′

vr all’istante t è

p(t) =
m∑

j=1

|xj |2e2σ0t cos2(ω0t + θj)

−
m∑

j=1

|(S(s0)x)j |2e2σ0t cos2(ω0t + φj)

(1.44)
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dove θj e φj sono rispettivamente arg xj e arg(S(s0)x)j

p(t) =
1

2
x

′∗[I − S
′∗(s0)S(s0)]xe2σ0t

+
1

2

m∑

j=1

|xj |2e2σ0t cos(2ω0t + 2θj)

− 1

2

m∑

j=1

|(S(s0)x)j |2e2σ0t cos(2ω0t + 2φj)

(1.45)

Integrando la potenza istantanea si ha:

ε(T ) =

∫ T

−∞

p(t)dt =

1

4σ0
x

′∗[I − S
′∗(s0)S(s0)]xe2σ0T

+
1

4
Re{ 1

s0
x

′

[I − S
′

(s0)S(s0)]xe2s0T }

(1.46)

Ora, se ω0 6= 0, l’ultimo termine della precedente relazione ha la fase che puó

assumere tutti i valori tra 0 e 2π al variare di T. Quindi ci sarà un valore di

T per il quale

Re{ 1

s0
x

′

[I − S
′

(s0)S(s0)]xe2s0T } = 0 (1.47)

e per la non negatività di ε(T ) risulta

x
′

[I − S
′∗(s0)S(s0)]x = 0 (1.48)

Se ω0 = 0, poiché S(s) é reale risulta

ε(T ) =
1

4σ0
x

′∗[I − S
′∗(s0)S(s0)]xe2σ0T ≥ 0 (1.49)

per cui

I − S
′∗(s0)S(s0) ≥ 0 (1.50)
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É cośı dimostrata la terza proprietà per una matrice limitata reale.�
Un’interessante osservazione che possiamo fare a partire dalla terza proprietà

di una matrice limitata reale, è che tutti gli elementi aij(s) di una matrice A

limitata reale non hanno poli sull’asse immaginario. Infatti una funzione, in

prossimità di un suo polo, assume valori via via crescenti, per cui risulta non

limitata nell’intorno di ogni suo polo. Dalla proprietà:

I − A
′∗(s)A(s) ≥ 0 (1.51)

si ha che il termine (i, i) della matrice a primo membro é non negativo, cioé :

1 −
∑

j

|aji|2 ≥ 0 (1.52)

per cui aij(s) risulta limitata da 1, e questo vale per Re(s) > 0, ossia anche

in un intorno destro di un qualunque punto dell’asse immaginario. Da questa

osservazione discende la seguente proprietà pe una matrice di scattering:

Teorema:Dato un m-porte lineare, tempo invariante e passivo descritto

dalla sua matrice di scattering S(s). Allora nessun elemento di S(s) ha un

polo nel semipiano Re(s) ≥ 0 ed, inoltre, I −S
′∗(jω)S(jω) ≥ 0 per qualunque

ω reale.

Per un m-porte privo di perdite esiste un teorema simile a quello appena for-

mulato che si enuncia come segue:

Teorema: Dato un m-porte descritto dalla sua matrice di scattering S(s),

esso è privo di perdite se e solo se è verificata la condizione:

I − S
′∗(jω)S(jω) = 0 (1.53)

per qualunque ω reale.

Dimostrazione: Supponiamo che al tempo t0 la rete non sia alimentata.

La condizione per cui una rete sia priva di perdite è che:
∫ ∞

t0

(vi′vi − vr′vr)dt = 0 (1.54)
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Essendo vi e vr a quadrato sommabile, esistono le relative trasformate di

Fourier, per cui, sfruttando l’uguaglianza di Parseval, possiamo scrivere:
∫ ∞

−∞

(V i′∗(jω)[I − S
′∗(jω)S(jω)]V i(jω)dω = 0 (1.55)

Data l’arbitrarietà di V i(jω) si ha che:

I − S
′∗(jω)S(jω) = 0 (1.56)

per qualunque ω reale. L’implicazione inversa è facilmente mostrata ripetendo

i passaggi precedenti.

Per le matrici di ammettenza e di impedenza esiste un teorema che è il

duale di quello visto per la matrice di scattering. Esso si enuncia come segue:

Teorema: Dato un m-porte lineare, tempo-invariante e passivo descritto

da una matrice di ammettenza Y(s) o di impedenza Z(s), allora tale matrice

è reale positiva.

1.2.2 Funzione di trasferimento di un sistema passivo

Consideriamo un sistema lineare, la cui rappresentazione ingresso-stato-uscita

è data dalle matrici A, B, C, D, E tali che:

Ex′ = Ax + Bu (1.57)

y = Cx + Du

e la matrice di trasferimento associata è:

H(s) = C(sE − A)−1B + D (1.58)

Tale sistema è detto regolare se la matrice E è non singolare. In tal caso è

possibile ottenere il seguente modello ingresso-stato-uscita:

x′ = (E−1A)x + (E−1B)u (1.59)
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y = Cx + Du (1.60)

In caso contrario il sistema è detto descrittore.

La matrice di trasferimento di un sistema passivo ha una proprietà analoga

a quella che caratterizza le matrici di ammettenza ed impedenza, cioè risul-

ta essere reale positiva. Ciò dà luogo ad un criterio che risulta essere molto

comodo dal punto di vista pratico per determinare la proprietà di passività

di una rete elettrica. Esso è il teorema di Kalman-Yakubovich-Popov, noto

come Lemma Reale Positivo, che sarà utilizzato nella formulazione che adot-

teremo in questo lavoro di tesi. Per sistemi regolari esso si enuncia come segue:

Lemma Reale Positivo per sistemi regolari

Siano date le matrici A, B, C, D che descrivono il modello ingresso-stato

uscita di un sistema. Se e solo se esiste una matrice simmetrica K tale che

siano verificate le seguenti condizioni:
(

−AT K − KA −KB + CT

−BT K + C D + DT

)
≥ 0 (1.61)

K = KT ≥ 0 (1.62)

allora H(s) è reale positiva, per cui il sistema è passivo.

Una formulazione più generale del lemma, valida per sistemi descrittori, è

la seguente:

Lemma Reale Positivo per sistemi descrittori

Siano date le matrici A, B, C, D, E che descrivono il modello ingresso-stato

uscita di un sistema. Se e solo se esiste una matrice simmetrica K tale che

siano verificate le seguenti condizioni:
(

−AT K − KA −KB + CT

−BT K + C D + DT

)
≥ 0 (1.63)

ET K = KT E ≥ 0 (1.64)
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allora H(s) è reale positiva, per cui il sistema é passivo.

Dimostrazione (Condizione sufficiente)

Partiamo da una diversa formulazione del problema, cioè supponiamo che

esistano le matrici K, L e W tali che siano verificate le seguenti condizioni:

AT K + KT A = −LLT (1.65)

KT B − CT = −LW (1.66)

D + DT ≥ W T W (1.67)

ET K = KT E ≥ 0 (1.68)

Sfruttando la prima e l’ultima relazione abbiamo che:

(sE − A)HK + KT (sE − A) = −AT K − KT A + s̄ET K + sKT E =

= LLT + (Re{s})(ET K + KT E) − i(Im{s})(ET K − KT E) =

= LLT + 2(Re{s})ET K

(1.69)

Poniamo

F = (sE − A)−1B (1.70)

per cui abbiamo

H(s) = CF + D =

= W T LT F + BT KF + D =

= W T LT F + FH(sE − A)HKF + D

(1.71)

Sfruttando quest’ultima relazione abbiamo

H(s) + (H(s))H = D + DT + W T LT F + FHLW+

+FH [(sE − A)HK + KH(sE − A)]F

≥ W T W + W T LT F + FHLW+

+FH [LLT + 2(Re{s})ET K]F

= (W + LT F )H(W + LT F ) + 2(Re{s})FH(ET K)F

(1.72)
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Osserviamo che

(W + LT F )H(W + LT F ) ≥ 0 (1.73)

ed inoltre, dal momento che Re{s} > 0 e ET K = KT E ≥ 0, abbiamo

H(s) + H(s)H ≥ 0 (1.74)

Dimostrazione (Condizione necessaria)

Supponiamo che la funzione di trasferimento H(s) del sistema in esame sia

semidefinita positiva, ed assumiamo, senza perdere di generalità, che le matrici

A ed E siano della forma

A =

(
A1 0

0 In−q

)
E =

(
Iq 0

0 N

)
(1.75)

dove N ha la forma

N =

(
0 I

0 0

)
(1.76)

Consideriamo inoltre la seguente partizione delle matrici B e C

B =

(
B1

B2

)
C =

(
C1 C2

)
(1.77)

Con le posizioni fatte è possibile riscrivere H(s) come segue

H(s) = D + C(sE − A)−1B

= D + C1(sI − A1)
−1B1 + C2(sN − I)−1B2

= D − C2B2 + C1(sI − A1)
−1B1 − sC2NB2

(1.78)

Poniamo:

M1 = −C2NB2 (1.79)

Se s = ∞ è un polo di H, è possibile mostrare che M1 > 0, in caso contrario

risulta M = 0. Poniamo inoltre

H1(s) = D − C2B2 + C1(sI − A1)
−1B1 (1.80)
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per cui risulta

H(s) = H1(s) + sM1 (1.81)

Ciò implica che

H(s) + (H(s))H = H1(s) + (H1(s))
H (1.82)

Quindi anche H1(s) è reale positiva se lo è H(s). Applicando ad H1(s) il

lemma reale positivo standard, segue che è verificata l’esistenza di matrici X1,

L1 e W1 tali che:

AT
1 X1 + X1A1 = −L1L

T
1 (1.83)

X1B1 − C1 = −L1W1 (1.84)

M0 + MT
0 ≥ W T

1 W1 (1.85)

X1 ≥ 0 (1.86)

dove M0 = D − C2B2. Osserviamo che la condizione

D + DT ≥ M0 + MT
0 (1.87)

è equivalente a

C2B2 + BT
2 CT

2 ≥ 0 (1.88)

È possibile mostrare che, se B2 e C2 soddisfano l’ultima relazione e la condi-

zione

M0 = −C2NB2 ≥ 0 (1.89)

allora esistono matrici reali Z1, Z2, L2 e W2 tali che:

(
0 −Z1

Z1 ZT
2

)
B2 − CT

2 = −
(

0

L2W2

)
(1.90)

Z2 + ZT
2 = −L2L

T
2 (1.91)
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Z1 ≥ 0 (1.92)

W T
2 W2 = C2B2 + BT

2 CT
2 (1.93)

Poniamo

X =




X1

(
0 0

0 0

)

(
0 0

0 0

) (
0 Z1

−Z1 Z2

)




L =




L1

(
0 0

0 0

)

(
0 0

0 0

) (
0 0

0 L2

)




(1.94)

W =




W1(
0

W2

)

 (1.95)

Con queste posizioni è possibile mostrare che X, L e W soddisfano le relazioni:

AT X + XT A = −LLT (1.96)

XT B − C = −LW (1.97)

D + DT ≥ W T W (1.98)

ET X = XT E ≥ 0 (1.99)

È cos̀ı dimostrato il lemma reale positivo.
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Capitolo 2

IL VECTOR FITTING

È uso comune, in una fase di progettazione o di studio di un circuito elettrico,

ricorrere all’uso di simulatori, ossia di software che siano in grado di riprodurre

il comportamento del circuito nonché la sua risposta a sollecitazioni fornite da

sorgenti esterne. Il primo, fondamentale, obiettivo da raggiungere nell’ambito

delle simulazioni è disporre di un buon modello del sistema di interesse, che sia

in grado di rappresentarne le sue caratteristiche fisiche reali. Riveste quindi

un ruolo primario la fase di identificazione di un tale modello, ossia la ricerca

di una funzione di trasferimento le cui proprietà matematiche siano lo specchio

delle proprietà fisiche del circuito in esame.

Un circuito elettrico può, in generale, essere analizzato sia nel dominio del

tempo sia nel dominio della frequenza, ma dal punto di vista numerico ri-

sulta molto più onerosa la prima alternativa, la quale comporta il calcolo di

convoluzioni tra i segnali di ingresso e la risposta impulsiva del sistema, e

quindi un costo computazionale eccessivo. Risulta molto più efficiente un’a-

nalisi nel dominio della frequenza, soprattutto se si dispone di una funzione

di trasferimento che possa essere approssimata con una funzione razionale. In

linea di principio un’approssimazione razionale di un certo ordine N è data dal

rapporto tra due polinomi

f(s) ≈ a0 + a1s + a2s
2 + · · · + aNsN

b0 + b1s + b2s2 + · · · + bNsN
(2.1)
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In fase di identificazione, quindi, occorre determinare valori opportuni dei

coefficienti ai e bi che forniscano una funzione di trasferimento che rispetti le

specifiche ed i dati sperimentali. La funzione di trasferimento cos̀ı ottenuta,

però, potrebbe non tenere conto di alcune proprietà fisiche del sistema, prima

fra tutte la passività. Come vedremo, una mancanza del genere non è tollera-

bile, soprattutto in vista di simulazioni in cui il modello considerato è inteso

come parte di un macromodello complesso. Infatti, esso potrebbe dare origine

ad un comportamento instabile del sistema complessivo, pur essendo garantita

l’assenza, raccomandata dai criteri di stabilità, di poli a parte reale positiva.

In questo capitolo descriveremo una metodologia di identificazione ben nota e

consolidata, il Vector Fitting, un algoritmo in grado di fornire l’approssimazio-

ne razionale sopra menzionata. Una tale metodologia, pur non garantendo al

modello generato caratteristiche proprie di un sistema passivo, riveste, tutta-

via, un grande interesse anche in strategie di forzamento della passività. Infat-

ti, l’approssimazione razionale della funzione di trasferimento da essa fornita

rappresenta un valido punto iniziale per qualunque strategia di identificazione

per sistemi passivi.

2.1 Descrizione dell’algoritmo

Il Vector Fitting [3] è una procedura che ci consente di ottenere un’appros-

simazione razionale della funzione di trasferimento, ossia una funzione della

forma

f(s) ≈
N∑

m=1

cm

s − am
+ d + sh (2.2)

dove i coefficienti am, cm, d ed h sono le incognite da determinare per ottenere

un’approssimazione di f(s) nel senso dei minimi quadrati. Notiamo che si

tratta di un problema non lineare dal momento che le incognite am sono al

denominatore. L’idea su cui si basa il Vector Fitting è quella di risolvere il
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problema attraverso due stadi lineari, identificando in modo sequenziale prima

i poli, poi gli zeri di f(s).

Stadio 1: identificazione dei poli di f(s)

Partiamo da un set di poli am, ed introduciamo una funzione ausiliaria σ(s),

che moltiplichiamo per f(s) e che approssimiamo con una funzione i cui poli

sono gli stessi di σ(s)f(s). Consideriamo quindi la coppia di equazioni:

(
σ(s)f(s)

σ(s)

)
=




N∑
m=1

cm

s−am
+ d + sh

N∑
m=1

c̃m

s−am
+ 1


 (2.3)

Se moltiplichiamo per f(s) l’espressione approssimata di σ(s), giungiamo al-

l’equazione:
(

N∑
m=1

cm

s−am
+ d + sh

)
=

(
N∑

m=1

c̃m

s−am
+ 1

)
f(s) (2.4)

oppure, in maniera equivalente:
(

N∑
m=1

cm

s−am
+ d + sh

)
−
(

N∑
m=1

c̃m

s−am
f(s)

)
= f(s) (2.5)

Se esprimiamo quest’ultima relazione per una generica frequenza sk, otteniamo

un’equazione del tipo:

Akx = bk (2.6)

dove

Ak =
(

1
sk−a1

... 1
sk−aN

1 sk
−f(sk)
sk−a1

... −f(sk)
sk−aN

)
(2.7)

x =
(

c1 ... cN d h c̃1 ... c̃N

)T

, bk = f(sk) (2.8)

Possiamo scrivere l’ultima equazione per diverse frequenze, ottenendo cos̀ı un

problema lineare sovradimensionato:

Ax = b (2.9)
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che possiamo risolvere nell’incognita x, secondo l’approccio dei minimi quadra-

ti, tramite l’inversa di Moore-Penrose (Appendice A). Esprimiamo le funzioni

f(s) e σ(s)f(s) come rapporto tra polinomi:

σ(s)f(s) = h

N+1∏
m=1

(s − zm)

N∏
m=1

(s − am)

, σ(s) =

N∏
m=1

(s − z̃m)

N∏
m=1

(s − am)

(2.10)

Ricaviamo f(s):

f(s) =
σ(s)f(s)

σ(s)
= h

N+1∏
m=1

(s − zm)

N∏
m=1

(s − z̃m)

(2.11)

Dall’ultima equazione notiamo che i poli di f(s) sono gli zeri di σ(s); osservia-

mo che i poli di partenza am non compaiono in virtù del fatto che li abbiamo

scelti uguali per entrambe le funzioni σ(s) e σ(s)f(s). Il problema quindi si

sposta sul calcolo degli zeri di σ(s). Possiamo determinare tali zeri calcolando

gli autovalori della matrice:

H = A − bc̃T (2.12)

dove A è una matrice diagonale contenente i poli di partenza am, mentre b è

un vettore colonna di termini unitari e c̃T è un vettore riga contenente i residui

di σ(s).

Stadio 2: identificazione dei residui di f(s)

In questa seconda fase consideriamo come poli di partenza quelli calcolati per

f(s) nella fase precedente, ossia gli zeri di σ(s), che indichiamo ancora con

ām. In tal modo la funzione σ(s) assume valore unitario ad ogni frequenza,

per cui la relazione da considerare è

σ(s)f(s) = f(s) =

(
N∑

m=1

cm

s−am
+ d + sh

)
(2.13)
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Se scriviamo questa relazione per diverse frequenze, giungiamo ancora una

volta ad un problema lineare del tipo

Ax = b (2.14)

dove, questa volta, il vettore x contiene i coefficienti incogniti cm, d ed h,

mentre la matrice A è costituita da righe del tipo

Ak =
(

1
sk−a1

... 1
sk−aN

1 sk

)
(2.15)

È bene sottolineare che la procedura esposta è stata illustrata per una funzio-

ne scalare, ma può essere facilmente estesa al caso in cui f(s) sia un vettore.

Da qui il nome di questa metodologia.

Per quanto riguarda l’accuratezza del risultato, un ruolo importante è svolto

dai poli iniziali. Infatti, un set di poli reali può essere adatto se la funzione

da approssimare è dolce, ossia non presenta brusche variazioni in frequenza.

In tal caso il risultato ottenuto con il Vector Fitting consente un errore qua-

dratico medio (RMS) molto piccolo. Invece, per una funzione che presenta dei

picchi di risonanza, il Vector Fitting ha bisogno di poli complessi e coniugati

per poter fornire un risultato con una accuratezza accettabile.

Di seguito riportiamo due esempi in cui mostriamo i risultati forniti per una

funzione che non presenta forti variazioni in un range di frequenza che va da

0 a 100kHz e per una frequenza che, nello stesso range di frequenza, presenta

dei picchi di risonanza.

2.2 Applicazioni del Vector Fitting

Gli esempi che illustreremo in questa sezione sono volti a mostrare l’efficacia

del Vector Fitting qualora si voglia determinare un’approssimazione di una

funzione con un andamento dolce in frequenza o di una funzione che, invece,

è caratterizzata da brusche variazioni nel range di frequenze di interesse.
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Il primo esempio, creato artificialmente, è costituito da una funzione con 18

poli, riportati nella tabella seguente con i relativi residui.

Poli Residui Poli Residui

- 2000 1000 -34000 -12000

- 4000 -1000 -44000 20000

- 9000 7000 -48000 41000

-15000 12000 -56000 8000

-18000 5000 -64000 15600

-21000 -12000 -72000 -10000

-23000 -2000 -79000 -12000

-29500 1500 -88000 50000

-33000 31000 -93000 -2000

La funzione viene approssimata con la procedura del Vector Fitting a par-

tire da un set di 20 poli reali. Il risultato ottenuto è riportato nella figura

seguente. Presenta un’accuratezza molto soddisfacente, con errore quadratico

medio pari a 5.9e-11.
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Figura 2.1: Funzione dolce adattata con il Vector Fitting

Il prossimo esempio è costituito da una funzione, ancora una volta creata

artificialmente, caratterizzata da 18 poli, di cui 2 reali e 16 complessi e coniu-

gati, riportati nella tabella seguente con i relativi residui.

Poli[Hz] Residui[Hz]

-4500 -3000

-41000 -83000

-100 ± j5000 -5 ± j7000

-120 ± j15000 -20 ± j18000

-3000 ± j35000 6000 ± j45000

-200 ± j45000 40 ± j60000

-1500 ± j45000 90 ± j10000

-500 ± j70000 50000 ± j80000

-1000 ± j73000 1000 ± j45000

-2000 ± j90000 -5000 ± j92000

L’andamento della funzione è quello riportato nella figura seguente
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Figura 2.2: Andamento della funzione f(s) di ordine 18

La funzione viene approssimata a partire dal seguente set di 20 poli com-

plessi e coniugati

Poli

-1e-2 ± j

-1.11e+2 ± j1.11e+4

-2.22e+2 ± j2.22e+4

-3.33e+2 ± j3.33e+4

-4.44e+2 ± j4.44e+4

-5.55e+2 ± j5.55e+4

-6.66e+2 ± j6.66e+4

-7.77e+2 ± j7.77e+4

-8.88e+2 ± j8.88e+4

-1e+3 ± j1e+5

Nella figura seguente possiamo stimare l’accuratezza del risultato fornito
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dal Vector Fitting, con un errore quadratico medio pari a 3.8e-12.

Figura 2.3: Risultato fornito dal Vector Fitting

Se fossimo partiti da un set di 20 poli reali, distribuiti linearmente nel

range di frequenze di interesse, [0,100kHz], avremmo ottenuto un risultato con

un valore di RMS pari a 7.1, che avremmo dovuto far decrescere ripetendo la

procedura secondo un processo iterativo.

Osserviamo che il Vector Fitting non conduce ad un’approssimazione ottima-

le, dal momento che il risultato dipende dalla natura e dal valore dei poli di

partenza.
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Capitolo 3

METODOLOGIE DI FORZAMENTO DELLA

PASSIVITÀ

L’esperienza mostra che la metodologia del Vector Fitting, cos̀ı come altre

tecniche di fitting che forniscono un’approssimazione razionale della funzio-

ne di interesse, pur garantendo un risultato con un valore RMS molto basso,

può a volte condurre ad una simulazione instabile. Ciò può accadere anche

se l’approssimazione ottenuta è costituita da poli stabili, ossia con parte reale

positiva. Un efficace mezzo che consente di evitare un tale inconveniente è una

metodologia di forzamento della passività, alla luce dell’osservazione che un

sistema passivo è necessariamente stabile, mentre non è lecita l’implicazione

inversa.

Un sistema passivo [2] è tale se non è in grado di fornire in uscita un’energia su-

periore a quella precedentemente accumulata. Sulla base di questa definizione

si fondano i criteri per la passività che vengono sfruttati nell’implementazione

dei metodi di forzamento della stessa.

Un sistema elettrico può essere descritto nel dominio della frequenza dalla ma-

trice di ammettenza, che instaura un legame lineare tra il vettore delle tensioni

e delle correnti

i = Y v (3.1)
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Pertanto la potenza assorbita è espressa dalla relazione

P = Re{v∗Y v} = Re{v∗(G + jB)v} = Re{v∗Gv} (3.2)

dove l’asterisco denota il vettore trasposto e coniugato. Per la passività deve

risultare P > 0, per cui la matrice G = Re{Y } dovrà essere definita positiva,

ossia dovrà avere tutti gli autovalori a parte reale positiva.

Nel seguito riportiamo dapprima il principio di funzionamento di una meto-

dologia basata su un approccio semplicistico, molto semplice da implementare

ma che , per contro, fornisce un risultato con un’accuratezza non soddisfacente,

se rapportata a quella ottenuta con altri metodi. Tratteremo poi un metodo

basato su una tecnica di programmazione quadratica, confrontandone il risul-

tato con quello ottenuto con l’approccio precedente. Ma la metodologia più

promettente, su cui ci soffermeremo ampiamente ed a cui dedicheremo tutto il

prossimo capitolo, è quella basata su una tecnica di ottimizzazione convessa,

in cui il vincolo della passività è imposto a priori attraverso l’introduzione di

una matrice K e di una condizione dettata dalla teoria del lemma reale positivo.

3.1 Approccio semplicistico

Supponiamo di avere a disposizione [4] un’approssimazione razionale di G per

un insieme di frequenze di interesse. L’elemento i,j della matrice G ha, quindi,

l’espressione

Gij(s) = d + Re{
N∑

m=1

cij,m

s − aij,m
} = d + p(s) (3.3)

Possiamo scrivere la matrice piena come

G(s) = D + P (s) (3.4)

Ad ogni singola frequenza possiamo considerare la corrispondente matrice G

diagonalizzata, che indichiamo con Λ, per cui

TΛT−1 = D + P (3.5)
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La matrice Λ contiene, sulla diagonale, tutti gli autovalori di G. Separiamo Λ

in due matrici contenenti gli autovalori positivi e negativi, rispettivamente

T (Λpos + Λneg)T
−1 = D + P (3.6)

Dal momento che, come abbiamo visto, affinché sia garantita la passività, la

matrice G deve essere tale da avere soltanto autovalori positivi, la correzione

da effettuare può essere ricavata dall’ultima relazione

Gcorr = T (Λpos)T
−1 = D − T (Λneg)T

−1 + P (3.7)

Possiamo quindi ottenere la matrice G corretta attraverso una modifica della

matrice D

Dcorr = D − T (Λneg)T
−1 (3.8)

La procedura esposta dovrà essere ripetuta per ogni frequenza, cos̀ı come è

mostrato nel seguente diagramma di flusso.

Figura 3.1: Forzamento della passività con approccio semplicistico
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Si tratta quindi di una correzione a posteriori della matrice G. La forza di

questo approccio è la sua semplice implementazione. Tuttavia l’accuratezza

del risultato potrebbe non essere particolarmente soddisfacente. Nel prossimo

paragrafo mostreremo una diversa metodologia che consente di ottenere dei

risultati migliori.

3.2 QP passive

Illustriamo adesso un metodo [4],[5] di forzamento della passività che, a partire

ancora una volta da un’approssimazione razionale degli elementi della matrice

delle ammettenze, ne calcola la variazione dei coefficienti attraverso un algorit-

mo di programmazione quadratica preceduto da un processo di linearizzazione.

L’approssimazione razionale a cui ci riferiamo è fornita da una procedura di

Vector Fitting, ed è esprimibile come segue:

YFIT i,j(s) =

N∑

m=1

ci,j,m

s − ai,j,m
+ di,j + sei,j (3.9)

Lo scopo del metodo è, in linea di principio, una modifica dei coefficienti

ci,j,m, ai,j,m, di,j ed ei,j in modo che tutti gli autovalori di GFIT = Re{YFIT }
siano positivi. In realtà, nella procedura che andiamo ad illustrare, lasciamo

inalterati i poli ai,j,m e modifichiamo, in prima battuta, gli elementi di,j ed

ei,j , in modo da rendere le matrici D ed E definite positive. Cos̀ı facendo

possiamo considerare come incogniti i soli coefficienti ci,j,m, i quali sono gli

unici ad essere modificati nel processo iterativo.

Raggruppiamo i coefficienti incogniti in un vettore x, e le colonne della matrice

YFIT in un vettore yFIT e consideriamo il legame che si instaura, dopo un

processo di linearizzazione, tra la variazione del vettore x e quella di yFIT

∆yFIT = M∆x (3.10)
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dove M, nel caso di una matrice YFIT 2×2 i cui elementi sono approssimati

con funzioni di ordine N=2, è:

M =




1
s−a1,1,1

1
s−a1,1,2

0 0 0 0 0 0

0 0 1
s−a2,1,1

1
s−a2,1,2

0 0 0 0

0 0 0 0 1
s−a1,2,1

1
s−a1,2,2

0 0

0 0 0 0 0 0 1
s−a2,2,1

1
s−a2,2,2




Di conseguenza sussiste il legame lineare seguente:

∆gFIT = Re{M}∆x = P∆x (3.11)

In modo analogo è possibile mostrare il legame lineare tra ∆gFIT e la variazione

degli autovalori ∆λ

∆λ = Q∆gFIT (3.12)

Dopo la dovuta sostituzione si ha

∆λ = QP∆x = R∆x (3.13)

Ciò che ci proponiamo di trovare è una soluzione ai minimi quadrati del

problema

y(s) − yFIT (x, s) → 0 (3.14)

che può essere riscritto, sfruttando la linearizzazione precedente, come

y(s) − (y′FIT (x, s) + M∆x) → 0 (3.15)

soggetta ai vincoli di passività per gFIT . Dal momento che gli autovalori di

GFIT devono essere positivi, il vincolo da soddisfare è

∆λ = R∆x ≥ −λ (3.16)

Il problema può essere cos̀ı formulato

A∆x → b (3.17)
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B∆x ≤ c (3.18)

dove abbiamo posto

A = M, b = y − y′, B = −R, c = λ (3.19)

La soluzione ai minimi quadrati che cerchiamo, possiamo trovarla risolvendo,

tramite un algoritmo di programmazione quadratica, il seguente problema di

minimizzazione

min{1

2
∆xT H∆x − fT ∆x} (3.20)

B∆x ≤ c (3.21)

dove

H = AT A, f = AT b (3.22)

Il programma riceve in ingresso i dati originali y, nonché i parametri del-

l’approssimazione razionale. I primi parametri ad essere modificati secondo

quanto richiesto dai vincoli sono D ed E, dopo di che i coefficienti considerati

incogniti vengono introdotti in un vettore x0, pronti ad essere corretti tramite

un vettore di variazione che viene ricalcolato ripetutamente finché non sono

soddisfatti tutti i vincoli. Osserviamo che gli elementi delle matrici D ed E

sono considerati reali, per cui GFIT non dipende da E. Tuttavia, insieme con

D, anche la matrice E viene forzata ad essere definita positiva, dal momento

che anche i suoi autovalori, se negativi, possono condurre a simulazioni insta-

bili.

Un problema nasce quando il grado di approssimazione della funzione è molto

grande, per cui il vettore x0 assume una dimensione che è difficilmente gestibi-

le da programmi di calcolo come il MATLAB. Un rimedio a tale inconveniente

è posto nella ricerca di una soluzione sequenziale. In pratica vengono ordinati

gli elementi del vettore x0 in modo che le ampiezze dei poli associati siano in

ordine crescente, dopo di che viene eseguito un processo iterativo tale che, ad

ogni iterazione, è preso in considerazione un set di elementi di x0. I set di
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elementi considerati devono essere contigui.

Di seguito riportiamo degli esempi che mostrano l’efficacia del metodo espo-

sto. Successivamente porremo a confronto i risultati forniti dal QPpassive con

quelli ottenuti con l’approccio semplicistico.

3.2.1 Applicazioni del QPpassive

Questa sezione è dedicata ad esempi che mettono in evidenza l’efficacia del

metodo QPpassive. Vengono mostrati in particolare i risultati delle simula-

zioni nel dominio del tempo, i quali sono messi a confronto con i risultati di

simulazioni in cui la passività non viene forzata.

Il primo esempio che consideriamo è relativo ad una linea di trasmissione de-

scritta da una matrice di ammettenza Y 2×2, i cui elementi sono approssimati

da funzioni con 30 poli distribuiti in un range di frequenza che va da 0.01Hz a

2kHz. La figura seguente mostra l’andamento degli autovalori di G = Re{Y }
in frequenza.

Figura 3.2: Andamento autovalori di G
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Dalla figura notiamo che uno dei due autovalori, quando la passività non

è stata ancora forzata, è negativo in un intorno di 5kHz. Con la procedura

del QPpassive si riesce ad ottenere la correzione desiderata, ossia entrambi gli

autovalori diventano positivi nel range di frequenze di interesse, a scapito di

un aumento del valore RMS. Tuttavia si tratta di un aumento accettabile, che

va da 2.48e-9 a 3.76e-8. Ciò che è interessante notare è l’influenza che il forza-

mento della passivià ha sulle simulazioni nel dominio del tempo. Supponiamo

di alimentare la linea con una sorgente a 600Hz, il cui valore oscilla tra -1 ed

1, e di disconnettere la sorgente all’istante t = 10ms.

Figura 3.3: Linea di trasmissione alimentata a 600Hz fino all’istante t = 10ms
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Figura 3.4: Effetto del forzamento della passività in una simulazione nel

dominio del tempo

L’andamento della tensione di uscita è riportato in figura. Dalla figura no-

tiamo che, se non è garantita la passività del modello, la simulazione evidenzia

un comportamento instabile del sistema, quando questo non è collegato alla

sorgente. Con il forzamento della passività riusciamo ad evitare tale fenome-

no, ossia la divergenza del segnale di uscita.
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Il secondo esempio che mostriamo è relativo al modello di un trasformatore.

La figura seguente mostra l’andamento degli autovalori di G = Re{Y } nel ran-

ge di frequenza 1kHz-200kHz (linea continua), e l’andamento degli autovalori

dell’approssimazione di ordine 10 GFIT = Re{YFIT } nel range 1kHz-300kHz

(linea punteggiata).

Figura 3.5: Autovalori di G e GFIT
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Vediamo un dettaglio della figura restringendo l’intervallo di frequenze

visualizzato:

Figura 3.6: Autovalori di G e GFIT in un range 0kHz-100kHz

Notiamo che, intorno a 10kHz il modello approssimato presenta un auto-

valore negativo, per cui non sono verificate le condizioni per la passività. La

figura seguente mostra come la procedura del QPpassive riesce a risolvere il

problema forzando tutti gli autovalori ad essere positivi nel range di interesse.

Si osserva un incremento dell’errore RMS sicuramente accettabile, che va da

1.894e-4 a 1.897e-4.

L’importanza di forzare la passività è evidente se si pongono a confronto i

risultati delle simulazioni nel tempo ottenuti con e senza tale forzamento.
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Figura 3.7: Andamento degli autovalori di GFIT dopo il forzamento della

passività

Figura 3.8: Andamento della tensione di uscita con e senza il forzamento della

passività
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Notiamo che la tensione di uscita, quando la passività non è forzata, tende

a divergere, segno di un comportamento instabile del sistema. Con l’applica-

zione della procedura esposta, il problema dell’instabilità del modello è risolto.

Poniamo, infine, a confronto i due metodi di forzamento finora considerati, il

QPpassive e quello basato su un approccio semplicistico. Nella seguente fi-

gura è riportato l’andamento in frequenza dell’errore quadratico medio per i

due metodi, entrambi applicati al modello del trasformatore. Osserviamo un

Figura 3.9: Confronto tra QPpassive ed approccio semplicistico

valore nettamente inferiore dell’RMS per la procedura del QPpassive.

È chiaro che metodi diversi di forzamento della passività danno luogo a risul-

tati diversi delle simulazioni nel tempo. A prova di ciò riportiamo i risultati

delle simulazioni nel tempo relativi alla linea di trasmissione, trattata nel pri-

mo esempio che abbiamo considerato.
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Figura 3.10: Simulazione nel tempo: confronto tra QPpassive ed approccio

semplicistico

3.3 Identificazione basata su ottimizzazione convessa

Abbiamo visto come alcune tecniche di identificazione, come il Vector Fitting,

ci consentono di ottenere un’approssimazione razionale della funzione di tra-

sferimento del sistema da identificare. Abbiamo però riscontrato come un tale

metodo da solo non basta per garantire la stabilità del modello. È necessario

l’utilizzo di una metodologia di forzamento della passività. Nelle sezioni pre-

cedenti ci siamo occupati di alcune procedure volte in tal senso, soffermandoci

dapprima su un approccio simplicistico, che consente di eliminare gli autovalo-

ri di G = Re{Y } con parte reale negativa nel range di frequenze di interesse, a

spese di un’accuratezza del risultato non sempre soddisfacente. Abbiamo quin-

di illustrato un metodo, il QPpassive, che consente di raggiungere lo scopo con

un procedura basata sulla minimizzazione, nel senso dei minimi quadrati, di

un’opportuna funzione di fitness. Si evince, dal confronto tra i risultati, una
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maggiore accuratezza ottenuta con la procedura di minimizzazione.

Questa sezione è dedicata ad una nuova metodologia [6], [7], basata anche

questa su una procedura di minimizzazione. La forza e la novità del metodo è

che esso consente di imporre a priori la passività, attraverso dei vincoli espres-

si da funzioni convesse. Il vincolo della passività è imposto attraverso una

proprietà della funzione di trasferimento o, equivalentemente, della matrice di

ammettenza o di impedenza. In particolare si richiede che tale matrice sia

reale positiva.

Ricordiamo che, per definizione, una matrice quadrata H(s) è reale positiva

se sono soddisfatte le seguenti condizioni, per Re(s) > 0:

• H(s) é analitica

• H(s) = H(s)

• H(s)+H(s)H ≥ 0

dove H è il complesso coniugato ed HH è l’hermitiana di H, cioè la matrice

trasposta e coniugata. La condizione è imposta facendo ricorso al lemma reale

positivo che, ricordiamo, afferma quanto segue:

Lemma Reale Positivo

Consideriamo il modello ingresso-stato uscita di un sistema, caratterizzato

dalle matrici A, B, C, D. Come è noto, la funzione di trasferimento associata

è:

H(s) = C(sI − A)−1B + D (3.23)

Se esiste una matrice K ≥ 0 tale che sia semidefinita positiva la seguente

matrice:

(
−AT K − KA −KB + CT

−BT K + C D + DT

)
≥ 0 (3.24)
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allora H(s) è reale positiva, per cui il sistema è passivo.

Partiamo dall’ipotesi che sia già disponibile un’approssimazione razionale

stabile del sistema. A partire da questa conserviamo i suoi poli, che si trovano

tutti nel semi-piano sinistro del piano complesso. Ciò equivale a fissare la

matrice A. In realtà lasciamo inalterate anche le matrici B e D, lasciando

variabile la sola matrice C. Indichiamo con H̃(s) la matrice di trasferimento

data, nota per un set di N punti di frequenza. Vogliamo determinare una

matrice C che minimizzi la funzione di errore:

E =

n∑

p=1

n∑

q=1

N∑

k=1

wk,p,q‖Hp,q(sk) − H̃p,q(sk)‖2
2 (3.25)

dove p e q indicano la p-ma riga e la q-ma colonna della matrice di trasferi-

mento ed n è il numero di ingressi e di uscite del sistema. Il problema è quindi

posto in questi termini:

min
n∑

p=1

n∑

q=1

tp,q (3.26)

tale che

(
−AT K − KA −KB + CT

−BT K + C D + DT

)
≥ 0 (3.27)

K = KT ≥ 0 (3.28)

(Fp,qC
T
p,q − Gp,q)

T (Fp,qC
T
p,q − Gp,q) ≤ tp,q (3.29)

per 1 ≤ p, q ≤ n. Le matrici Fp,qεR
2N×np e Gp,qεR

2N sono cos̀ı definite:

Fp,q(k, :) =

{
wp,q,kRe[J(sk)] k ≤ N

wp,q,k−NIm[J(sk−N )] k > N
(3.30)

Gp,q(k) =

{
wp,q,kRe[H̃p,q(sk)] k ≤ N

wp,q,k−NIm[H̃p,q(sk−N )] k > N
(3.31)
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dove

J(s) = BT
q (Isk − AT )−1eT

q seT
q (3.32)

Se D = 0, la prima disuguaglianza è sostituita dalle seguenti condizioni:

−AT K − KA ≥ 0 KB = CT (3.33)

Inoltre, se anche D è intesa come matrice variabile, occorre aggiungere l’ulte-

riore vincolo D + DT ≥ 0.

Questa procedura, cos̀ı formulata, consente di usufruire di un interessante van-

taggio, non consentito da altre metodologie. Infatti, la possibilità di formulare

il problema di ottimizzazione in termini di funzione obiettivo e vincoli en-

trambi convessi, consente di determinare un punto di minimo globale. Siamo,

quindi, in grado di ottenere un risultato che, rispettando i vincoli imposti dalla

passività, è quello che approssima meglio i dati di partenza.

Dalla formulazione appena esposta, è possibile ottenerne una del tutto simile.

Partiamo da una fattorizzazione QR della matrice Fp,q, ossia scriviamo Fp,q

come il prodotto di una matrice Qp,q tale che QT
p,qQp,q = I, e di una Rp,q trian-

golare superiore. Se poniamo C̃ = CRT , possiamo esprimere la disequazione

relativa all’ultimo vincolo come segue:

˜(Cp,q
˜(C

T

p,q − 2Gp,q)
T Qp,q

˜(C
T

p,q − GT
p,qGp,q) ≤ tp,q (3.34)

Per poter esprimere tale disuguaglianza in termini di matrice semidefinita

positiva, facciamo ricorso al complemento di Schur. Ricordiamo, infatti, che

una condizione del tipo

(
Q S

ST R

)
≥ 0 (3.35)

con Q ed R matrici simmetriche, è equivalente alle condizioni

R ≥ 0 (3.36)

Q − SR−1ST ≥ 0 (3.37)
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Quindi, la disuguaglianza precedente è equivalente a

(
tp,q + 2GT

p,qQp,qC̃
T
p,q − GT

p,qGp,q C̃p,q

C̃T
p,q I

)
≥ 0 (3.38)

In definitiva il problema può essere formulato in questi termini:

min
n∑

p=1

n∑

q=1

tp,q (3.39)

tale che

(
−AT K − KA −KB + R−1C̃T

−BT K + C̃R−1 D + DT

)
≥ 0 (3.40)

K = KT ≥ 0 (3.41)
(

tp,q + 2GT
p,qQp,qC̃

T
p,q − GT

p,qGp,q C̃p,q

C̃T
p,q I

)
≥ 0 (3.42)

La strategia esposta, molto promettente dal punto di vista teorico, nasconde,

però, una notevole difficoltà di implementazione. Il nostro lavoro, quindi, è

stato impostato sulla ricerca di una procedura semplificata, che ha condotto ad

un problema di ottimizzazione vincolata, in cui la funzione di fitness ed i vincoli

sono ancora espressi in termini di funzioni convesse, ma tali da consentire

l’utilizzo dei classici metodi di risoluzione per problemi di minimizzazione.

Nel prossimo capitolo riportiamo i risultati ottenuti.



Capitolo 4

IMPLEMENTAZIONE ED APPLICAZIONI

Nel presente capitolo riportiamo un caso test su cui abbiamo sperimentato l’ef-

ficacia della metodologia di identificazione, precedentemente esposta, basata

sulla risoluzione di un problema di ottimizzazione vincolata convessa. Abbia-

mo percorso diverse strade allo scopo di implementare nel modo più efficiente

tale metodologia, sfruttando, per ognuna di esse, un diverso metodo di risolu-

zione per problemi di minimizzazione. Prima di presentare i risultati ottenuti,

descriviamo le procedure utilizzate evidenziando, per ognuna di esse, la parti-

colare funzione di fitness scelta.

4.1 Metodi implementati

In una prima fase del nostro lavoro abbiamo fatto ricorso ad un approccio

semplificato del problema. Esso consiste nel ricercare, a partire da un set di

valori dei parametri che garantiscano il soddisfacimento dei vincoli di forza-

mento della passività, il minimo della funzione di fitness tramite un algoritmo

di minimizzazione non vincolata. La funzione di fitness che consideriamo è

l’errore quadratico medio tra la funzione di trasferimento ottenuta dai dati,

che indichiamo con H(s), e quella ottenuta con il processo di minimizzazione,
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indicata con Ĥ(s). Abbiamo, quindi, la seguente funzione obiettivo:

√
‖H(s) − Ĥ(s)‖2

2

N
(4.1)

dove N è il numero di punti in frequenza in cui valutiamo la f.d.t. Il termine

‖H(sk) − Ĥ(sk)‖2
2 può essere anche scritto come segue:

‖H(s) − Ĥ(s)‖2
2 = ‖F (s)C − G(s)‖2

2 (4.2)

dove:

F =

{
wp,q,kRe[J(sk)] k ≤ N

wp,q,k−NIm[J(sk−N )] k > N
(4.3)

G =

{
wp,q,kRe[H̃p,q(sk)] k ≤ N

wp,q,k−NIm[H̃p,q(sk−N )] k > N
(4.4)

con

J(s) = BT
q (sI − AT )−1eT

q seT
q (4.5)

I coefficienti wp,q,k sono dei pesi, il cui valore è scelto pari ad 1.

Le matrici F e G contengono i dati del problema, per cui i loro elementi non

vengono modificati, mentre le variabili in gioco sono gli elementi della matrice

C.

Il punto da cui parte la procedura di minimizzazione è scelto tale da soddisfare

i vincoli dettati dal lemma reale positivo, per cui consideriamo una matrice C

che consenta l’esistenza di una matrice K tale che:
[

−AT K − KA −KB + CT

−BT K + C D + DT

]
≥ 0 (4.6)

K = KT ≥ 0 (4.7)

Tale punto di partenza è determinato tramite l’utilizzo del toolbox LMILAB.

Esso consente di definire un sistema di disequazioni matriciali secondo la spe-

cificazione della particolare struttura a blocchi che caratterizza ogni singola
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matrice. Tramite i comandi LMITERM ed LMIVAR è possibile specificare,

rispettivamente, i singoli blocchi che costituiscono le matrici, e la struttura

interna delle matrici variabili. In particolare, nel nostro caso, definiamo una

matrice variabile K che sia simmetrica, ed una matrice variabile C. Abbia-

mo utilizzato la routine FEASP per calcolare una soluzione del sistema di

disequazioni. Il punto, cos̀ı determinato, viene portato in ingresso ad una pro-

cedura stocastica che, a partire da esso, determina una famiglia di punti che

soddisfano i vincoli e che, pertanto, sono dei validi punti di partenza per una

metodologia di minimizzazione.

Il metodo utilizzato per risolvere il problema di ottimizzazione è il metodo

di Newton (Appendice B), che abbiamo implementato secondo un approccio

iterativo. Esso parte da uno dei punti iniziali che abbiamo ricavato nella pre-

cedente fase di generazione, e, muovendosi lungo la direzione di discesa, va alla

ricerca del minimo della funzione di fitness. A seconda che il punto corrente

soddisfi o meno i vincoli, o che il valore corrente della funzione obiettivo sia

maggiore o minore di una certa soglia, viene stabilito se il punto di parten-

za per la prossima iterazione sia, rispettivamente, quello corrente oppure un

nuovo punto del set di punti iniziali che abbiamo a disposizione. Ad ogni ite-

razione viene, quindi, verificato se i vincoli siano ancora soddisfatti, salvando

in tal caso i valori correnti delle variabili in gioco. La fase di verifica dei vincoli

è eseguita utilizzando, ancora una volta, il toolbox LMILAB, ma questa volta

l’unica matrice variabile è K, mentre la matrice C è fissata al punto corrente.

Il flag, indice del soddisfacimento o meno dei vincoli, è un parametro che vie-

ne restituito dalla routine FEASP, indicato con tmin, il quale assume valore

negativo se il sistema di disequazioni ammette soluzione.

Un altra strategia di minimizzazione che abbiamo preso in considerazione è

un metodo di barriera, che riconduce il problema di ottimizzazione vincolata

ad un problema non vincolato, consentendo di introdurre i vincoli all’interno

della funzione di fitness. Tali vincoli sono espressi in termini di autovalori delle

matrici del lemma reale positivo. Osserviamo, infatti, che una matrice semide-
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finita positiva è tale da avere tutti i suoi autovalori a parte reale non negativa.

Ciò suggerisce di considerare, per ognuna delle due matrici che compaiono

nell’enunciato del lemma reale positivo, l’autovalore con parte reale minima,

ed imporre che essa sia non negativa. La funzione di fitness che consideriamo

è, quindi, la seguente:

‖H(s) − Ĥ(s)‖2
2 − β(log λ1) − β(log λ2) (4.8)

dove β è un peso, di valore opportuno, che decresce durante il processo itera-

tivo.

Infine, abbiamo utilizzato la routine FMINCON, una procedura di ottimizza-

zione vincolata offerta dal MATLAB. Quest’ultima routine riceve in ingresso

due file, in uno dei quali viene specificata la funzione di fitness, mentre nel-

l’altro vengono specificati i vincoli non lineari. La funzione di fitness che

consideriamo è l’errore quadratico medio tra la funzione di trasferimento ri-

cavata dai dati originali, e quella ottenuta con il processo di minimizzazione.

I vincoli non lineari sono invece espressi, ancora una volta, in termini della

parte reale degli autovalori delle due matrici.

4.2 Applicazione ad un caso test

Abbiamo testato la metodologia implementata su un caso test presente in let-

teratura [8]. È un sistema single-input-single-output che Gustavsen, autore

del QPpassive, ha utilizzato per testare l’efficienza della sua metodologia. Il

modello di partenza, ricavato con una procedura di identificazione che ne ap-

prossimi la funzione di trasferimento (f.d.t) con una funzione razionale, non

soddisfa i requisiti imposti dalla condizione di passività. La parte reale della

f.d.t. ha, infatti, nel range di frequenze che va da 0 a 20 kHz, il seguente

andamento (4.1)
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Figura 4.1: Parte reale della funzione di trasferimento del sistema

Osserviamo che la f.d.t di partenza è legata ad un modello stabile, dal mo-

mento che tutti i suoi poli sono nel semipiano con parte reale negativa. Nella

tabella seguente sono riportati tali poli.

Poli

-6

-628

-18850 + 62832i

-18850 - 62832i

A bassa frequenza, in particolare nell’intervallo che va da 0.5 a 2.8 kHz, la

parte reale della funzione di trasferimento assume valore negativo, indice del

fatto che il modello di partenza non risulta essere passivo.



68 Capitolo 4. Implementazione ed applicazioni

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

Frequenze[kHz]

R
e(

H
) 

[1
/o

hm
]

Figura 4.2: Dettaglio della f.d.t. del sistema nella regione che va da 0 a 4kHz

Abbiamo, innanzitutto, utilizzato la metodologia denominata QPpassive,

che forza la passività al modello per mezzo di una procedura di minimizzazione

non convessa. Il risultato è mostrato nella figura (4.3)
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Figura 4.3: Identificazione del sistema ottenuta forzando la passività con il

QPpassive

La correzione effettuata consente, quindi, di ottenere un modello passivo,

dal momento che esso presenta una f.d.t. con parte reale non negativa ad ogni

frequenza. Osserviamo, però, che in alta frequenza si manifesta un indeside-

rato allontanamento della curva identificata rispetto ai dati originali.
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Figura 4.4: Dettaglio della correzione effettuata dal QPpassive nella regione

che va da 0 a 4kHz

Applichiamo, ora, la prima strategia che abbiamo implementato, ossia un

metodo di Newton a valle di una procedura stocastica di generazione di punti

iniziali. Lasciamo invariati i poli della f.d.t. del modello originale e consideria-

mo come parametri variabili soltanto gli elementi della matrice C. Partendo

da una popolazione di valori iniziali dei parametri costituita da 60 punti, ot-

teniamo il risultato mostrato in figura (4.5)
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Figura 4.5: Identificazione ottenuta forzando la passività con il primo metodo

implementato

Nella figura (4.6) sovrapponiamo i risultati ottenuti con il QPpassive e con

la procedura da noi implementata, allo scopo di farne un confronto grafico.

Osserviamo che i risultati ottenuti con le due metodologie sono comparabili

tra loro. La differenza risiede nel fatto che, ad alta frequenza, si osserva un

minore discostamento della curva identificata rispetto ai dati originali.
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Figura 4.6: Confronto tra QPpassive e la procedura introdotta

La seconda procedura che abbiamo utilizzato differisce dalla prima per

quanto riguarda la funzione di fitness. Infatti, in quest’ultima introducia-

mo anche i vincoli, espressi in forma di autovalori a parte reale minima. La

procedura di minimizzazione utilizzata si basa sull’utilizzo di un algoritmo di

ricerca stocastica, l’ES-Algorithm (Appendice C), che parte da una popolazio-

ne di punti iniziali costituita da 300 elementi, generati in modo pseudo-casuale

e tali da soddisfare i vincoli. Il risultato ottenuto è riportato in figura(4.7)
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Figura 4.7: Risultato ottenuto con il metodo della Penalty function

Infine, abbiamo ricercato la soluzione del problema di ottimizzazione vin-

colata tramite la routine FMINCON, che fornisce un risultato coincidente con

quello ottenuto con il metodo di barriera. Ciò si evince dalla figura (4.8):
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Figura 4.8: Confronto tra FMINCON e metodo della Penalty function

Allo scopo di confrontare l’efficienza della prima procedura implementa-

ta con quella dell’FMINCON e del metodo della Penalty Function, facciamo

ricorso alle rispettive curve di andamento dell’errore, calcolate come modulo

della differenza tra la parte reale della funzione di trasferimento originale, e

la parte reale della funzione di trasferimento ottenuta con i vari metodi, nel

range di frequenze considerato.
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Figura 4.9: Andamento del modulo dell’errore

Notiamo, innanzitutto, la perfetta sovrapposizione dei risultati forniti dal-

le procedure basate sull’utilizzo dell’FMINCON e del metodo della Penalty

Function.

Come possiamo osservare, la prima procedura proposta fornisce un risultato

migliore, dal momento che presenta una curva di errore che è sempre al di

sotto di quella relativa alle altre due procedure.

Una delle principali applicazioni di una metodologia di identificazione che ga-

rantisca la passività al modello generato è costituita dalle interconnessioni.

La loro analisi è fondamentale, in quanto esse sono in grado di influenzare il

comportamento nonché determinare il soddisfacimento o meno delle specifiche

di progetto del sistema di cui fanno parte. Ciò è tanto più vero in circuiti

integrati VLSI, sia per il grande numero di componenti che li compongono, sia

per la vicinanza tra le varie connessioni.



76 Capitolo 4. Implementazione ed applicazioni

È opportuno, quindi, disporre di un modello che rappresenti in modo adeguato

un’interconnessione e che ne porti in conto i fenomeni fisici ad essa legati.

4.3 Identificazione di interconnessioni passive

In fase di progettazione di una interconnessione, occorre tenere presenti alcu-

ni fenomeni fisici che, in determinate condizioni, potrebbero pregiudicarne il

comportamento. Effetti deleteri dovuti a questi fenomeni potrebbero essere,

ad esempio, delle commutazioni logiche indesiderate, o sovrapposizione di ru-

more ad un segnale analogico tale da renderlo distorto. Vediamo quindi quali

sono i principali fenomeni da tenere in conto, che possono essere studiati mo-

dellando un’interconnessione tramite una linea di trasmissione.

Tempo di ritardo

Il tempo di ritardo, in un fenomeno propagativo che interessa una linea di

trasmissione, è legato al tempo che il segnale impiega per giungere da un capo

all’altro della linea. Dipende, quindi, dalla lunghezza l della linea secondo la

regola:

Td =
l

c
= l

√
LC (4.9)

dove c è la velocità di propagazione del segnale all’interno della struttura

guidante, ed L e C sono la capacità e l’induttanza della linea per unità di

lunghezza. Il tempo di propagazione influenza la velocitá di funzionamento

dell’intero sistema a cui l’interconnessione appartiene. Inoltre, nel caso di

circuiti digitali, puó essere causa di commutazioni logiche non desiderate.

Un’altra causa di ritardo, nella propagazione del segnale di ingresso, è dovuta

al tempo di salita, definito come il tempo che il segnale di uscita impiega per

passare dal 10% al 90% del valore di regime. Esso influenza i livelli logici

massimi e minimi che il segnale puó assumere. La figura mostra il segnale di
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uscita da una linea non ideale, evidenziandone l’andamento durante il tempo

di salita. Notiamo, inoltre, un’attenuazione del segnale dovuta ad eventuali

perdite della linea non ideale.

Figura 4.10: Tempo di ritardo: a)linea di trasmissione con perdite.

b)Andamento del segnale di uscita e di ingresso

Attenuazione

Le perdite in una linea di trasmissione sono causa di un fenomeno di at-

tenuazione dell’ampiezza del segnale. È un fenomeno deleterio ai fini della

corretta ricezione del segnale nonché del corretto funzionamento del sistema.

Infatti, una eccessiva attenuazione può far s̀ı che il segnale non abbia un’am-

piezza compatibile con le soglie logiche stabilite. Inoltre, una tale attenuazione

rende il sistema maggiormente sensibile alla presenza di rumore sovrapposto

al segnale.
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Le perdite che si manifestano in una linea di trasmissione possono essere di

tipo ohmico o legate alla natura del materiale dielettrico. Le perdite di natura

ohmica si manifestano soprattutto ad alta frequenza, a causa della resistenza

non uniforme che caratterizza i fili conduttori e che genera una distribuzione

non uniforme della corrente.

Le perdite nel materiale sono invece legate al fattore di perdita del dielettrico.

Cross-talk

Il cross-talk [9] è un fenomeno di interferenza dovuto all’accoppiamento

elettromagnetico tra linee di trasmissione vicine tra loro. È un fenomeno di

disturbo che deve essere portato in conto in fase di progetto e che, per quanto

possibile, è bene ridurre, soprattutto nel caso di circuiti che funzionano ad al-

ta velocità. Per analizzare il cross-talk consideriamo innanzitutto un sistema

costituito da due linee, una delle quali, quella alimentata è detta attiva per di-

stinguerla da quella che non è alimentata e che subisce l’effetto del cross-talk.

Distinguiamo due effetti legati all’accoppiamento elettromagnetico, ognuno dei

quali è relativo ad un terminale della linea non attiva. Essi vengono denotati

con forward cross-talk e reverse cross-talk, a seconda del terminale a cui ven-

gono osservati. Come vedremo il secondo effetto è preponderante rispetto al

primo. Sulla linea non attiva la corrente dovuta all’accoppiamento capaciti-

vo si divide in due parti uguali che viaggiano in direzioni opposte sulla linea

non attiva a partire dal punto di accoppiamento, mentre la corrente dovuta

all’accoppiamento induttivo viaggia sempre in direzione discorde con quella

relativa alla linea attiva. Quindi le due correnti danno origine a due impulsi

di tensione che sono in fase nel tratto di linea non attiva che va dal punto di

accoppiamento al punto C della figura, mentre sono in opposizione di fase nel

restante tratto di linea.

Forward cross-talk
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Il forward cross-talk è un fenomeno caratterizzato dal passaggio di una corrente

Icf sulla linea non attiva, il cui verso è concorde con quello della corrente

sulla linea attiva (cioé verso il punto D indicato in figura). Essa è data dalla

differenza tra la corrente dovuta all’accoppiamento capacitivo e quella dovuta

all’accoppiamento induttivo. Il segnale di tensione legato ad Icf è dato dalla

somma dei segnali di tensione relativi alle due correnti di accoppiamento. Ma

essendo tali segnali in opposizione di fase, essi si sottraggono dando origine

ad uno spike di tensione che si presenta al punto D della figura seguente

(cioè al punto di far end) dopo un intervallo di tempo T dovuto al tempo di

propagazione del segnale sulla linea. Quanto detto è mostrato in figura:

Figura 4.11: Effetto del forward cross-talk
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Si suppone che la linea non attiva sia chiusa, ad entrambe le estremità, su

carichi adattati, in modo da evitare fenomeni di riflessione che darebbero un

contributo aggiuntivo all’effetto del cross-talk.

A causa della breve durata e della piccola ampiezza dell’impulso, l’effetto del

forward cross-talk è spesso mascherato dal più evidente effetto del reverse

cross-talk. Inoltre, nel caso in cui le linee siano immerse in un mezzo omoge-

neo, le correnti di accoppiamento capacitivo ed induttivo sono uguali, per cui

non si osserva alcun fenomeno di forward cross-talk.

Reverse cross-talk

Il reverse cross-talk è un fenomeno caratterizzato dal passaggio di una cor-

rente sulla linea non attiva il cui verso è opposto a quello della corrente sulla

linea attiva. Essa è data dalla somma della corrente dovuta all’accoppiamento

capacitivo e quella dovuta all’accoppiamento induttivo.

Il fenomeno del reverse cross-talk consiste nella propagazione, sulla linea non

attiva, di un impulso positivo di tensione dato dalla somma dei segnali di ten-

sione relativi alle due correnti di accoppiamento, che questa volta sono in fase.

La durata del’impulso di tensione è pari al doppio del tempo di ritardo, ed

è pertanto legata alla lunghezza della linea ed alla velocità di propagazione

dell’onda elettromagnetica sulla linea. Quanto detto è mostrato in figura:
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Figura 4.12: Effetto del reverse cross-talk

4.4 Modelli per analisi delle interconnessioni: stato del-

l’arte

Sono presenti, in letteratura, diversi modelli per rappresentare ed analizzare

un’interconnessione, ognuno dei quali è migliore degli altri a seconda della

frequenza di lavoro. I principali modelli a cui fare riferimento sono:

• Modelli a parametri concentrati

• Modelli a parametri distribuiti

• Modelli full-wave

Si tratta di modelli ottenuti tramite delle approssimazioni che sono lecite se

sono verificate determinate condizioni in riferimento alla relazione tra le dimen-

sioni geometriche della struttura guidante e la lunghezza d’onda del segnale

che in essa si propaga. Di seguito ne riportiamo le principali caratteristiche.
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4.4.1 Modelli a parametri concentrati

Il modo più semplice, proposto in letteratura, per analizzare una linea di tra-

smissione, è quello di approssimare la linea con una cascata di celle elementari

costituite da resistenza, conduttanza, capacità ed induttanza. Il numero di tali

celle deve essere elevato, per poter meglio soddisfare i requisiti di accuratezza

richiesti dall’approssimazione, e allo stesso tempo non deve essere eccessivo,

per non pregiudicare la complessità computazionale.

Il modello a parametri concentrati è ottenuto suddividendo la linea in M

segmenti di lunghezza ∆z, in maniera tale che siano una piccola frazione

della lunghezza donda del segnale. Se ognuno di tali segmenti può essere

considerato piccolo dal punto di vista elettrico alle frequenze dinteresse (cioè

∆z = L/M << l ), allora ognuno di essi può essere rappresentato da celle

elementari.

Un criterio per la scelta del numero di celle atte a rappresentare l’intera linea

nasce dalla considerazione che ognuna delle celle, vista come un filtro passa

basso, deve far passare qualche multiplo della massima frequenza massima del

segnale. Supponiamo, quindi, che la frequenza di taglio dell’intera sia pari a

dieci volte la massima frequenza del segnale:

f0 =
1

π
√

LdCd
=

1

πτd
> 10fmax (4.10)

dove τ =
√

LC è il ritardo per unità di lunghezza, e d è la lunghezza della

linea. Ricordando che dal punto di vista pratico il legame tra la massima

frequenza e il tempo di rise-fall dato da:

fmax =
0.35

tr
(4.11)

il tempo di salita del segnale è legato al ritardo della linea dalla relazione:

tr ≥ 3.5(πτd) ∼= 10τd (4.12)

Il contributo di ritardo relativo a ciascun segmento tr
10 . Il numero totale

di segmenti (N) necessari per rappresentare in maniera accurata un ritardo
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totale di τd è dato da:

N = 10
τd

tr
(4.13)

4.4.2 Modelli a parametri distribuiti

Quando le frequenze di funzionamento sono relativamente elevate, la lunghezza

della linea di trasmissione diventa una frazione significativa della lunghezza

donda del segnale. In tal caso si osservano effetti di distorsione sul segnale, non

presenti a basse frequenze, che rendono inadeguato l’utilizzo di un modello a

parametri concentrati. Si ricorre, in tal caso, a modelli a parametri distribuiti,

che si basano sulle seguenti due ipotesi fondamentali:

• Il campo elettromagnetico che si propaga nella struttura guidante è

caratterizzato da una configurazione di tipo quasi TEM.

• La corrente totale che fluisce attraverso ogni sezione trasversa risulta

essere uguale a zero.

La propagazione di un modo quasi TEM su di una linea di trasmissione è

descritta dalle equazioni dei Telegrafisti (Appendice B), che, nel caso di linea

ideale priva di perdite, sono:

∂v(z, t)

∂z
= −L

∂i(z, t)

∂t
(4.14)

∂i(z, t)

∂z
= −C

∂v(z, t)

∂t
(4.15)

Se consideriamo le inevitabili perdite, esse diventano:

∂v(z, t)

∂z
= −L

∂i(z, t)

∂t
− Ri(z, t) (4.16)

∂i(z, t)

∂z
= −C

∂v(z, t)

∂t
− Gv(z, t) (4.17)

dove R e G rappresentano la resistenza e la conduttanza per unità di lunghezza.
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4.4.3 Modelli full-wave

Nei sistemi ad alta velocità , il tempo di salita dei segnali è inferiore al nanose-

condo, le dimensioni trasverse della linea diventano una frazione significativa

della lunghezza donda del segnale e le componenti del campo elettrico e ma-

gnetico lungo la direzione di propagazione del segnale non possono più essere

trascurate. Di conseguenza, per stimare in maniera accurata ciò che acca-

de a frequenze elevate è necessario considerare modelli di tipo full-wave che

prendono in considerazione tutte le componenti dei campi elettromagnetici e

soddisfano tutte le possibili condizioni al contorno. In tal caso, però, la simu-

lazione circuitale di modelli full-wave risulta essere molto complicata. L’infor-

mazione che si ricava da un’analisi di tipo full-wave di una linea è in termini di

parametri del campo elettromagnetico che la caratterizzano quali la costante

di propagazione, l’impedenza caratteristica, ecc. In ogni caso un simulatore

di circuiti richiede informazioni in termini di correnti, tensioni ed impedenze,

pertanto è necessario un metodo generalizzato che consenta di trasferire le

informazioni ed i risultati ottenuti da un’analisi dei modi che caratterizzano

la linea in una rappresentazione di tipo full-wave fruibile, utilizzabile da un

simulatore.



Appendice A

MATRICE INVERSA DI MOORE-PENROSE

Consideriamo una matrice A di dimensioni nxk e di rango k, con n > k. Allora

il sistema :

Ax = b (A.1)

non ammette soluzione nel senso classico, dal momento che b non appartiene

allo spazio delle colonne di A. Tuttavia è possibile calcolare una soluzione in

senso debole del problema. In particolare cerchiamo una soluzione ai minimi

quadrati del problema, cioè un vettore x tale che:

|Ax − b| ≤ |Az − b| ∀zεRk (A.2)

Una soluzione vera è anche una soluzione ai minimi quadrati.

Si può dimostrare, considerando la proiezione ortogonale di b sul sottospazio

vettoriale di equazione parametrica y = Ax, che la soluzione secondo i minimi

quadrati è:

x = (AT A)−1(AT )b (A.3)

La matrice A∗ = (AT A)−1(AT ) è detta inversa di Moore-Penrose. Essa soddi-

sfa la condizione A∗A = I. Se A è quadrata, allora l’inversa di Moore-Penrose

coincide con l’inversa ordinaria. Se A è rettangolare, essa generalizza la no-

zione di matrice inversa.
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È possibile mostrare che se la matrice A, di dimensioni nxk, ha rango n con

n < k, la soluzione ai minimi quadrati del problema

Ax = b (A.4)

assume la forma:

x = (AT )(AT A)−1b (A.5)



Appendice B

METODOLOGIE DI RISOLUZIONE PER

PROBLEMI DI OTTIMIZZAZIONE

Riportiamo, in questa appendice, alcuni metodi numerici di risoluzione per

problemi di ottimizzazione.

B.1 Ottimizzazione non vincolata

Un problema di ottimizzazione non vincolata [10], [11] ha la classica forma:

minF (x) (B.1)

La funzione F è detta funzione di fitness.

Prima di specificare delle condizioni che attribuiscono dei particolari requisiti

al punto di minimo, chiariamo cosa si intende per direzione di discesa. Una

direzione d è di discesa per F se è verificata la condizione:

∇(F (x))T d < 0 (B.2)

Infatti, se consideriamo il rapporto incrementale che definisce il gradiente di

una funzione, abbiamo:

lim
λ→0+

F (x + λd) − F (x)

λ
= ∇(F (x))T d (B.3)
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si ha che, se tale rapporto incrementale è < 0, risulta F (x + λd) < F (x).

Una condizione necessaria di ottimalità del primo ordine è:

∇(F (x)) = 0 (B.4)

Essa discende dall’osservazione che, se fosse ∇(F (x)) 6= 0, la direzione −∇(F (x))

sarebbe una direzione di discesa, per cui non avremmo ancora raggiunto il mi-

nimo della funzione.

Una condizione necessaria del secondo ordine affinché un punto x sia di minimo

è:

∇2(F (x)) semidefinita positiva (B.5)

B.1.1 Metodo di Newton

I metodi di tipo Newton sono tra quelli di maggiore importanza nei problemi

di ottimizzazione non vincolata.

Il metodo di Newton per la minimizzazione di F consiste nel costruire una

successione di punti minimizzando a ogni passo un’approssimazione quadra-

tica della funzione di fitness. Noi vedremo dapprima il metodo di Newton

nella sua forma più semplice, e quindi alcune modifiche che ne migliorano le

caratteristiche di convergenza.

Consideriamo, quindi, una funzione F con Hessiana continua. Dalla formula

di Taylor arrestata ai termini del secondo ordine, per valori sufficientemente

piccoli della norma del vettore incremento h è possibile scrivere:

F (xk + d) ≈ F (xk) + ∇F (xk)
T + hT (∇2F (xk)h) (B.6)

Annullando i termini:

∇F (xk) + ∇2F (xk)h (B.7)

otteniamo:

h = −∇2F (xk)
−1∇F (xk) (B.8)
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Il metodo di Newton consiste nell’utilizzare, come vettore incremento, proprio

h. In questa versione del metodo, anzichè distinguere la scelta della direzione

da quella del passo, viene specificato direttamente il vettore incremento, o, in

altre parole, viene fissata la direzione:

dk = −∇2F (xk)
−1∇F (xk) (B.9)

e lungo questa direzione ci si muove di un passo pari a 1.

Metodo di Newton

begin

k=0; si fissa x0

while

∇F (sk) 6= 0

xk+1 = xk −∇2F (sk)
−1∇F (sk)

k=k+1;

end

end

Osserviamo che il metodo è applicabile anche se l’Hessiana non è definita

positiva, purchè risulti non singolare.

Il metodo di Newton converge, anche se solo localmente con rapidità quadra-

tica.

B.1.2 Metodo di Quasi-Newton

Per ovviare al problema della convergenza locale, si può modificare il crite-

rio di ricerca, utilizzando la struttura dei metodi di discesa. In particolare,

il metodo sceglie come direzione di discesa quella di Newton, la sua oppo-

sta o l’antigradiente, e successivamente effettua una line search, in modo da

garantire la convergenza globale. L’algoritmo riportato in figura soddisfa la

condizione d’angolo, e dunque le proprietà di convergenza globale sono con-

servate.
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Metodo di quasi-Newton

begin

Si fissa x0

k=0

while ∇F (xk) 6= 0

if ∇2F (xk) è singolare

dk = −∇F (xk)

else

s = −∇2F (xk)
−1∇F (xk)

if |∇F (xT
k s| < ε‖∇F (xk‖‖s‖

dk = −∇F (xk)

else dk = s oppure dk = −s

(a seconda di quale sia la

direzione di discesa)

end else

end if

end while

si calcola il passo αk

xk+1 = xk + αkdk

k=k+1

end

B.2 Ottimizzazione vincolata

Un generico problema di ottimizzazione vincolata [12] ha la forma seguente:

minf(x) (B.10)

h(x) = 0 (B.11)

g(x) ≥ 0 (B.12)

Gli algoritmi di ottimizzazione vincolata sono in genere più complessi, almeno

da un punto di vista pratico, di quelli utilizzati per il caso non vincolato. Ci
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limiteremo qui a descrivere le idee di fondo di due approcci, basati sul concetto

di ricondurre la soluzione di un problema vincolato a quella di un problema

non vincolato. Il primo è più indicato per il caso di vincoli espressi da equa-

zioni, mentre il secondo per il caso di disequazioni. Tuttavia, con modifiche

non particolarmente complicate, è possibile estendere ambedue gli approcci al

caso generale. Gli approcci sono di tipo sequenziale, ossia sono basati sulla

soluzione di una successione di problemi non vincolati,in modo tale che le so-

luzioni ottime convergano a quella del problema vincolato.

B.2.1 Funzioni di penalità quadratiche

Consideriamo un problema con soli vincoli di uguaglianza, ossia:

minf(x) (B.13)

h(x) = 0 (B.14)

L’idea alla base dei metodi basati sulle funzioni di penalità consiste nel definire

un opportuno problema non vincolato:

minF (x) (B.15)

tale che la funzione obiettivo presenti un termine che sparisce se i vincoli sono

soddisfatti, e che porta un contributo positivo alla funzione in caso contrario.

Dato allora yεN ,sia p(y) una funzione (detta funzione di penalità tale che

p(y) = 0 se y = 0 e p(y) > 0 per y 6= 0. Poniamo, quindi

F (x) = f(x) + ρp(h(x)) (B.16)

dove ρ è un’opportuno coefficiente. Si può intuire che, quanto più ρ è grande,

tanto più la soluzione del problema non vincolato ausiliario approssima quella

del problema vincolato di partenza.

Il modo di procedere consiste, allora, nel risolvere una successione di problemi

non vincolati, per valori crescenti di ρ, ottenendo cos̀ı una successione di punti
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che convergono alla soluzione ottima del problema vincolato.

Per quanto riguarda la funzione di penalità, sono possibili molte scelte diverse.

Una scelta molto comune è p(y) = yT y, per cui la funzione di fitness diventa:

F (x) = f(x) + ρ
∑

i

hi(x
2) (B.17)

B.2.2 Metodi di barriera

Vediamo ora un altro approccio sequenziale, applicato a problemi con soli vin-

coli di disuguaglianza. Indicheremo con X l’interno della regione ammissibile,

ossia della regione costituita dai punti in cui i vincoli sono soddisfatti.

Anche in questo caso si tratta di definire un problema ausiliario non vincolato,

e di produrre poi una successione di punti, convergenti a un minimo locale del

problema vincolato. Questi metodi sono applicabili sotto l’ipotesi che INT (X)

sia non vuota. Una funzione barriera per l’insieme ammissibile del problema

con soli vincoli di disuguaglianza è una funzione v(x), continua in INT (X),

e tale che v(x) → ∞ man mano che x si avvicina alla frontiera di X. Possia-

mo allora associare al problema vincolato un problema non vincolato in cui si

tratta di minimizzare la funzione:

F (x, ε) = f(x) + εv(x) (B.18)

Il motivo di questa posizione è, evidentemente, quello di creare una barriera che

impedisca a un punto contenuto in INT (X) di uscire dalla regione ammissibile.

Si noti che questo effetto barriera è tanto maggiore quanto più grande è ε.

Una tecnica utilizzata è quella di partire da un valore elevato del peso ε, per

poi fare in modo che ε → 0 nel processo iterativo.

A differenza del metodo delle funzioni di penalità, in questo caso si lavora con

punti che si trovano in INT (X), per cui questo metodo rientra nella categoria

dei cosiddetti metodi ai punti interni.

La funzione di barriera v(x) più importante ed utilizzata è quella logaritmica,

definita come:

v(x) = −Σi log(gi(x)) (B.19)
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ES-(µ/ρ+, λ) ALGORITHM

Data un generica funzione di fitness F [13] definita nello spazio dei parametri

N-dimensionale, Y ,e con valori nello spazio M-dimensionale, Z :

F : yεY → F (y)εZ (C.1)

Un problema di ottimizzazione può essere formulato come segue: determinare

il vettore dei parametri ŷεY in cui la funzione assuma il suo valore ottimo:

F (ŷ) := opt F (y) (C.2)

dove:

ŷ = (ŷ1, · · ·, ŷN ) y = (y1, · · ·, yN ) (C.3)

Le componenti y sono dette variabili oggetto mentre F rappresenta la funzione

obiettivo o funzione di fitness. La natura delle variabili oggetto, e dunque lo

spazio Y a cui appartengono, dipendono dal tipo di problema di ottimizzazio-

ne in esame. Non ci sono restrizioni all’applicabilità dell’ algoritmo ES, cioè

le alternative, yiεR, oppure yiεN, sono possibili. In seguito, assumeremo che

F sia una una funzione reale con valori reali. L’ES opera su una popolazio-

ne B di individui, ognuno dei quali può essere schematizzato come un punto

nello spazio di ricerca, definito completamente da tre parametri: un vettore
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dei parametri y, un set di strategy parameters s, ed il corrispondente valore

di fitness F (y).

Il set di parametri sεS è endogeno, ossia varia all’evolvere dell’algoritmo, e

gioca un ruolo fondamentale per la self-adaptation dell’ES. Esso non prende

parte al calcolo della fitness dell’individuo, ma viene trasmesso agli individui

selezionati per la generazione successiva. Gli individui che costituiscono una

popolazione, consistono di µ genitori, am, con m = 1, ..., µ, e λ discendenti,

al, con l = 1, ..., λ. I parametri µ e λ sono esogeni, cioè non variano durante

l’evoluzione.

Indichiamo, rispettivamente, le popolazioni dei genitori e dei figli al tempo g

con Bµ(g) e Bλ(g). Usando queste notazioni, possiamo schematizzare l’algo-

ritmo ES − (µ/ρ+, λ) come mostrato in figura:
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ES-(µ/ρ+, λ) Algorithm

Begin

g=0

inizializza B
(0)
µ

Repeat

for l = 1:λ

Cl= riproduzione (Bg
µ, ρ)

sl= ricombinazione (Cl, ρ)

s̃l= mutazione (sl)

yl= ricombinazione (Cl, ρ)

ỹl= mutazione (sl)

F̃l = F (ỹl)

end

calcolo Bg
λ

selection tipe

(µ, λ)

(µ + λ)

end

g=g+1

UntilCriterio di stop

end

Oltre λ e µ, un altro parametro esogeno che compare nella notazione

((µ/ρ+, λ) è ρ. Esso determina il numero dei genitori che partecipano alla

riproduzione di un singolo figlio, ricombinando opportunamente il loro patri-

monio genetico.

Nell’algoritmo mostrato in figura, si parte da una popolazione iniziale di in-

dividui, Bµ(0), ossia da un insieme di possibili soluzioni generate in modo

pseudo-casuale, rispettando i costraints dello spazio di ricerca. Segue il ciclo

evolutivo, basato su applicazioni successive di operatori genetici alla popolazio-

ne Bµ. Gli operatori genetici usati nell’ES sono: riproduzione ricombinazione

mutazione e selezione. Dalla linea 4 alla 19 è rappresentato il ciclo genera-
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zionale: per ogni generazione si parte da una popolazione di genitori Bµ(g),

da cui deriveranno λ figli, che a loro volta formeranno la popolazione Bλ(g),

(linee 5-13). Ogni discendente viene creato passo dopo passo.

Dopo la procreazione segue la selezione (linee 14-17)degli individui migliori.

Alla fine, a seconda del criterio di selezione usato, ((µ, λ) o (µ + λ) si avrà

la nuova popolazione di genitori Bµ(g + 1), a cui sarà associato il valore di

fitness Fµ. Il ciclo generazionale continuerà fino a quando non si raggiunge un

criterio di stop predefinito.

C.1 Operatore di Riproduzione

L’operatore di riproduzione seleziona l’insieme dei genitori, C, che prenderan-

no parte alla procreazione di un individuo figlio: Nel caso ρ = µ si ha C = Bµ,

ossia tutti gli individui che appartengono alla popolazione dei genitori parte-

cipano alla creazione di un figlio.

C =

{
(ai(1), · · ·, ai(ρ)), ρ < µ;

(ai(1), · · ·, ai(µ)), ρ = µ.
(C.4)

Se ρ < µ, i genitori che parteciperanno alla riproduzione sono scelti in mo-

do random, ed ogni individuo di Bµ ha la stessa probabilità 1/µ di essere scelto.

C.2 Operatore di ricombinazione

La ricombinazione è un processo in cui sia le componenti di y che di s associati

ai ρ genitori precedentemente scelti, si combinano per formare i vettori sl e yl,

associati al corrispondente figlio (vd.linee 7 e 9 in figura).

Questo operatore agisce su ρ vettori (x1, ..., xρ),dove x indica l’insieme dei pa-

rametri y, oppure indica il set dei parametri di strategia s.
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Esistono due tipi di ricombinazione:

Ricombinazione Intermedia: il discendente ricombinato r è dato dal centro

di massa dei ρ genitori casualmente selezionati:

r =
1

ρ

ρ∑

ν=1

xν (C.5)

Ricombinazione Dominante o Discreta: per ogni componente, i di r che de-

ve essere generata, si seleziona casualmente uno dei ρ genitori, detto dominante

e si trasferisce esclusivamente la sua rispettiva componente:

r =
1

ρ

N∑

i=1

(eT
i xmi)ei (C.6)

dove mi sono numeri random scelti da 1, ..., ρ, e il simbolo ei sta per il vettore

unitario nella i-esima direzione; il prodotto scalare fornisce l’i-esima compo-

nente del rispettivo vettore xρ.

C.3 Operatore di mutazione

L’operatore di mutazione è di fondamentale importanza nell’ES, poichè rap-

presenta la fonte delle variazioni genetiche. In tale processo sia le componenti

del vettore dei parametri y, che le componenti del vettore s associati all’indi-

viduo figlio appena creato, sono soggette a piccoli disturbi random. In questo

modo,si generano possibili soluzioni nuove e quindi si rinnova il patrimonio

genetico.

Affinchè lo spazio di ricerca sia isotropo, i parametri sono mutati usando una

distribuzione normale con valore d’aspettazione nullo. Cioè, il figlio ỹ1 sarà

dato dalla somma del vettore y1 risultante dalla ricombinazione, con un vettore

random, z, normalmente distribuito:

ỹ1 = y1 + z con z = (z1, ..., zN ) (C.7)
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Ogni componente zi varia secondo una distribuzione gaussiana N (0, σ2
i ),

ed è statisticamente indipendente dalle altre componenti. Inoltre, tutte le

componenti hanno la stessa deviazione standard σi = σ. La funzione di densità

è, dunque:

p(z) =
1

(
√

2π)N

1

σN
exp(−1

2

zT z

σ2
) (C.8)

dove la deviazione standard, σ, detta mutation strength, coincide proprio con

l’unico parametro endogeno s̃ che determina l’ampiezza e la direzione delle

variazioni applicate ad y

C.4 Operatore di selezione

L’operatore di selezione produce alla generazione successiva, g + 1, una po-

polazione di genitori Bµ, attraverso un processo deterministico. Gli individui

migliori, in base al valore assunto dalla funzione di fitness corrispondente, pos-

sono essere selezionati secondo due possibili strategie: comma-selection-(, ) e

plus-selection-(+). La differenza tra le due sta nell’insieme degli individui su

cui l’operatore di selezione agisce:

• Nella selezione (, ), si considera solo la popolazione dei figli, Bg
λ.

• Nella selezione (+), la scelta degli individui migliori è fatta considerando

sia l’insieme dei figli che dei genitori, Bg
µ
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LISTATI MATLAB IMPLEMENTATI

D.1 Determinazione di un punto che soddisfa i vincoli

clear all

clc

% Dati iniziali

ex1;

np=length(SERA); %numero poli

temp_A=diag(SERA);

temp_B=ones(np,1);

for j = 1:np,

temp_C(j) = SERC(1,1,j);

end;

temp_D=SERD;

A1=real(temp_A);

A2=imag(temp_A);

A=[A1,A2;-A2,A1];
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B1=real(temp_B);

B2=imag(temp_B);

B=[B1,B2;-B2,B1];

D1=real(temp_D);

D2=imag(temp_D);

D=[D1,D2;-D2,D1];

s = s_pass;

N = length(s_pass);

freq = 1e-3*s_pass/(2*pi*i);

setlmis([]);

% Definizione della matrice incognita K

[K1,n1,sK1] = lmivar(1,[np,1]);

[K2,n2,sK2] = lmivar(1,[np,1]);

K=lmivar(3,[sK1 sK2;-sK2 sK1]);

% Definizione della matrice incognita C

[CC1,n1,sCC1] = lmivar(2,[1,np]);

[CC2,n2,sCC2] =lmivar(2,[1,np]);
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CC = lmivar(3,[sCC1 sCC2;-sCC2 sCC1]);

% 1st LMI

Al=-A;

Bl=-B;

lmiterm([-1 1 1 K],1,Al,’s’);

lmiterm([-1 12K],1,Bl);

lmiterm([-1 1 2 -CC],1,1);

lmiterm([-1 2 2 0],D);

lmiterm([-1 2 2 0],D’);

% 2nd LMI

lmiterm([-2 1 1 K],1,1,’s’);

LMISYS = getlmis;

[tmin,xfeas] = feasp(LMISYS);

% Matrice K determinata

K1prov = dec2mat(LMISYS,xfeas,1);
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K2prov =dec2mat(LMISYS,xfeas,2);

Kopt = K1prov+K2prov*i;

% Matrice C determinata

C1prov = dec2mat(LMISYS,xfeas,4);

C2prov =dec2mat(LMISYS,xfeas,5);

Copt = C1prov+C2prov*i;

% Verifica del soddisfacimento dei vincoli

AA=-temp_A’*Kopt-Kopt*temp_A;

BB=-Kopt*temp_B+Copt’;

DD=temp_D+temp_D’;

LRP=[AA,BB;BB’,DD];

disp(’Autovalori matrice Lemma Reale Positivo’)

lambdaLRP =eig(LRP)
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disp(’Autovalori della matrice Kopt’)

lambdaKopt = eig(Kopt)

D.2 Metodo I

clear all

clc

ex1;

nctot = 60; %numero di punti iniziali

sum_pos = 1000;

sum_ok = 1000;

sum_ok_tot = 1000;

f_prec = 1000;

h = 0.01; %passo per calcolare il gradiente

num_iter = 9000; %numero di iterazioni

ni = size(SERD,2); %numero di ingressi

nu = size(SERD,1); %numero di uscite

num = length(SERA); %numero di poli

new_SERA = zeros(nu*num,1);

j1 = 1;

j2 = 0;

for j = 1:(nu*num),

if(j<=j1*num),

new_SERA(j) = SERA(j-j2*num);

else,
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j1 = j1 + 1;

j2 = j2 + 1;

new_SERA(j) = SERA(j-j2*num);

end;

end;

np = length(new_SERA);

s = s_pass;

N = length(s_pass);

freq = 1e-3*s_pass/(2*pi*i);

I = eye(np);

temp_A = diag(new_SERA);

temp_B = zeros(np,ni);

j1 = 1;

for j2 = 1:np,

if(j2<=(j1*num)),

temp_B(j2,j1) = 1;

else,

j1 = j1 + 1;

temp_B(j2,j1) = 1;

end;

end;
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temp_C = zeros(nu,np);

j1 = 1; %indice riga per C e primo indice per array

j2 = 1; %indice colonna per C

j4 = 1; %indice secondo per array SERC

j5 = 1; %indice terzo per array SERC

j6 = 0;

for j7 = 1:(nu*np),

if (j5<=(j4*num)),

temp_C(j1,j2) = SERC(j1,j4,j5-j6*num);

j2 = j2 + 1;

j5 = j5 + 1;

else,

j4 = j4 + 1;

j6 = j6 + 1;

if (j4<=ni),

temp_C(j1,j2) = SERC(j1,j4,j5-j6*num);

j2 = j2 + 1;

j5 = j5 + 1;

else,

j1 = j1 + 1;

j2 = 1;

j4 = 1;

j5 = 1;

j6 = 0;

temp_C(j1,j2) = SERC(j1,j4,j5-j6*num);

j2 = j2 + 1;

j5 = j5 + 1;

end;

end;
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end;

temp_D=SERD;

for k = 1:N,

temp_H = temp_C/(s(k)*I - temp_A)*temp_B + temp_D;

auteig = eig(temp_H);

lambda(k,:) = auteig;

H(:,:,k) = temp_H;

end;

zer = zeros(301,1);

figure(1)

for jp = 1:nu,

plot(freq,lambda(:,jp));

grid on;

hold on

plot(freq,zer,’k’)

xlabel(’Frequenze[kHz]’);

ylabel(’Re(H) [1/ohm]’);

end;

%Costruzione di G

G = cell(size(temp_D));

for p = 1:nu,

for q = 1:ni,

Gpq = zeros(2*N,1);

for k = 1:2*N,
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if(k<=N),

Gpq(k) = real(H(p,q,k) - temp_D(p,q));

else,

Gpq(k) = imag(H(p,q,k-N)-temp_D(p,q));

end;

end;

G{p,q} = Gpq;

end;

end;

%Costruzione di F

F = cell(size(temp_D));

I1 = eye(num);

j1 = 0;

for p = 1:nu,

for q = 1:ni,

Fpq = zeros(2*N,2*num);

if(p==q),

temp_B1 = zeros(num,1);

temp_B1 = temp_B(j1*num+1:(j1+1)*num,q);

temp_A1 = zeros(num);

temp_A1 = temp_A(j1*num+1:(j1+1)*num,j1*num+1:(j1+1)*num);

j1 = j1 + 1;

for k = 1:N,

J(k,:) = temp_B1’/(s(k)*I1 - temp_A1);

end;

Fpq = [real(J) -imag(J);imag(J) real(J)];

end;

F{p,q} = Fpq;

end;
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end;

load Vett_iniz; % Array di vettori iniziali

niter = 1; % Numero di iterazioni

n = 0; % Flag per LRP

numC = 1;

VetC = Vett_iniz(:,:,numC);

m = 0;

A1=real(temp_A);

A2=imag(temp_A);

A=[A1,A2;-A2,A1];

B1=real(temp_B);

B2=imag(temp_B);

B=[B1,B2;-B2,B1];

D1=real(temp_D);

D2=imag(temp_D);

D=[D1,D2;-D2,D1];

C_ok1 = real(VetC);

C_ok2 = imag(VetC);
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C_ok_tot=[C_ok1,C_ok2;-C_ok2,C_ok1];

setlmis([]);

% Definizione della matrice incognita K

[K1,n1,sK1] = lmivar(1,[np,1]);

[K2,n2,sK2] = lmivar(1,[np,1]);

K= lmivar(3,[sK1 sK2;-sK2 sK1]);

% 1st LMI

Al=-A;

Bl=-B;

lmiterm([-1 1 1 K],Al,1,’s’);

lmiterm([-1 1 2 K],1,Bl);

lmiterm([-1 1 2 0],C_ok_tot’);

lmiterm([-1 2 2 0],D);

lmiterm([-1 2 2 0],D’);

% 2st LMI

lmiterm([-2 1 1 K],1,1,’s’);

LMISYS = getlmis;

while(niter<=num_iter & numC<=nctot),

if (m==1),

VetC = Vett_iniz(:,:,numC);

end;

for p = 1:nu,

for q = 1:ni,
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Vett = [real(VetC(p,((q-1)*num+1):q*num)),

,imag(VetC(p,((q-1)*num+1):q*num))];

FF = cell2mat(F(p,q));

GG = cell2mat(G(p,q));

t = Vett*FF’*FF*Vett’ - Vett*FF’*GG -

- GG’*FF*Vett’ + GG’*GG;

f = t

fun_in(p,q,niter) = f;

Vett_temp = Vett;

%Calcolo gradiente

for j = 1:length(Vett),

for l = 1:length(Vett),

if (l==j),

Vett_temp_left(l) = Vett_temp(l)-h;

Vett_temp_right(l) = Vett_temp(l)+h;

else,

Vett_temp_left(l) = Vett_temp(l);

Vett_temp_right(l) = Vett_temp(l);

end;

end;

C_left = Vett_temp_left;

C_right = Vett_temp_right;

t_left = C_left*FF’*FF*C_left’ - C_left*FF’*GG -

- GG’*FF*C_left’ + GG’*GG;

f_left = t_left;

t_right = C_right*FF’*FF*C_right’ - C_right*FF’*GG -

- GG’*FF*C_right’ + GG’*GG;

f_right = t_right;

df_temp = (f_right-f_left)/(2*h);
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df(j) = df_temp;

end;

%Calcolo matrice Hessiana

for j1 = 1:length(Vett),

for j2 = 1:length(Vett),

if (j1==j2),

Vett_temp_left = Vett_temp;

Vett_temp_right = Vett_temp;

Vett_temp_left(j1) = Vett_temp(j1)-(2*h);

Vett_temp_right(j1) = Vett_temp(j1)+(2*h);

C_left = Vett_temp_left;

C_right = Vett_temp_right;

CC = Vett_temp;

t_left = C_left*FF’*FF*C_left’ - C_left*FF’*GG -

- GG’*FF*C_left’ + GG’*GG;

f_left = t_left;

t_right = C_right*FF’*FF*C_right’-C_right*FF’*GG-

-GG’*FF*C_right’+GG’*GG;

f_right = t_right;

t = CC*FF’*FF*CC’ - CC*FF’*GG -

- GG’*FF*CC’ + GG’*GG;

f = t;

d2f(j1,j2) = (f_left + f_right - 2*f)/(2*h)^2;

else,

Vett_temp_left_pq = Vett_temp;

Vett_temp_right_pq = Vett_temp;

Vett_temp_mix_pq = Vett_temp;

Vett_temp_mix_qp = Vett_temp;

Vett_temp_left_pq(j1) = Vett_temp(j1)-h;



112 Appendice D. Listati Matlab implementati

Vett_temp_left_pq(j2) = Vett_temp(j2)-h;

Vett_temp_right_pq(j1) = Vett_temp(j1)+h;

Vett_temp_right_pq(j2) = Vett_temp(j2)+h;

Vett_temp_mix_pq(j1) = Vett_temp(j1)-h;

Vett_temp_mix_pq(j2) = Vett_temp(j2)+h;

Vett_temp_mix_qp(j1) = Vett_temp(j1)+h;

Vett_temp_mix_qp(j2) = Vett_temp(j2)-h;

C_left_pq = Vett_temp_left_pq;

C_right_pq = Vett_temp_right_pq;

C_mix_pq = Vett_temp_mix_pq;

C_mix_qp = Vett_temp_mix_qp;

CC = Vett_temp;

t_left_pq = C_left_pq*FF’*FF*C_left_pq’-

-C_left_pq*FF’*GG-GG’*FF*C_left_pq’+GG’*GG;

f_left_pq = t_left_pq;

t_right_pq = C_right_pq*FF’*FF*C_right_pq’-

-C_right_pq*FF’*GG-GG’*FF*C_right_pq’+GG’*GG;

f_right_pq = t_right_pq;

t_mix_pq = C_mix_pq*FF’*FF*C_mix_pq’-

- C_mix_pq*FF’*GG-GG’*FF*C_mix_pq’+GG’*GG;

f_mix_pq = t_mix_pq;

t_mix_qp = C_mix_qp*FF’*FF*C_mix_qp’-

-C_mix_qp*FF’*GG-GG’*FF*C_mix_qp’+GG’*GG;

f_mix_qp = t_mix_qp;

d2f(j1,j2)=(f_right_pq + f_left_pq -

- f_mix_pq - f_mix_qp)/(2*h)^2;

end;

end;
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end;

V= eig(d2f);

lmin =min(real(V));

II = eye(length(Vett));

if (lmin<0),

mi = -2*lmin;

d2f = d2f + mi*II;

end;

deter = det(d2f);

if(deter==0), %%%%Matrice singolare

direz = -df;

else,

sd = -d2f\df’;

s1 = df*sd;

norm1 = norm(df);

norm2 = norm(sd);

s2 = abs(s1)/(norm1*norm2);

if(s2 < 1e-2),

direz = -df;

else if (s1 > 0),

direz = -sd’;

else,

direz = sd’;

end;

end;

end;

Vett_new = Vett + direz;

t = Vett_new*FF’*FF*Vett_new’ - Vett_new*FF’*GG -

- GG’*FF*Vett_new’ + GG’*GG;

f = t;
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disp(’Valore attuale della fitness’)

disp(f)

fun_out(p,q,niter) = f;

VetC(p,(q-1)*num+1:q*num) = Vett_new(1:num) +

+ i*Vett_new(num+1:2*num);

end;

end;

disp(’numero di iterazioni’)

disp(niter)

sum_tout = sum(sum(fun_out(:,:,niter)));

sum_tin = sum(sum(fun_in(:,:,niter)));

C_ok1 = real(VetC);

C_ok2 = imag(VetC);

C_ok_tot = [C_ok1,C_ok2;-C_ok2,C_ok1];

[tmin,xfeas] = feasp(LMISYS);

if (tmin<=0 & sum_tout<sum_ok),

n = 1;

C_ok_LRP = VetC;

disp(’OK LRP’);

sum_ok = sum_tout;

err_f_ok = sqrt(f);

end;

for k = 1:N,

temp_H1 = VetC/(s(k)*I - temp_A)*temp_B + temp_D;

autov = eig(temp_H1);

aut1(k,:) = autov;

end;
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minaut1 = min(real(aut1));

if(min(minaut1)>=0 & sum_tout<sum_pos),

C_pos = VetC;

disp(’OK >= 0’)

sum_pos = sum_tout;

err_f_pos = sqrt(f);

end;

if(min(minaut1)>=0 & tmin<=0 & sum_tout<sum_ok_tot),

C_ok = VetC;

disp(’OK’)

sum_ok_tot = sum_tout;

end;

if(abs(sum_tout - sum_tin)<1e-2),

numC = numC + 1;

m = 1;

else,

m = 0;

end;

if (sum_tout<f_prec),

C_opt = VetC;

err_C_opt = f

f_prec = sum_tout;

end;

niter = niter + 1;

end;

for k = 1:N,

temp_H2 = C_ok/(s(k)*I - temp_A)*temp_B + temp_D;

autov2 = eig(temp_H2);

aut2(k,:) = autov2;
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end;

figure(2) for jp = 1:nu,

plot(freq,lambda(:,jp));

grid on;

hold on

plot(freq,aut2(:,jp),’r--’);

hold on

plot(freq,zer,’k’)

xlabel(’Frequenze[kHz]’);

ylabel(’Re(H) [1/ohm]’);

legend(’Originale’,’Metodo I’);

end;

err1 = abs(aut2(:,1)-lambda(:,1));

err2 = err1/(100*max(real(lambda(:,1))));

figure(3) plot(freq,err2); grid on;

xlabel(’Frequenze[kHz]’);

ylabel(’Errore’);

D.3 Utilizzo della routine FMINCON

D.3.1 Programma principale

clear all

clc
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% Dati iniziali

ex1;

best_n(1) = 0.0002*(1e+5);\\

best_n(2) = 0.0005*(1e+5);\\

best_n(3) =-0.0045*(1e+5);\\

best_n(4) = 0.0510*(1e+5);\\

best_n(5) = 0.2823*(1e+5);\\

best_n(6) = 0.0321*(1e+5);\\

best_n(7) = 7.1798*(1e+5);\\

best_n(8) = 0.0002*(1e+5);\\

best_n(9) = 0.0002*(1e+5);\\

best_n(10) = 0.2481*(1e+5);\\

best_n(11) = 0.1040*(1e+5);\\

best_n(12) = 0.1416*(1e+5);\\

best_n(13) = 0.0478*(1e+5);\\

% Determinazione vettore best

load xfeas; % Vettore determinato con LMILAB

best1 = zeros(length(xfeas),1);

best = zeros(length(xfeas),1);

div_zero = find(abs(xfeas)>1e-4);

I = eye(4);
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j1 = 1;

for j = 1:length(best1),

if(j==div_zero(j1)),

best1(j) = best_n(j1);

j1 = j1 + 1;

end;

end;

best(1) = best1(1);\\

best(11) = best1(2);\\

best(3) = best1(3);\\

best(13) = best1(4);\\

best(6) = best1(5);\\

best(16) = best1(6);\\

best(10) = best1(7);\\

best(20) = best1(8);\\

best(2) = best1(9);\\

best(12) = best1(10);\\

best(4) = best1(11);\\

best(14) = best1(12);\\

best(7) = best1(13);\\

best(17) = best1(14);\\

best(5) = best1(15);\\

best(15) = best1(16);\\

best(8) = best1(17);\\

best(18) = best1(18);\\

best(9) = best1(19);\\

best(19) = best1(20);\\
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best(21) = best1(21);\\

best(22) = best1(22);\\

best(23) = best1(23);\\

best(24) = best1(24);\\

best(25) = best1(25);\\

best(26) = best1(26);\\

best(27) = best1(27);\\

best(28) = best1(28);

np=length(SERA); %numero poli

iu=size(SERD);

nu=iu(1); %numero uscite

ni=iu(2); %numero ingressi

s = s_pass;

freq=imag(s)/(2*pi);

N = length(s_pass);

num = nu*length(SERA);

new_SERA = zeros(nu*np,1);

j1 = 1;

j2 = 0;

for j = 1:(nu*np),

if(j<=j1*np),

new_SERA(j) = SERA(j-j2*np);

else,

j1 = j1 + 1;
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j2 = j2 + 1;

new_SERA(j) = SERA(j-j2*np);

end;

end;

A1 = diag(new_SERA);

B1 = zeros(num,ni);

j1 = 1;

for j2 = 1:num,

if(j2<=(j1*np)),

B1(j2,j1) = 1;

else,

j1 = j1 + 1;

B1(j2,j1) = 1;

end;

end;

C1 = zeros(nu,num);

j1 = 1; %indice riga per C

j2 = 1; %indice colonna per C

j4 = 1; %indice secondo per array SERC

j5 = 1; %indice terzo per array SERC

j6 = 0; for j7 = 1:(nu*num),

if (j5<=(j4*np)),

C1(j1,j2) = SERC(j1,j4,j5-j6*np);

j2 = j2 + 1;

j5 = j5 + 1;

else,

j4 = j4 + 1;
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j6 = j6 + 1;

if (j4<=ni),

C1(j1,j2) = SERC(j1,j4,j5-j6*np);

j2 = j2 + 1;

j5 = j5 + 1;

else,

j1 = j1 + 1;

j2 = 1;

j4 = 1;

j5 = 1;

j6 = 0;

C1(j1,j2) = SERC(j1,j4,j5-j6*np);

j2 = j2 + 1;

j5 = j5 + 1;

end;

end;

end;

D1 = SERD;

for j = 1:length(s),

H_orig(j) = C1/(s(j)*I-A1)*B1 + D1;

end;

C_pos(1) = best(21) + i*best(25);\\

C_pos(2) = best(22) + i*best(26);\\

C_pos(3) = best(23) + i*best(27);\\

C_pos(4) = best(24) + i*best(28);\\

for j = 1:length(s),
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H_pos(j) = C_pos/(s(j)*I-A1)*B1 + D1;

end;

zer = zeros(301,1);

figure(3)

plot(freq,H_orig)

grid on;hold on

plot(freq,H_pos,’r--’)

hold on

plot(freq,zer,’k’),

xlabel(’Frequenze[kHz]’);

ylabel(’Re(H) [1/ohm]’);

legend(’Originale’,’Penalty’)

Afm = [];

bfm = [];

Aeqfm = [];

beqfm = [];

lbfm = [];

ubfm = [];

x = best

save SERA;

save SERC;

save SERD;

save s_pass;
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[x,fval] =

fmincon(’Prog_fit’,x,Afm,bfm,Aeqfm,beqfm,lbfm,ubfm,’Prog_vin’)

l_x = length(x) - 2*np + 1;

C =x(l_x:end);

C_new = zeros(1,4);

C_new(1) = C(1) + i*C(5);

C_new(2) = C(2) + i*C(6);

C_new(3) =C(3) + i*C(7);

C_new(4) = C(4) + i*C(8);

I_new = eye(np);

for k = 1:N,

H1_new(k) = C_new/(s(k)*I_new-A1)*B1 + D1;

end;

figure(2)

plot(freq,H_orig);

hold on;grid on

plot(freq,H1_new,’g’);

hold on

plot(freq,H_pos,’r--’);



124 Appendice D. Listati Matlab implementati

hold on

plot(freq,zer,’k’);

xlabel(’Frequenze[kHz]’);

ylabel(’Re(H) [1/ohm]’);

legend(’Originale’,’FMINCON’,’Penalty’);

err = abs(H_orig-H1_new);

err_bis = err/(100*max(real(H_orig)));

figure(10)

plot(freq,err_bis);

grid on

D.3.2 Specificazione funzione di fitness

function[f] = Prog_fit(x)

load SERA;

load SERC;

load SERD;

load s_pass;

disp(’Valuto funzione di fitness’)

np=length(SERA); % numero poli

nu = 1; % numero uscite

ni = 1; % numero ingresi

s = s_pass;
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N = length(s_pass);

I = eye(np);

A1=diag(SERA);

B1=[1;1;1;1];

C1 = zeros(1,np);

for j = 1:np,

C1(j) = SERC(1,1,j);

end;

D1=SERD;

s = s_pass;

N = length(s_pass);

H = zeros(nu,ni,N);

for j1 = 1:nu,

for j2 = 1:ni,

C_parz = C1(j1,(j2-1)*np+1:j2*np);

for k=1:length(s),

tempHk = 0;

for j=1:np,

tempHk = C_parz(j)/(s(k)-SERA(j)) + tempHk;

end;

H(j1,j2,k) = tempHk + D1(j1,j2);
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end;

end;

end;

num = nu*size(A1,1);

l_best = length(x) - 2*np + 1;

C_temp = zeros(1,np);

C1_temp =x(l_best:end);

j1 = 1;

C_temp = C1_temp(1:np) + i*C1_temp(np+1:2*np);

H_new = zeros(nu,ni,N);

for j1 = 1:nu,

for j2 = 1:ni,

for k=1:length(s),

tempHk = 0;

for j=1:np,

tempHk = C_temp(j)/(s(k)-A1(j,j)) + tempHk;

end;

H_new(j1,j2,k) = tempHk + D1(j1,j2);

end;

end;

end;

for j1 = 1:nu,

for j2 = 1:ni,



D.3. Utilizzo della routine FMINCON 127

for k=1:length(s),

outH(k) = real(H(j1,j2,k));

outHnew(k) = real(H_new(j1,j2,k));

end;

tempF(j1,j2) = norm(outH - outHnew)/length(s);

end;

end;

f = tempF;

D.3.3 Specificazione dei vincoli

function[p,p1] =Prog_vin(x)

load SERA; load SERC; load SERD; load s_pass;

disp(’Valuto vincoli’)

np=length(SERA); % numero poli

nu = 1; % numero uscite

ni = 1; % numero ingressi

s = s_pass;

N = length(s_pass);

I = eye(np);

A1=diag(SERA);

B1=[1;1;1;1];
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for j = 1:np,

C1(j) = SERC(1,1,j);

end;

D1=SERD;

l_best = length(x) - 2*np + 1;

C_temp = zeros(1,np);

C1_temp_col = x(l_best:end);

C1_temp = C1_temp_col’;

j1 = 1;

C_temp = C1_temp(1:np) + i*C1_temp(np+1:2*np);

%Determinazione matrice K

pas = 1;

K_temp = zeros(np*nu);

for j = 1:nu*np,

K_temp(j,j) = x(pas) + i*x(pas+1);

pas = pas + 2;

end;
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for j1 = 1:(np*nu-1),

for j2 = 2:np*nu,

K_temp(j1,j2) = x(pas) + i*x(pas+1);

K_temp(j2,j1) = K_temp(j1,j2);

pas = pas + 2;

end;

end;

Bl1 = -A1’*K_temp - K_temp*A1;

Bl2 = -K_temp*B1 + C_temp’;

Bl3 =-B1’*K_temp + C_temp;

Bl4 = D1 + D1’;

% Matrice del Lemma Reale Positivo

LRP = [Bl1 Bl2;Bl3 Bl4];

p(1) = -min(real(eig(LRP)));

p(2) = -min(real(eig(K_temp)));

p1 = [];
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