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Ringrazio il mio amico Antonio Volpe per la sua affidabile amicizia.



INDICE

1 Introduzione 9

2 Formulazione dei problemi di ottimizzazione 13
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2.2 Condizioni di ottimalità del secondo ordine. . . . . . . . . . . . 22

2.3 Funzioni concave e convesse. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.3.1 Minimizzazione di funzioni convesse . . . . . . . . . . . 26

2.4 Fondamenti di ottimizzazione vincolata . . . . . . . . . . . . . 28
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Capitolo 1

INTRODUZIONE

Il presente lavoro di tesi, sviluppato presso la sede di Arzano del Corporate R &

D della STMicroelectronics, verte sullo studio di algoritmi per l’ottimizzazione

delle prestazioni dei circuiti Buck converter mediante il dimensionamento au-

tomatico dei componenti induttore L e capacità C. L’obiettivo è quello di

pervenire ad un algoritmo che possieda le seguenti caratteristiche:

• basso peso computazionale, soprattutto in termini di numero di valu-

tazioni delle funzioni da ottimizzare;

• garanzia della correttezza dei risultati alla luce del significato fisico delle

grandezze in gioco;

• possibilità di modificare l’obiettivo dell’ottimizzazione, tenendo conto

della molteplicità dei parametri di prestazione di un circuito Buck.

Queste proprietà sono fondamentali per consentire che, all’interno del pro-

cesso di sviluppo di un circuito, il passo di ottimizzazione risulti poco oneroso

in termini di tempo, affidabile nei risultati, di semplice applicazione e molto

versatile.

Nel primo capitolo di questo lavoro si espone la formulazione dei problemi

di ottimizzazione, indicando le condizioni di ottimalità soddisfatte mediante
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i metodi classici descritti rigorosamente nel capitolo II. Tra questi sono an-

noverati: il Metodo del gradiente, il Metodo di Newton, il Metodo del Simp-

lesso, il Metodo delle Direzioni Coniugate. La maggior parte di questi prevede

tempi di calcolo assolutamente non praticabili anche solo per problemi di non

elevata complessità. Imitando la natura, sfruttando il rapporto dinamico tra

evoluzione e selezione, gli algoritmi evolutivi consentono di esplorare, se non

l’intero spazio, sicuramente una regione molto ampia delle possibili soluzioni di

un qualsiasi problema complesso, con costi computazionali molto ridotti. Per-

tanto, il capitolo III descrive i principali algoritmi evolutivi quali: l’Evolution

Strategy, il Differential Evolution e alcune sue varianti, e lo PSOA. In segui-

to si prende in considerazione la collocazione del processo di ottimizzazione

all’interno di un tipico flusso di progetto di un convertitore di tipo Buck.Il capi-

tolo IV, infatti, espone la modellazione ed il dimensionamento di un circuito

Buck con accenni anche al Boost, non senza aver considerato lo stato dell’arte

presente in letteratura. I casi di ottimizzazione di convertitori switching, sem-

pre più spesso impiegati nelle applicazioni in automotive, vengono sovente

affrontati ricorrendo ai metodi classici, malgrado si stia diffondendo con suc-

cesso l’utilizzo di algoritmi stocastici, tuttora in sperimentazione.

L’approccio di questo lavoro di tesi prevede l’analisi e la modellazione dei sin-

goli componenti fondamentali del circuito: l’induttore e il condensatore con i

loro parametri parassiti, poi integrati nel modello completo del sistema. Parti-

colare cura è stata destinata alla modellazione dell’induttore, motivando ogni

regola di progetto applicata. È stata poi costruita una funzione di fitness (o

funzione obiettivo) specifica che svolge un ruolo fondamentale nella caratter-

izzazione del problema e nella sua successiva risoluzione consistente nella la

ricerca dei valori ottimi di induttanza e capacità disponibili in commercio.

Lo PSOA, che interviene direttamente sulla funzione di fitness minimizzandola,

è stato opportunamente modificato per garantire la globalità della ricerca del

minimo e per rendere superflua la scelta, da parte dell’ utente, dei parametri

esogeni dell’algoritmo. I risultati, ottenuti automaticamente in ambiente Mat-
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lab 6.5, sono stati confrontati con successo con quelli conseguiti con i classici

metodi di dimensionamento carta e penna, evidenziandone la maggiore accu-

ratezza e le migliori performances esibite dal circuito mediante le simulazioni

eseguite in Matlab e in Spice. Nel capitolo V, lo stesso problema è stato riv-

isitato in termini di ottimizzazione multiobiettivo, evidenziando gli obiettivi

in contrasto nella trattazione affrontata. Un quadro completo dei risultati ot-

tenuti è illustrato nel capitolo VI in cui, inoltre, si offrono spunti per futuri

approfondimenti. Il lavoro si chiude con le appendici che riportano i dati es-

trapolati dai cataloghi disponibili in commercio utilizzati per la progettazione

dei componenti ed i listati dei programmi Matlab appositamente implemen-

tati.

Il contributo personale può essere cośı riassunto:

• Studio dell’algoritmo PSO e introduzione di specifiche modifiche per il

caso in esame.

• Analisi del circuito Buck, modellazione e progettazione ottimizzata me-

diante lo PSOA dei componenti fondamentali.

• Verifica e delle prestazioni ottenute e confronto con i modelli dimension-

ati con tecniche tradizionali.
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Capitolo 2

FORMULAZIONE DEI PROBLEMI DI

OTTIMIZZAZIONE

I problemi di ottimizzazione sono presenti, a volte anche solo implicitamente,

in tutte le attività progettuali e decisionali; si rende pertanto necessaria l’esi-

genza di selezionare con competenza gli algortimi piú efficaci per la soluzione

numerica dei problemi formulati, di utilizzare efficientemente le librerie di pro-

grammi di ottimizzazione disponibili, e di sviluppare nuovi programmi nel caso

in cui quelli disponibili non siano adeguati.

Per ciascun problema da risolvere deve essere costruita una specifica funzione,

detta funzione di Fitness o funzione obiettivo, applicabile ad ogni possibile

soluzione, che rappresenta la misura della validità della soluzione rispetto al

problema.

Il significato della funzione di Fitness varia da caso a caso: in un’equazione

può essere il valore assoluto del primo membro meno quello del secondo, in

un problema di ricerca del percorso più breve sarà la lunghezza del percorso e

cos̀ı via.

In questo capitolo vengono analizzate le soluzioni adottate in letteratura per

affrontare il problema dell’ottimizzazione.

Nel campo dell’ottimizzazione si distingue tra:
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• problemi monobiettivo, in cui si cerca l’ottimo di una funzione scalare

dipendente da piú variabili.

• problemi multiobiettivo, in cui si cerca simultaneamente l’ottimo di piú

funzioni obiettivo, in contrasto tra loro.

Nel prosieguo del capitolo si affronterà la discussione di metodi numerici volti

alla risoluzione di problemi di ottimo monobiettivo.

Nel capitolo V verrà, invece, analizzata la problematica relativa alla ottimiz-

zazione multiobiettivo. In un problema di ottimizzazione monobiettivo occorre

quindi identificare il valore della variabile x ( detta anche grado di libertà )

che rende ottima la funzione obiettivo F(x).

Data dunque una generica funzione di fitness F, definita nello spazio dei

parametri N-dimensionale, X , e con valori nello spazio M-dimensionale, Z:

F : x ∈ X → F(x) ∈ Z (2.1)

un problema di ottimizzazione può essere formulato come segue:

determinare il vettore dei parametri x̂ ∈ X in cui la funzione assuma il suo

valore ottimo:

F(x̂) := opt F(x) (2.2)

dove:

x = (x1, . . . , xN ) x̂ = (x̂1, . . . , x̂N ) (2.3)

• Il valore ottimo può consistere nel minimo o nel massimo della funzione

F a seconda del tipo di problema di ottimizzazione in esame,
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• Le componenti xi di x sono dette variabili oggetto,

• F rappresenta la funzione obiettivo o funzione di fitness

In seguito, assumeremo che F sia una una funzione reale con valori reali.

Se X coincide con R
N, allora abbiamo un problema di ottimizzazione non vin-

colata.

Ipotizziamo che il problema di ottimizzazione consista nella determinazione

un punto x∗ appartenente all’insieme X tale da rendere minima la funzione F.

Il problema si può indicare in generale cośı:

minF (x) x ∈ X (2.4)

Illustriamo, ora, alcuni concetti matematici introduttivi relativi all’ottimiz-

zazione di una funzione obiettivo F di n variabili su X detto insieme di am-

missibilità.

Definizione di minimo globale

Un punto x∗ appartenente all’insieme X è un punto di minimo globale di F

su X se

F (x∗) ≤ F (x) ∀x ∈ X (2.5)

Definizione di minimo locale

Un punto x∗ appartenente all’insieme X è un punto di minimo locale di F su

X se esiste un intorno circolare I(x∗; ǫ) di x∗, avente raggio ǫ > 0 tale che

F (x∗) ≤ F (x) ∀x ∈ X ∩ I(x∗; ǫ) (2.6)
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I vettori saranno sempre pensati come vettori-colonna. Dunque, un vettore-

riga sará rappresentato come vettore-colonna trasposto.

Derivate direzionali,Gradiente, Matrici Hessiane

Generalizziamo,ora,la nozione di derivata in R
N.

Mentre in R1, la variabile indipendente può variare solo lungo una retta, in

R
N si può considerare la variazione di x lungo una qualsiasi direzione.

Definizione di derivata direzionale.

Si consideri una funzione F : R
N → R, e un vettore d ∈ R

N.

Sia x ∈ R
N un punto in cui F è definita.

Se esiste il limite

lim
λ→0+

F (x + λd) − F (x)

λ

allora tale limite prende il nome di derivata direzionale di F nel punto x lungo

la direzione d.

Definizione di gradiente

Si consideri una funzione F : R
N → R, Se in x esistono le n derivate parziali

∂(F )
∂(xi)

,i = 1 . . . n, definiamo gradiente di F in x il vettore ∇F (x) ∈ R
N avente

come componenti le derivate parziali, ossia

∇F (x) =

[

∂F (x)

∂x
,
∂F (x)

∂x2
, . . . ,

∂F (x)

∂xn

]

(2.7)

Definizione di Matrice Hessiana

Se la funzione F è almeno due volte continuamente differenziabile, dunque

dispone di tutte le derivate parziali seconde continue, in tutto X, possiamo
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dare la seguente definizione:

Sia F : R
N → R,due volte continuamente differenziabile in x ∈ RN , defini-

amo Matrice Hessiana di f in x la matrice:

∇2F(x) =















∂2F (x)
∂x2

∂2F (x)
∂x1∂x2

. . . ∂2F (x)
∂x1∂xn

∂2F (x)
∂x2∂x1

∂2F (x)
∂x2

2
. . . ∂2F (x)

∂x2∂xn

...
...

. . .
...

∂2F (x)
∂xn∂x1

∂2F (x)
∂xn∂x2

. . . ∂2F (x)
∂x2

n















(2.8)

Formula di Taylor per funzioni di più variabili

Ricordiamo che, se una funzione di una sola variabile ha derivata continua

in un intorno di un punto x, e si considera il punto x + h, appartenente a tale

intorno, allora è possibile esprimere l’incremento della funzione nel seguente

modo (formula di Taylor arrestata ai termini del primo ordine):

F (x + h) = F (x) + F ′(x)h + β1(x; h)

dove β1(x; h) è un infinitesimo di ordine superiore rispetto ad h.

Se poi F possiede anche la derivata seconda continua, allora è possibile scrivere

(formula di Taylor arrestata ai termini del secondo ordine):

F (x + h) = F (x) + F ′(x)h + 1
2F ′′(x)h2 + β2(x; h)

dove β2(x; h) è un infinitesimo di ordine superiore rispetto ad h2.

In altre parole, con la formula di Taylor è possibile approssimare il valore di

una funzione in un punto incrementato x+h utilizzando i valori delle derivate

nel punto x, e tale approssimazione è tanto migliore quanto meno ci spostiamo
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dal punto iniziale, ossia quanto più piccolo è h.

In più dimensioni, il significato e la struttura della formula di Taylor sono

molto simili. Stavolta però x, h e ∇F (x) sono vettori a n componenti, e

inoltre l’Hessiana è una matrice n × n, per cui le due formule diventano

rispettivamente:

F (x + h) = F (x) + ∇F (x)T h + β1(x; h) (2.9)

F (x + h) = F (x) + ∇F (x)T h +
1

2
∇2F (x)T h + β2(x; h) (2.10)

ove β1(x; h) e β2(x; h) sono rispettivamente infinitesimi di ordine superiore

rispetto alla norma dell’incremento h e al quadrato della norma di h.

Utilizzando la formula di Taylor (1.9), possiamo scoprire un legame tra alcuni

dei concetti introdotti.

Poniamo h = λd, ove λ è uno scalare. La formula diventa:

F (x + λd) = F (x) + λ(∇(F (x)))T d + β1(x, (λ), d) (2.11)

dividendo tutto per λ, si ha:

F (x + λd) − F (x)

λ
= ∇F (x)T d +

β1(x, λ, d)

λ
(2.12)

da cui, passando al limite per λ → 0,si ottiene la derivata direzionale di f nel

punto x lungo la direzione d:

∇F (x)T d.
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Direzione di discesa e direzione ammissibile

Un vettore d ∈ RN è una direzione di discesa per la funzione

F (x) : RN → R nel punto x se esiste uno scalare α∗ > 0 tale che risulti:

F (x + αd) < F (x)∀α ∈ (0; α∗]

In sostanza, se d è una direzione di discesa nel punto x, spostandosi da questo

punto di una quantitá α sufficientemente piccola, si è sicuri di ottenere un

decremento della funzione F; la quantitá α viene chiamata spostamento lungo

la direzione d.

Nel caso di problemi di minimizzazione con due sole variabili di decisione, la

direzione di discesa ha un’immediata interpretazione grafica: se infatti rapp-

resentiamo nel piano (x1; x2)le linee di livello della funzione F, osserviamo che,

data una direzione di discesa in un punto x su una linea di livello, spostandoci

lungo questa direzione, attraversiamo una zona di linee di livello corrisponden-

ti a valori della funzione decrescenti rispetto a quello assunto in x; ciò significa

muoversi in discesa rispetto alle linee di livello della funzione F.

Definizione di linee di livello e di curve di livello

Data una funzione F(x) definita in un insieme X, e un numero reale α, una

linea di livello di F su X è l’insieme di tutti i punti x in cui il valore della

funzione non eccede α, ossia

 LF (x, α) = x ∈ X ∋ F (x ≤ α)

mentre una superficie di livello è l’insieme dei punti x in cui F vale esattamente

α:

CF (x, α) = x ∈ X ∋ F (x = α)

In figura 2.1 è illustrato un esempio di curve e di superficie di livello.

Gli spostamenti lungo F devono verificarsi a partire da valori di x suffi-

cientemente piccoli ;in caso contrario può verificarsi un aumento anzichè una
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riduzione della funzione.

Le direzioni di discesa sono caratterizzate dalla seguente condizione:

Condizione sufficiente affinché la direzione d sia di discesa per la funzione

F(x) nel punto x è che risulti:

∇F (x)T d < 0 (2.13)

Dimostrazione. Basta ricordare che il termine ∇F (x)T d è la derivata

direzionale della funzione F nella direzione d, cioè:

lim
λ→0+

F (x + λd) − F (x)

λ
= ∇F (x)T d

Se al limite il rapporto a secondo membro è < 0, per λ sufficientemente

piccolo deve risultare F (x + λd) < F (x).

Dunque, per trovare punti in cui la funzione ha un valore inferiore a quello che

ha in x, si può seguire una direzione d la cui derivata direzionale è negativa,

Figura 2.1: Esempio di curve e di superficie di livello.
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facendo attenzione a non compiere passi troppo lunghi.

Se scegliessimo invece una direzione per la quale ∇F (x)T d > 0, ribaltando la

discussione avremmo che la F crescerebbe, e d sarebbe dunque una direzione

di salita.

Se invece ∇F (x)T d = 0, allora d è ortogonale al gradiente e non si può dire in

generale se è una direzione di discesa o meno; in tal caso si parla di direzione

ammissibile

Peraltro, osserviamo che se d è una direzione tangente in x0 alla superficie

di livello CF (x, F (x0) = x = X ∋ F (x) = F (x0), in quella direzione non si ha

variazione della F, e dunque la derivata direzionale è nulla. Questo indica che

la direzione del gradiente in un punto x è sempre ortogonale alla superficie di

livello passante per quel punto.

Si noti che il segno della derivata direzionale dà informazioni sull’angolo tra

la direzione d e il gradiente: se tale segno è negativo, allora l’angolo fra d e

∇F (x) è ottuso. In particolare, se d è la direzione opposta a quella del gradi-

ente, allora d = −∇F (x) e l’angolo è piatto, in quanto

cos(θ) = −∇F (x)T ∇F (x)
‖∇F (x)‖2 = −1

Nota Ricordiamo che dati due vettori x e y ∈ RN , l’ angolo tra essi è quel

numero θ (compreso tra 0 e π )tale che:

cos(θ) = xT y
‖x‖‖y‖

dove xT y =
∑n

i=1 xiyi

Come è noto, se il prodotto scalare di due vettori è nullo, i due vettori si

dicono ortogonali, e in questo caso risulta quindi cosθ = 0.

Se invece x e y hanno la stessa direzione, allora x = αy con α ∈ R, e risulta

(se α > 0) e dunque l’antigradiente è sempre una direzione di discesa, men-



22 Capitolo 2. Formulazione dei problemi di ottimizzazione

tre per lo stesso motivo il gradiente è sempre una direzione di salita [1, 2, 3, 4].

2.1 Condizioni di ottimalità del primo ordine: caso del-

l’ottimizzazione non vincolata

Teorema 1 Sia una funzione F con gradiente continuo in un punto x∗ ∈RN
.

Condizione necessaria affinchè x∗ sia un punto di minimo locale per F è che :

∇(f(x)∗) = 0.

Dimostrazione.Se fosse ∇(f(x)∗) 6= 0, allora −∇(f(x)∗) sarebbe una di-

rezione di discesa, e dunque esisterebbe un punto (x)∗ − λ∇(f(x)∗) tale che

F ((x)∗ − λ∇(F (x)∗)) < F ((x)∗), contraddicendo cośı l’ipotesi che (x)∗ sia un

minimo locale.

Un punto che soddisfa tali condizioni si dice punto stazionario. Il Teorema

fornisce delle condizioni molto generali, dette condizioni del primo ordine.

La dimostrazione della proposizione riguardante le condizioni necessarie del

primo ordine è basata su un’approssimazione di primo ordine della funzione F

in un intorno del punto di minimo relativo: considerando approssimazioni di

ordine superiore, nel caso F sia due volte differenziabile, si possono ottenere

condizioni aggiuntive.[1]

2.2 Condizioni di ottimalità del secondo ordine.

Teorema 2. Si consideri una funzione F con Hessiana continua in un punto

x∗ ∈ RN . Condizioni necessarie affinchè x∗ sia un punto di minimo locale per

F sono :

• ∇F (x∗) = 0

• ∇2F (x∗) semidefinita positiva.



2.2. Condizioni di ottimalità del secondo ordine. 23

Dimostrazione. Data una direzione d ∈ R
N, poiché F è due volte dif-

ferenziabile, possiamo scrivere la formula di Taylor (1.10) con riferimento ad

un punto incrementato x∗ + λd, ove d è una qualsiasi direzione:

F (x∗ + λd) = F (x∗) + λ∇F (x∗)T d + 1
2λ2dT∇2F (x∗)d + β2(x∗, λ, d)

e, poiché in x∗ il gradiente si annulla,

F (x∗+λd)−F (x∗)
λ2 = 1

2λ2dT∇2F (x∗)d + β2(x∗,λ,d)
λ2

dal momento che x∗ è per ipotesi un minimo locale, per λ sufficientemente

piccolo il termine al primo membro è sicuramente non negativo, e quindi, pas-

sando al limite per λ → 0, e osservando che d è una direzione qualsiasi, segue

la tesi.

È possibile enunciare anche una condizione sufficiente di ottimalità:

Teorema 3 Si consideri una funzione con Hessiana continua in un in-

torno di un punto x∗ ∈ RN .

Condizioni sufficienti affinché x∗ sia un punto di minimo locale stretto per F

sono che :

• ∇F (x∗) = 0

• ∇2F (x∗) definita positiva.

Dimostrazione. Basta riscrivere ancora la formula di Taylor, ove x∗ + λd è

un punto sufficientemente vicino a x∗ tale che ∇2F (x) è continua. Sfruttando

la prima condizione, possiamo scrivere:

F (x∗ + λd) = F (x∗) + 1
2λ2dT∇2F (x∗)d + β2(x∗, λ, d)
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siccome ∇2F (x∗) è definita positiva, e poiché β2(x∗, λ, d) è un infinitesimo

di ordine superiore, abbiamo che per qualunque d, e per λ sufficientemente

piccolo,
1
2λ2dT∇2F (x∗)d + β2(x∗, λ, d) > 0

da cui la tesi.

Queste condizioni sono applicabili solo a problemi non vincolati, o a prob-

lemi il cui minimo è un punto interno all’insieme di definizione.

Ricordiamo, infine, la definizione di matrice definita positiva.

Una matrice simmetrica A ∈ R
n×n si dice definita positiva (negativa) se

• (Ax, x) =
∑n

i=1

∑n
j=1 aijxixj > 0

• (Ax, x) =
∑n

i=1

∑n
j=1 aijxixj < 0

per ogni x ∈ R
N.

Se la disuguaglianza precedente è soddisfatta eventualmente con il segno

di uguaglianza la matrice si dice semidefinita positiva (negativa).

Se nessuno di questi casi è soddisfatto, allora la matrice si dice indefinita. Se

A è definita positiva (negativa), allora ha autovalori tutti reali positivi (nega-

tivi);

se è semidefinita, allora ha anche autovalori nulli; se è indefinita puó avere

autovalori (reali) positivi, negativi o nulli. [5]

2.3 Funzioni concave e convesse.

Per poter sviluppare una teoria finalizzata a caratterizzare punti di minimo

globale, piuttosto che locale, è necessario introdurre alcune assunzioni sulle
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proprietà di convessità della funzione obiettivo. Questo genera non solo una

teoria più potente, anche se più restrittiva, ma fornisce anche una interessante

interpretazione geometrica delle condizioni sufficienti del secondo ordine.

Definizione 1 Un insieme X ⊂ R
N si dice convesso se, presi comunque

due punti x, y ∈ X, il segmento che li unisce è interamente contenuto in X.

Consideriamo ora un insieme convesso X, e una funzione F definita su tale

insieme.

Definizione 2 Una funzione F definita su un insieme convessoX si dice

convessa se, presi comunque due punti x, y ∈ X, si ha

λF (x) + (1 − λ)F (y) ≥ F (λx + (1 − λ)y) (2.14)

(una funzione F tale che −F è convessa, si dice concava).

Il significato geometrico della (1.14) può essere facilmente compreso facen-

do riferimento a funzioni di una sola variabile. In tal caso, nell‘espressione

del punto x∗ = λx + (1 − λ)y appartenente all’intervallo [x; y], il primo mem-

bro rappresenta il valore dell’ordinata del punto che si trova sul segmento che

unisce i due punti (x; f(x)) e (y; f(y)) in corrispondenza al valore x∗, mentre il

secondo membro è il valore della funzione in corrispondenza dello stesso valore

x∗. Dunque, se F è convessa, vuol dire che il grafico della funzione si trova

sempre al di sotto di un segmento teso fra due suoi punti.

La Definizione 2 vale in generale, senza alcuna ipotesi sulle proprietà del-

la funzione F. Se però aggiungiamo che la f sia continuamente differenzia-

bile,possiamo dire che:

dati due punti x, y ∈ R
N

F (y) − F (x) ≥ ∇F (x)T (y − x) (2.15)
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Dimostrazione

Essendo la F convessa, vale la (1.14), che, ponendo ε = 1 − λ, possiamo

riscrivere come

F (x) + ε(F (y) − F (x)) ≥ ∇F (x + ε(y − x)) (2.16)

in questa disuguaglianza, possiamo interpretare x come un punto e x+ε(y−x)

come un punto incrementato, ottenuto muovendosi nella direzione y−x di una

quantità pari a ε.

Possiamo allora scrivere la formula di Taylor troncata al primo ordine , ossia

F (x + ε(y − x)) = F (x) + ε∇F (x)T (y − x) + β(x, y, ε) (2.17)

dalle (1.16) e (1.17), si ha dunque che, se la F è convessa,

ε(F (y) − F (x)) ≥ ε∇F (x)T (y − x) + β(x, y, ε) da cui, dividendo per ε e pas-

sando al limite per ε → 0, si ha la tesi.

Nel caso monodimensionale, anche la (1.15) ha un’immediata interpretazione

geometrica:

F (x) + F ′(x)(y − x) è l’ordinata del punto y sulla retta tangente alla curva in

x. Se F è convessa, quindi, la curva della funzione si trova sempre al di sopra

di una retta tangente in un suo punto.

2.3.1 Minimizzazione di funzioni convesse

.

Teorema 4 Per le funzioni convesse i punti di minimo si trovano tutti al-

l’interno di un insieme convesso e tutti i minimi relativi sono anche minimi
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globali.

Dimostrazione Sia x∗ un punto di minimo locale, senz’altro

F (x) ≥ F (x∗) per tutti i punti x ∈ I(x∗; ε). Supponiamo che x∗ non sia un

minimo globale. Deve esistere allora un punto z tale che F (z) < F (x∗).

Sia x⋆ il generico punto del segmento che unisce z e x∗, ossia x⋆ = λz+(1−λ)x∗.

Per λ sufficientemente piccolo, x⋆ ∈ I(x∗; ε). D’altro canto, per la con-

vessitá avremo che F (x⋆) = F (λz + (1 − λ)x∗) ≤ λF (z) + (1 − λ)F (x∗)

ma siccome stiamo supponendo F (z) < F (x∗), da questa discende F (x⋆) <

λF (x∗) + (1− λ)F (x∗) = F (x∗) il che contraddice il fatto che x∗ è un minimo

locale.

Tale Teorema vale in ipotesi del tutto generali: non abbiamo nemmeno

supposto la F differenziabile. Se lo è, vediamo ora che la convessità consente

di dare una caratterizzazione dei punti di minimo più forte di quanto visto

finora.

Infatti, in generale, il soddisfacimento delle condizioni necessarie del primo e

del second’ordine non basta a determinare la natura del punto in questione.

Invece, nel caso particolare che la F sia convessa, le sole condizioni del primo

ordine divengono necessarie e sufficienti:

Teorema 5 Si consideri una funzione F con gradiente continuo, e sia F

convessa in R
N. Condizione necessaria e suffciente affinché x∗ sia un punto

di minimo globale per F è che

∇(F (x∗)) = 0

Dimostrazione La necessitá deriva dal Teorema 1. Per quanto concerne

la sufficienza, basta ricordare la (1.14), ove y è un qualunque punto di Rn, per

cui, se ∇(F (x∗)) = 0) , si ha che F (y) ≥ F (x∗).
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Dunque, nel caso convesso trovare un minimo locale equivale a trovare un

minimo globale, e un punto è di minimo se e solo se soddisfa le condizioni del

primo ordine.

2.4 Fondamenti di ottimizzazione vincolata

Quando lo spazio dei parametri N-dimensionale, Y, in cui è definita la funzione

di fitness, non coincide con R
N, ma è specificato per mezzo di vincoli, siamo

in presenza di un problema di ottimizzazione vincolata.

I vincoli sono espressi mediante un insieme di equazioni di uguaglianza e dis-

uguaglianza e possono comprendere il modello del processo da ottimizzare

nonché i limiti di legge e processistici ed i limiti sui gradi di libertà.

I vincoli individuano la regione di fattibilità all’interno della quale muovere

i gradi di libertà nella ricerca dell’ottimo.

Occorre che i vincoli siano consistenti al fine di definire una regione fattibile

di ricerca.

Non c’è limite teorico al numero di vincoli di disuguaglianza.

Se il numero di vincoli di uguaglianza è uguale al numero di gdl allora

l’unica soluzione coincide anche con il punto di ottimo. In realtà se il sistema

di eq. non lineari ha piú soluzioni, per ottenere il punto di ottimo assoluto

occorre identificare tutte le soluzioni e quindi valutare la funzione di fitness in

ogni punto, selezionando alla fine il punto che produce il valore migliore. Se

la funzione obiettivo ed i vincoli sono lineari il problema è detto LINEARE.

Un generico problema di ottimizzazione vincolata è il seguente:

minF (x) (2.18)
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x ∈ Y ⊂ R
N

in cui i vincoli,attraverso i quali è specificato l’insieme Y, sono formulati

mediante l’ insieme di equazioni hi(x), i ∈ Φ e/o disequazioni gj(x) ∈ Ψ:

minF (x)

h(x) = 0

g(x) ≥ 0

dove h(x) e g(x) sono vettori di funzioni, ciascuna di n variabili, e dunque

0 indica, rispettivamente, il vettore nullo con Φ e Ψ componenti.

2.5 Condizioni di ottimalità.

Nel caso non vincolato, le condizioni necessarie consistevano nell’annullamento

del gradiente e nell’essere l’hessiana semidefinita positiva.

Nel seguito illustreremo alcune condizioni simili anche per il caso vincolato,

approfondendo in particolare le condizioni del primo ordine.

Supporremo che sia la funzione obiettivo F che le hi e gj siano almeno due

volte differenziabili.

Si noti che questo non pone grandi restrizioni alla forma della regione ammis-

sibile X. Infatti, benché la frontiera della regione ammissibile possa presentare

’irregolarità’ (come ad esempio salti o punti angolosi), essa spesso è ancora es-

primibile come intersezione di varie regioni, ciascuna avente frontiera regolare.

Ricordiamo che il gradiente di una funzione F (x) in un punto x0 è sem-

pre ortogonale alla curva di livello passante per quel punto, ossia al luogo

F (x) = F (x0). Dunque, se calcoliamo il gradiente di un vincolo hi(x) = 0 in

un punto x, la direzione di ∇(hi(x)) è ortogonale al vincolo.
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Una condizione necessaria affinché un punto x sia di minimo, è che non es-

ista alcuna direzione d che sia ortogonale al gradiente del vincolo e allo stesso

tempo che formi con il gradiente della funzione un angolo ottuso. Dunque, se

esiste un vettore d tale da soddisfare le condizioni

• Condizione di parallelismo

∇F (x) = λ∇h(x) (2.19)

con λ costante scalare.

• d:direzione di discesa

∇F (x)T d < 0 (2.20)

possiamo sperare di trovare un punto ancora ammissibile e tale da miglio-

rare la funzione obiettivo.

La condizione di parallelismo tra i gradienti, peraltro, può essere espressa in

un modo leggermente diverso.

A tal fine introduciamo la funzione lagrangiana:

L(x, λ) = F (x) − λh(x)

e indichiamo con ∇xL(x, λ) il gradiente calcolato rispetto al solo vettore

delle variabili x.

Distinguiamo il caso in cui il problema vincolato è caratterizzato da uguaglianze,

da quello formulato con disequazioni.

• Caso con uguaglianze La condizione (2.19) puó riformularsi dicendo

che deve esistere un λ∗ ∈ R tale che:

∇xL(x∗, λ∗) = 0 (2.21)
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Questa espressione suggerisce di cercare i punti di minimo del problema

vincolato tra i punti stazionari della funzione lagrangiana. Il parametro

λ∗ presente nella funzione prende il nome di moltiplicatore di Lagrange.

Si osservi subito che, benché la (2.21) sia una condizione necessaria, essa

non è in generale sufficiente affinché x∗ sia un punto di minimo per la F

nel problema vincolato.

Un’altra osservazione è che il segno del parametro λ∗ non ha particolare

significato.[6]

• Caso con disequazioni Poniamoci in un punto ammissibile x : vogliamo

capire quali condizioni, se verificate, ci portano a escludere che x possa

essere punto di minimo, e formulare cośı delle condizioni necessarie di

ottimalitá.

Per quanto concerne la diminuzione della funzione obiettivo, nulla cam-

bia, ossia, se non siamo al minimo, deve esistere una direzione d tale che

∇(f(x))T d < 0.

Diverso,invece, è il modo in cui ora va affrontata la condizione di am-

missibilitá.

Dalla formula di Taylor, possiamo scrivere 0 ≤ g1(x + d) ≈ g1(x) +

∇(g1(x))T d e dunque l’ammissibilitá del punto x + d richiede che sia

g1(x) + ∇g1(x)T d ≥ 0 (2.22)

Per stabilire allora se esiste una direzione d tale da soddisfare (2.20) e

(2.22), distinguiamo il caso in cui x è nell’interno della regione ammissi-

bile da quello in cui giace invece sulla frontiera.

Caso 1. Se x è nell’interno di X, allora il vincolo g1(x) > 0, cioé il

vincolo non è attivo in x.

In tal caso, la (2.22) è verificata da qualunque vettore d, abbastanza

piccolo in norma, tale che x + d sia ancora nella regione ammissibile.

Dunque, in questo caso l’unica possibilitá perché una direzione di disce-

sa ammissibile non esista è che sia ∇F (x) = 0.
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Caso 2. Supponiamo ora che x appartenga alla frontiera di X, e quindi

g1(x) = 0, ossia il vincolo è attivo in x. Le due condizioni (2.20) e (2.22)

divengono allora

∇F (x)T d < 0 (2.23)

∇g1(x)T d ≥ 0 (2.24)

Queste due condizioni definiscono rispettivamente un semispazio aperto

e uno chiuso. Se la loro intersezione non è vuota, è possibile individuare

una direzione di discesa in cui è garantita ancora l’ammissibilitá. Ora,

l’unico caso in cui non esiste una direzione d che soddisfi entrambe le

(2.23) e (2.24) è quello in cui ∇g1(x) e ∇F (x) puntano nella stessa di-

rezione, ossia esiste un λ1 > 0 tale che

∇F (x) = λ∇(g1(x)) (2.25)

Si noti che stavolta il segno del moltiplicatore è importante.

Se infatti la (2.25) fosse soddisfatta con un moltiplicatore negativo,

∇g1(x) e ∇F (x) punterebbero in direzioni opposte e i due semispazi

definiti dalle (2.23) e (2.24) verrebbero a coincidere (a meno della fron-

tiera), e qualunque d in tale semispazio aperto soddisferebbe la (2.24) .

Introduciamo anche in questo caso la funzione lagrangiana L(x, λ1) e

osserviamo che essa ci consente di unificare i due sotto-casi esaminati.

Possiamo infatti concludere che, se non esiste una direzione di discesa

ammissibile nel punto x, allora risultano soddisfatte le due condizioni:

∇xL(x∗, λ∗) = 0 (2.26)

per qualche λ∗

λ∗g(∗) = 0 (2.27)
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La 2.27 è nota come condizione di complementarietá, e implica che il

moltiplicatore di Lagrange λ∗ puó essere strettamente positivo solo se il

vincolo è attivo.

Infatti, se il vincolo non è attivo (caso 1), la condizione necessaria è

l’annullamento del gradiente della F, che si ottiene dalla (2.26) ponendo

λ∗ = 0. Invece, se il vincolo è attivo (caso 2), la (2.27) è soddisfatta

e rimane la (2.26), che coincide con la (2.25). Si noti che puó anche

accadere che λ∗ = 0 anche se nel punto x il vincolo è attivo.

Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

L’annullamento del gradiente della funzione lagrangiana, la non negativitá dei

moltiplicatori e le condizioni di complementarietá (le ultime due valgono so-

lo relativamente ai vincoli espressi da disequazioni) sono determinanti nella

ricerca dei punti di minimo di un problema vincolato.

Vogliamo ora scrivere queste condizioni in generale, per qualunque problema

di PNL, e formularle in modo rigoroso. A questo scopo, occorre fare un’im-

portante osservazione relativa al modo in cui vengono specificati i vincoli.

Ricordiamo che il gradiente di un vincolo in x è diretto ortogonalmente al

vincolo nel punto x (e, nel caso di una disequazione, punta verso l’interno

del vincolo, ossia la parte ammissibile). Affiché le condizioni viste nei capi-

toli precedenti siano condizioni necessarie di ottimalità, i vincoli devono essere

espressi in modo opportuno,ossia non ridondante. Altrimenti, come si è visto,

un punto puó essere punto di minimo pur non soddisfacendo le condizioni. La

definizione che segue precisa questo concetto.

Definizione Dato un problema di programmazione non lineare , un punto

ammissibile x, e il corrispondente insieme di vincoli attivi Ia(x), si dice che i

vincoli attivi soddisfano la condizione di qualificazione in x se i loro gradienti,

calcolati in x, sono linearmente indipendenti.
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La condizione di qualificazione dei vincoli attivi in x equivale a richiedere

che x sia un punto di regolaritá per i vincoli attivi, ossia che la matrice jaco-

biana costituita dai gradienti di tali vincoli abbia rango pieno. In particolare,

si noti ancora che se vale la qualificazione dei vincoli attivi in x, nessuna delle

normali ai vincoli attivi puó annullarsi in x.

Riportiamo inoltre la definizione di matrice jacobiana Dato un vettore

h = [h1, h2, . . . , hm] di funzioni di x ∈ N , la matrice jacobiana è definita

come la matrice m × n costituita dai gradienti delle m funzioni, ossia

∂h

∂x
=















∂h1
∂x1

∂h1
∂x2

. . . ∂h1
∂xn

∂h2
∂x1

∂h2
∂x2

. . . ∂h2
∂xn

. . .
∂hm

∂x1

∂hm

∂x2
. . . ∂hm

∂xn















(2.28)

Possiamo ora introdurre le condizioni di KKT.

Sia x∗ un minimo locale , e in x∗ valga la condizione di qualifi cazione dei

vincoli attivi. Allora esiste un vettore λ∗, avente componenti λ∗
k, k ∈ Φ ∪ Ψ,

tale che

∇xL(x∗, λ∗) = 0

hi(x∗) = 0 per ogni i ∈ Φ

gj(x∗) ≥ 0 per ogni j ∈ Ψ

λ∗
j ≥ 0 per ogni j ∈ Ψ

λ∗
jgj(x∗) = 0 per ogni j ∈ Ψ

Le suddette condizioni prendono il nome di condizioni di Karush-Kuhn-

Tucker[7].

La prima delle condizioni consente di dare una caratterizzazione geometrica

della condizione di ottimalità. Infatti, dal momento che i moltiplicatori λ∗
k

relativi ai vincoli attivi devono essere non negativi, la condizione richiede che,
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all’ottimo, il gradiente della F sia contenuto nel cono individuato dai gradienti

di tali vincoli.

È importante notare che dato un punto x che NON soddisfa le condizioni di

KKT, prima di escludere che esso sia un punto di minimo, occorre verificare

che in x le condizioni di qualificazione dei vincoli attivi siano soddisfatte. Se

lo sono, x non può essere di minimo. Altrimenti, potrebbe ancora esserlo.

2.6 Cenni alle condizioni di ottimalità del secondo or-

dine: caso dell’ottimizzazione vincolata

Per completezza, benché senza dimostrazioni, vediamo anche il corrispettivo,

nei problemi di ottimizzazione vincolata, delle condizioni necessarie di otti-

malità del second’ordine, limitandoci al caso di soli vincoli di uguaglianza.

Come per le condizioni del primo ordine, il ruolo che nell’ottimizzazione non

vincolata ha la funzione F, ora è rivestito dal lagrangiano.

Le condizioni del secondo ordine riguardano l’hessiana (rispetto alle sole vari-

abili x) della funzione lagrangiana, ossia ∇2
xxL(x∗, λ∗).

Le condizioni, enunciate anche in questo caso solo rispetto a punti in cui è

soddisfatta la condizione di qualificazione dei vincoli attivi, riguardano il fatto

che l’hessiana sia semidefinita positiva.

Tuttavia, questa condizione è meno restrittiva di quanto visto nell’ottimiz-

zazione non vincolata.

Teorema Sia x∗ un minimo locale , e in x∗ valga la condizione di quali-

ficazione dei vincoli attivi. Allora, per ogni vettore λ∗ tale da soddisfare, con

x∗ , le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker, si ha che :

∇2
xxL(x∗, λ∗)s ≥ 0 per ogni s tale che J(x∗)s = 0 ove con J(x∗) si è indicata

la matrice jacobiana dei vincoli attivi in x∗, calcolata in x∗.
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In altre parole, le condizioni del secondo ordine richiedono che l’hessiana

del lagrangiano sia semidefinita positiva sullo spazio nullo della matrice jaco-

biana dei vincoli attivi in x∗.

2.7 Cenni sugli algoritmi di ottimizzazione vincolata

Analogamente a quanto visto nel caso dell’ottimizzazione non vincolata, le

condizioni di ottimalitá non sempre bastano, da sole, a calcolare in modo

rapido un punto stazionario o, meglio ancora, un punto di minimo.

Gli algoritmi di ottimizzazione vincolata sono in genere piú complessi, almeno

da un punto di vista pratico, di quelli visti per il caso non vincolato.

Ci limiteremo qui a descrivere le idee di fondo di due approcci, basati sul

concetto di ricondurre la soluzione di un problema vincolato a quella di un

problema non vincolato.

Il primo è piú indicato per il caso di vincoli espressi da equazioni, il secondo per

il caso di disequazioni. Tuttavia, con modifiche non particolarmente compli-

cate, è possibile estendere ambedue gli approcci al caso generale. Gli approcci

sono di tipo sequenziale, ossia sono basati sulla soluzione di una successione di

problemi non vincolati, in modo tale che le soluzioni ottime convergano a quel-

la del problema vincolato. Sono comunque diffusi approcci piú sofisticati, quali

quelli basati sulla programmazione quadratica o sui lagrangiani aumentati sul

cui approfondimento si rimanda a [8].

2.8 Funzioni di penalità quadratiche

Consideriamo un problema con soli vincoli di uguaglianza, ossia

minf(x) (2.29)

h(x) = 0

L’idea alla base dei metodi basati sulle funzioni di penalitá consiste nel definire
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un opportuno problema non vincolato:

minF (x) (2.30)

x ∈ R
N.

Nella funzione obiettivo F (x) è presente un termine che sparisce se i vincoli

di (2.30) sono soddisfatti mentre altrimenti porta un contributo positivo alla

funzione.

Dato allora y ∈ R
N, sia p(y) una funzione (detta funzione di penalità) tale che

p(y) = 0 se y = 0 e p(y) > 0 per y 6= 0. L’approccio alla soluzione di (2.30)

diviene allora quello di risolvere (2.30), ponendo F (x) = f(x) + ρph(x), ove

ρ > 0 è un opportuno coefficiente.

Come si puó intuire, se ρ è molto grande, la soluzione di (2.30) risulterá molto

vicina a quella di (2.29).

Il modo di procedere consiste allora nel risolvere una successione di problemi

del tipo (2.30) , per valori crescenti di ρ, ottenendo cośı una successione di

punti che convergono alla soluzione ottima del problema vincolato.

Per quanto concerne la funzione di penalità, sono possibili molte scelte diverse.

Si noti che per poter risolvere il problema (2.30) coi metodi visti per il caso

non vincolato, è necessario anche garantire che la funzione complessiva F(x)

risulti sufficientemente regolare, in particolare differenziabile nei punti in cui

y = 0 (ossia ammissibili per il problema vincolato).

Una scelta abbastanza comune è p(y) = yT y, da cui

F (x) = f(x) + ρΣihi(x
2) (2.31)

In questo caso, le condizioni necessarie del primo e del secondo ordine affinché

un punto x∗ sia un punto di minimo del problema non vincolato (2.29) diven-

tano rispettivamente

∇F (x∗) = ∇f(x∗) + 2ρΣihi(x
∗)∇hi(x

∗) = 0 (2.32)

e
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∇2F (x∗) = ∇2f(x∗) + 2ρΣihi(x
∗)∇2hi(x

∗) + ∇hi(x
∗)∇hi(x

∗)T (2.33)

semidefinita positiva.

Chiamando x(ρ) la soluzione ottima del problema (2.30) , si puó dimostrare,

sotto ipotesi abbastanza generali, che facendo crescere ρ a infinito, la succes-

sione x(ρ) tende a un minimo locale x∗ del problema (2.30) , e inoltre, per

ogni i = 1, . . . ,m si ha

lim
ρ→0

2ρhi(x(ρ)) = λ∗
i (2.34)

dove λ∗
i è il valore ottimo del moltiplicatore di Lagrange associato all’iesimo

vincolo.

Dalla condizione di ottimalità del secondo ordine ?? possiamo allora osservare

che l’Hessiana della funzione obiettivo del problema non vincolato è costituita

da due parti:

∇2f(x∗) + 2ρΣihi(x
∗)∇2hi(x

∗) (2.35)

e

2ρ∇h(x∗)∇h(x∗)T (2.36)

Per via della (2.34), la (2.35) tende all’Hessiana della funzione lagrangiana nel

punto ottimo, mentre, come si puó osservare, al crescere di ρ, la (2.36) diviene

invece illimitata in norma.

La conseguenza di questo fatto è che, sebbene da un punto di vista teorico il

metodo converga, da un punto di vista pratico l’Hessiana della funzione obiet-

tivo diviene sempre piú malcondizionata al crescere di ρ, cioé man mano che

ci si avvicina al punto ottimo x∗. Questa difficoltà puó essere ovviata usando

funzioni di penalità diverse dalla (2.31), che non richiedano di far tendere ρ a

infinito, ma in genere questo determina la perdita della differenziabilità della

F(x), introducendo quindi nuove difficoltà.
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2.9 Metodi di barriera

Vediamo ora un altro approccio sequenziale, applicato a problemi con soli

vincoli di disuguaglianza.

Indicheremo con X l’interno della regione ammissibile, ossia:

INT (X) = x ∈ R
N|g(x) > 0.

Anche in questo caso si tratta di definire un problema ausiliario non vincolato,

e di produrre poi una successione di punti, convergenti a un minimo locale del

problema vincolato.

Questi metodi sono applicabili sotto l’ipotesi che INT (X) sia non vuota.

Una funzione barriera per l’insieme ammissibile del problema con soli vincoli di

disuguaglianza è una funzione v(x), continua in INT (X), e tale che v(x) → ∞
man mano che x si avvicina alla frontiera di X.

Possiamo allora associare al problema vincolato un problema non vincolato in

cui si tratta di minimizzare la funzione

F (x, ǫ) = f(x) + ǫv(x) (2.37)

il significato della (2.37) è evidentemente quello di creare una barriera che im-

pedisca a un punto contenuto in INT (X) di uscire dalla regione ammissibile.

Si noti che questo effetto-barriera è tanto maggiore quanto piú grande è ǫ. A

differenza del metodo delle funzioni di penalitá, in questo caso si lavora con

punti che si trovano in INT (X), per cui questo metodo rientra nella categoria

dei cosiddetti metodi ai punti interni. .

Come per il metodo delle funzioni di penalitá, è possibile dimostrare che sotto

ipotesi abbastanza blande la successione delle soluzioni ottime dei problemi

non vincolati converge a un minimo locale del problema vincolato.

La funzione di barriera v(x) piú importante e utilizzata è quella logaritmica,

definita come:

v(x) = −Σilog(gi(x)).

Anche in questo caso il problema principale nell’applicazione del metodo sta

nel malcondizionamento della Hessiana al crescere di k.
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Un modo per contrastare questo fenomeno è quello di utilizzare come punto

iniziale della nuova iterazione, anziché l’ottimo del passo precedente, un punto

ottenuto estrapolando dagli ultimi ottimi trovati.

Un’ulteriore difficoltá consiste nel fatto che, a differenza del precedente meto-

do, i metodi di barriera richiedono che x0 ∈ INT (X), che in generale puó non

essere del tutto agevole da determinare.



Capitolo 3

ALGORITMI DETERMINISTICI DI

OTTIMIZZAZIONE

Posto un problema di ottimizzazione, si può procedere :

• in modo classico o deterministico, come illustrato in questo capitolo,

distinguendo tra due tipologie di algoritmi a seconda che facciano o meno

uso delle derivate della funzione.

• o in modo stocastico, come si descrive nel capitolo III.

La mappa concettuale riportata in figura3.1 illustra i possibili approcci al

problema.

Gli algoritmi che fanno uso delle derivate hanno un peso computazionale

maggiore, perchè le operazioni necessarie durante ciascuna iterazione sono più

complicate di quelle eseguite dai metodi che non utilizzano le derivate.

Questi ultimi non utilizzano un fondamento matematico, ma scelgono itera-

tivamente una nuova soluzione tentando di ridurre il valore della funzione (o

delle funzioni) obiettivo muovendosi all’interno della regione ammissibile.

Il vantaggio principale di questo tipo di approccio è la maggior velocità con

la quale si raggiunge una soluzione, sia per il minor numero di iterazioni

necessarie sia per la maggior semplicità delle operazioni eseguite.
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Tuttavia, proprio per l’assenza di una formulazione matematica del prob-

lema, questo tipo di metodi non è in grado di assicurare l’ottimalità della

soluzione: la soluzione raggiunta è sempre ammissibile, ma non sempre rapp-

resenta l’ottimo assoluto.

Inoltre, a causa della tecnica di ricerca per tentativi, talvolta risulta difficile

considerare più di un solo parametro di prestazione come obiettivo dell’ottimizzazione.[9].

In generale non é possibile ricercare i punti di minimo di una funzione sfrut-

tando semlicemente le condizioni di ottimalitá.

Si ricorre pertanto ad un algoritmo iterativo, che partendo da un vettore in-

iziale y0, genera una sequenza di vettori (y1,. . . ,yn) che converge ad un punto

di minimo.

In particolare i metodi di ricerca locale individuano il punto yk+1 spostan-

dosi da yk lungo una direzione di discesa dk, ottenendo una sequenza F(y0) >

F(y1) > . . . > F(yk) . . ..

Gli algoritmi sono distinti dal differente modo attraverso il quale scelgono una

nuova soluzione in base alla soluzione precedente e alle caratteristiche della

funzione.

Figura 3.1: Possibili approcci al problema di

ottimizzazione.
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Si riporta in figura lo schema generale di un algoritmo di ottimizzazione non

vincolata .

Schema generico di un algoritmo di ottimizzazione non vincolata

begin

1. Si fissa un punto iniziale y0 in R
N e si pone k = 0.

2.Se yk è un punto stazionario di F (ossia un punto in cui il gradiente si

annulla):Stop

3.Si calcola una direzione di ricerca dk in R
N.

4.Si calcola un passo αk in R
N lungo dk;

5.Si determina un nuovo punto yk+1=yk+αkdk.

Si ponek = k + 1e si ritorna al Passo 2.

end

Commentiamo brevemente lo schema considerato.

1 Scelta del punto inziale. Il punto iniziale dell‘algoritmo è un dato del

problema e deve essere fornito in relazione alla particolare funzione che si

intende minimizzare. Il punto y0 dovrebbe essere scelto come la migliore

stima disponibile della soluzione ottima, eventualmente facendo riferi-

mento a un modello semplificato della funzione obiettivo.

Nella maggior parte dei casi, tuttavia, non esistono criteri generali per

effettuare una buona scelta di y0 e quindi siamo interessati a definire

algoritmi le cui proprietà di convergenza siano indipendenti dalla scelta

del punto iniziale (algoritmo globalmente convergente).

Nella soluzione di problemi applicativi può essere conveniente ripetere

la ricerca a partire da punti iniziali differenti, ad esempio generati ca-

sualmente, e scegliere poi il punto stazionario migliore tra quelli cos̀ı

determinati.

2 Criterio di arresto. Una prima possibilità consiste nell’arrestare l’algo-
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ritmo quando

‖∇(F (xk))‖ ≤ ε (3.1)

in cui ε > 0 è un valore sufficientemente piccolo.

Dal punto di vista numerico tale criterio può non essere del tutto sod-

disfacente in quanto non fa riferimento nè alla precisione del mezzo di

calcolo, nè alla scala con cui è calcolato ∇(F ).

Nei codici di calcolo occorrerà quindi definire criteri più significativi.

Osserviamo che la possibilità di utilizzare la3.1 (opportunamente rielab-

orata) come criterio di arresto richiede che si possa dimostrare che l’ algo-

ritmo consente di raggiungere valori arbitrariamente piccoli di ∇(F (xk))

per valori sufficientemente elevati di k e che sia disponibile, almeno

asintoticamente, una buona approssimazione del gradiente.

3 Scelta della direzione. I criteri seguiti nella scelta della direzione di

ricerca dk individuano il particolare metodo di ottimizzazione utilizzato.

Tra i metodi esistenti, una delle distinzioni più significative è quella che

fa riferimento alle informazioni disponibili sulla funzione da ottimizzare

ai fini del calcolo di dk.

In particolare, possiamo distinguere:

• metodi che utilizzano soltanto le derivate prime (metodo del gradi-

ente, metodi delle direzioni coniugate, metodi Quasi-Newton);

metodi che utilizzano la conoscenza delle derivate prime e delle

derivate seconde (Metodo di Newton e relative modifiche);

• metodi senza derivate, che si basano esclusivamente sulla valu-

tazione della funzione obiettivo lungo direzioni di ricerca prefissate

(come, ad esempio, gli assi coordinati) o definite in base ai valori

della funzione obiettivo nei punti precedenti.

4 Calcolo del passo. Il calcolo dello scalare αk costituisce la cosiddetta

ricerca unidimensionale o ricerca di linea (line search) e viene effettuato
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valutando la funzione obiettivo (ed eventualmente le derivate prime)

lungo la direzione dk. Nel caso in cui la direzione di ricerca sia una

direzione di discesa, e in particolare che soddisfi la condizione

∇F (xk)T dk < 0, (3.2)

potremo limitarci a considerare valori di α > 0. Dal punto di vista

geometrico l’algoritmo si può descrivere come una successione di sposta-

menti (definiti dagli scalari αk) lungo le direzioni di ricerca dk, effettuati

a partire da y0. In tal modo si ottiene una succesione y0. . . yk di punti

in cui

F(yk + αkdk) < F(yk) (3.3)

da cui il nome di metodo di discesa.

Un metodo di discesa è caratterizzato dalla direzione di discesa e

dalla lunghezza del passo,entrambe influiscono sulla convergenza della

successione a punti stazionari e sulla rapiditàdi convergenza.

[3, 1]

3.1 Convergenza di un algoritmo

Per le considerazioni che seguiranno facciamo riferimento alla funzione di una

sola variabile

ϕ(α) = f(xk + αdk) (3.4)

che indica il valore di F in funzione del passo α,allorché si sia fissata la direzione

di discesa dk.

Sia xk + αdk il punto incrementato, e yi la sua iesima componente.

Avendo supposto ∇(F ) continuo e considerando che la variazione della iesima
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componente di y al variare di α è data dalla iesima componente del vettore

dk, si ha

ϕ
′

(α) = (∇(f(xk + αdk)))T dk (3.5)

Si noti in particolare che l’inclinazione della tangente alla ϕ per α = 0 è

proprio la derivata direzionale della F in xk lungo la direzione dk.

Anzitutto osserviamo che il fatto che, a ogni iterazione dell’algoritmo in figu-

ra, si abbia una diminuzione della funzione obiettivo, non basta a garantire la

convergenza dell’algoritmo ad un punto stazionario.

Dunque, è desiderabile che, ad ogni iterazione dell’algoritmo, il punto incre-

mentato xk + αdk soddisfi una condizione di sufficiente riduzione della F, che

possiamo esprimere in questi termini:

F (xk + αdk) ≤ F (xk) + αγ(∇(F (xk))T )dk (3.6)

con 0 < γ < 1.

Guardando il grafico della ϕ(α), in fig. 3.2 dal momento che

(∇(F (xk))T )dk < 0 é la derivata di ϕ in α = 0, si vede che la condizione

espressa dalla 3.6 significa che il nuovo punto deve trovarsi sotto la retta pas-

sante per il punto (0; ϕ(0)) e avente pendenza (γ∇(F (xk))T )dk < 0 .

Poichè γ < 1, tale retta è in valore assoluto meno pendente della tangente a

ϕ in α = 0.

Scegliendo diversi valori per il parametro γ si può rendere la condizione più o

meno restrittiva.

La 3.6 da sola può non essere ancora sufficiente a garantire una buona efficienza

dell’algoritmo, in quanto, pur essendo soddisfatta per valori sufficientemente

piccoli di α, il rischio è che lo spostamento rispetto a xk sia poco significativo.

Ricordando che, per la 3.5, la pendenza della ϕ nel punto α è data da

∇F (xk + αdk)T dk, possiamo allora considerare la seguente condizione, chia-

mata
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condizione di Wolfe:

∇F (xk + αdT
k dk ≥ c∇F (xk)T dk (3.7)

con γ < c < 1

In sostanza, la 3.7 vincola il passo α ad essere abbastanza lungo da percepire

una significativa diminuzione (in valore assoluto) della derivata direzionale,

fatto questo che indica un avvicinamento al minimo della F.

Le due condizioni viste fanno riferimento al valore del passo α, mentre per

quanto riguarda dk richiedono solo che questa sia una direzione di discesa.

Vediamo ora invece una condizione su dk che richiede qualcosa in più.

Definizione: condizione d’angolo Un algoritmo di ottimizzazione del

tipo xk := xk + αkdk(⋆) soddisfa la condizione d’angolo se esiste un ε > 0

Figura 3.2: L’insieme dei valori di α che soddisfano la

3.6 e la 3.7.
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tale che, a ogni passo k

∇F (xT
k dk ≤ −ε‖∇F (xk)‖‖dk‖ ε > 0 (3.8)

Come sappiamo, se ∇F (xk)T dk < 0, la direzione dk è una direzione di discesa.

La condizione d’angolo richiede qualcosa in più: dal momento che il termine a

secondo membro nella 3.5 è strettamente negativo, dovendo essere soddisfat-

ta a ogni iterazione k dell’algoritmo, questa condizione implica che il coseno

dell’angolo tra il gradiente e la direzione di ricerca si mantenga sempre stret-

tamente inferiore a −ε.

Questo impedisce che, nel corso dell’algoritmo, dk possa tendere a diventare

ortogonale a ∇F (xk).

3.1.1 Rapidità di convergenza

I metodi più utilizzati per misurare la rapidità con cui la convergenza avviene

fanno riferimento al rapporto tra gli scostamenti esistenti, a un’iterazione e

alla successiva, tra la soluzione corrente xk e il punto limite x∗, ossia

‖xk+1−x∗‖
‖xk−x∗‖ .

Le misure di rapidità di convergenza si basano sull’andamento di tale

scostamento nel corso dell’algoritmo.

Si noti che tale rapporto non fa riferimento al valore della F.

Dato un algoritmo del tipo (⋆), se esiste un numero c > 0 tale che, per

tutti i k da un certo k∗ in poi, risulta

‖xk+1−x∗‖
‖xk−x∗‖ < c

allora,
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• se c ∈ (0; 1), si dice che l’algoritmo ha rapidità di convergenza lineare

• se invece c ≥ 1, la convergenza è sublineare.

• se

lim
k→∞

‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖ = 0

la rapiditá di convergenza é superlineare

• se esiste un numero C > 0 tale che, per tutti i k da un certo k∗ in poi,

risulta

‖xk+1−x∗‖
‖xk−x∗‖2 ≤ C.

la rapidità di convergenza è quadratica.

C può essere anche superiore a 1.

Gli algoritmi aventi convergenza lineare sono quelli meno efficienti, anche se, al

loro interno, una differenza dal punto di vista pratico è senz’altro rappresenta-

ta dal valore di c (che prende il nome di tasso di convergenza). Tipicamente,

una convergenza quadratica può definirsi veloce, mentre quella lineare può

risultare insoddisfacente se c è prossimo a 1.

Gli algoritmi utilizzati nelle applicazioni reali in genere hanno convergenza

superlineare o quadratica [1].

3.2 Ricerca del passo : line search

La ricerca di αk nell’espressione xk+1:=xk+αkdk prende il nome di

line search(dal momento che avviene lungo una linea, ossia la direzione dk).

Gli algoritmi di line search consistono nel provare iterativamente diversi valori

di α , fino a che certe condizioni di arresto sono verificate.
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La scelta di αk deve essere fatta in modo tale da consentire anche un signi-

ficativo spostamento dal punto xk, pur senza garantire, in generale, il soddis-

facimento della condizione di Wolfe.

Considerata la funzione

ϕ(α) = f(xk + αdk) (3.9)

che esprime il valore di F in funzione del passo α, allorché si sia fissata la

direzione di discesa dk, si cerca quel passo α∗ che minimazza la ϕ(α)(per

α > 0). Cośı facendo si procede nella direzione dk (che, almeno inizialmente,

di sicuro non è ortogonale al gradiente) e poi si sceglie il punto in cui la ϕ

è minima tra quelli in cui dk risulta ortogonale al gradiente della F in quel

punto.

Dal momento che la line search richiede molte valutazioni della funzione ϕ e

del gradiente ci si puó allora orientare ad effettuare una minimizzazione non

esatta della ϕ, comunque in grado di ottenere un’adeguata riduzione del valore

della F a costi computazionali contenuti.

3.3 Ricerca del passo: backtracking e metodo di Armijo

Un approccio iterativo di tipo backtracking genera i valori di α in modo abbas-

tanza accurato e converge con accettabile rapidità, pur facendo a meno della

verifica puntuale della condizione di Wolfe, utilizzando esplicitamente solo la

condizione di sufficiente riduzione.

L’approccio backtracking consiste nel considerare, inizialmente, un valore α0 :

se già α0 soddisfa la condizione di riduzione, il procedimento termina e resti-

tuisce α0 , altrimenti, si moltiplica α0 per un fattore di contrazione 0 < σ < 1
2

e si prova il valore cos̀ı generato.

Il procedimento prosegue in questo modo fino a trovare un valore α⋆ = σiα0

tale da soddisfare la condizione di sufficiente riduzione.

L’idea è che il valore restituito dal metodo, oltre a soddisfare la condizione di

sufficiente riduzione, non sia troppo piccolo, in quanto c’è da tener presente
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che il valore trovato all’iterazione precedente, non era stato ritenuto soddis-

facente, in quanto ancora troppo grande.

In questa versione-base, l’approccio backtracking prevede di utilizzare a ogni

iterazione sempre lo stesso valore del fattore di contrazione σ.

In tal caso, il metodo prende il nome di metodo di Armijo, ed è riportato

in figura .

Metodo di Armijo

begin α:=α0;

while

F (xk + αdk > (xk) + γα∇(F (xk)T
k )

do

α:=σα;

αk:=α;

end while

end

In effetti il metodo di Armijo ad ogni iterazione diminuisce il valore corrente

αi in modo controllato, ossia in un modo tale da salvaguardare la convergenza

dell’algoritmo complessivo .

La moltiplicazione di αi per un certo σ < 1 è un modo per effettuare questa

diminuzione.

3.4 Ricerca della direzione di discesa : metodo del gra-

diente

In molti metodi di discesa, la direzione di ricerca dk viene determinata con-

siderando un’opportuna approssimazione della funzione obiettivo.

Nel metodo del gradiente, si fa riferimento a un’approssimazione lineare di

f(xk + d), pensata come funzione del vettore d.

Considerando la formula di Taylor arrestata al primo ordine
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F (xk + d) := F (xk) + ∇F (xk)T d + β(xk, d) (3.10)

L’idea del metodo del gradiente ∇F (xk) è quella di approssimare la fun-

zione F(xk + d) con la funzione

Ψk(d) = F(xk) + ∇F(xk)T d (3.11)

e di scegliere come direzione di ricerca dk quella direzione che minimizza

Ψkd nella sfera di raggio unitario.

Dal momento che in definitiva si minimizza la derivata direzionale della F, il

metodo del gradiente è anche detto il metodo della discesa piú ripida.

Metodo del gradiente

begin Si fissa un punto iniziale x0 in RN ;

k:=0;

while

∇(xk) 6= 0 si pone

dk :=-∇F (xk)

si calcola il passo αk lungo dk

xk:= xk + (αkdk);

k := (k + 1);

end

end
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Come illustrato in figura, il metodo si basa sull’uso della direzione di ricerca

dk :=-∇F (xk), ossia della direzione opposta a quella del gradiente, o antigra-

diente di F in xk.

Osserviamo che in questo caso risulta ∇F (xk)T d = −‖∇F (xk)‖2 e se

∇F (xk) 6= 0 la direzione dell’antigradiente è sempre di discesa.

L’interesse della direzione −∇F (xk) risiede proprio nel fatto che, se il gradi-

ente è continuo, essa costituisce una direzione di discesa continua rispetto a x,

che si annulla se e solo se x è un punto stazionario.

Questa proprietà assicura che ,con una scelta opportuna del passo αk, sia pos-

sibile stabilire facilmente un risultato di convergenza globale.

Tuttavia, al variare di x0 può variare sia il punto stazionario a cui l’algoritmo

converge, e sia la rapidità con cui tale algoritmo converge.

Dal punto di vista pratico, il metodo del gradiente viene ritenuto mediamente

inefficiente, soprattutto in presenza di funzioni aventi superfici di livello a forte

curvatura, dal momento che la convergenza avviene molto lentamente.

A proposito dell’utilizzo dei metodi di ricerca unidimensionale per la deter-

minazione del passo α per il metodo del gradiente, va detto che per la scelta

della stima iniziale α0 non vi sono criteri di scelta specifici .
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3.5 Metodo del gradiente coniugato per funzioni quadratiche

Definizione di direzioni coniugate

Figura 3.3: Metodo delle direzioni coniugate.

In termini più rigorosi possiamo dire che

data una matrice simmetrica definita positiva A,definiamo k direzioni d0, . . . , dk−1

coniugate rispetto ad A se soddisfano le condizioni

• (Adi, dj) = (di, Adj) = 0 (i 6= j)

• (Adi, di) = (di, Adi) 6= 0(i = 0 . . . k − 1)

dove (·, ·) è un prodotto scalare.

Il metodo del gradiente coniugato propone uno schema di algoritmo in cui le

direzioni coniugate vengono generate iterativamente.

La prima direzione è quella dell’antigradiente d0 = −∇(F (x0)) e le direzioni

successive, tutte coniugate con d0 e tra di loro, sono ottenute con una combi-

nazione lineare della direzione dell’antigradiente e della direzione ottenuta al

passo precedente ovvero sono generate con la formula di aggiornamento

dk+1 = −∇(F (xk+1)) + βkdk (3.12)
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la scelta di βk assicura che la direzione dk+1 sia coniugata rispetto a dk,ovvero

si impone che dT
k Adk+1 = −dT

k A∇(F (xk+1)) + βkd
T
k Adk = 0 da cui si ottiene

l’espressione del βk che opportunamente modificata (vedi [10] pag 78) diviene

βk =
‖∇(F (xk+1)‖2

|∇(F (xk)‖2
(3.13)

dando luogo alla nota formula di Fletcher -Reeves.

Riportiamo un possibile schema di metodo del gradiente coniugato.

Metodo del gradiente coniugato di Fletcher e Reeves

begin

Passo 1.Si fissa un punto iniziale x0in RN ; e si pone

d0 = −∇(F (x0))

Do k = 0, . . . , n − 1

Passo 2.Si calcola ∇(F (xk)); se ∇(F (xk)) = 0 stop.

Passo 3. Si pone xk+1 = xk + αkdk;

con αk ottenuto con una ricerca di linea esatta

Passo 4. Se ∇(F (xk+1) 6= 0,

dk+1 = −∇F (xk+1) + βkdk;

in cui:βk =
‖∇(F (xk+1)‖

2

|∇(F (xk)‖2 ,

e si torna al Passo 2.

end
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3.6 Ricerca della direzione di discesa : metodo di New-

ton

I metodi di tipo Newton sono tra i metodi di maggiore importanza nell’ot-

timizzazione non vincolata.

Il metodo di Newton per la minimizzazione di F consiste nel costruire una suc-

cessione di punti minimizzando a ogni passo un’approssimazione quadratica

della funzione.

Noi vedremo dapprima il metodo di Newton nella sua forma più semplice,

e quindi alcune modifiche che ne migliorano le caratteristiche di convergenza.

Metodo di Newton

begin Si fissa un punto iniziale x0 in RN ;

k:=0;

while

∇F (xk) 6= 0 si pone

xk + 1 := xk-∇2F (xk)−1∇F (xk)

k:=(k + 1);

end

end

Sia F una funzione con Hessiana continua. Dalla formula di Taylor ar-

restata ai termini del secondo ordine , per valori sufficientemente piccoli della

norma del vettore incremento h è possibile scrivere:

F(xk + d) ≈ F(xk) + ∇F (xk)T + (
1

1
)hT (∇2F (xk)h) (3.14)

Annullando i termini:

∇F (xk) + ∇2F (xk)h (3.15)
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possiamo ottenere:

h∗ := −∇2F (xk)−1∇F (xk) (3.16)

Il metodo di Newton consiste nell’utilizzare, come vettore incrementato, pro-

prio h∗.

In questa versione del metodo di Newton, anzichè distinguere la scelta del-

la direzione da quella del passo, viene specificato direttamente il vettore-

incremento, o, in altre parole, viene fissata la direzione

dk := −∇2F (xk)−1∇F (xk) (3.17)

e lungo questa direzione ci si muove di un passo pari a 1.

Si noti che il metodo è applicabile anche se l’Hessiana non è definita positiva,

purchè risulti non singolare.

Il metodo di Newton converge, anche se solo localmente, con rapidità quadrat-

ica, il che lo rende significativamente piú interessante rispetto al metodo del

gradiente.

3.7 Metodo di quasi-Newton

Per ovviare al problema della convergenza locale, si può allora modificare il

criterio di ricerca, utilizzando la struttura dei metodi di discesa.

Precisamente, si può pensare di scegliere a ogni iterazione come direzione dk

la direzione di Newton:

dk := −∇2F(xk)−1∇F (xk) (3.18)

ed effettuare poi una line search, utilizzando come valore iniziale α0 = 1.

In sostanza, il metodo sceglie come direzione di discesa quella di Newton, la

sua opposta o l’antigradiente, e successivamente effettua una line search con

metodi standard, in modo da garantire la convergenza globale.

L’algoritmo riportato in figura soddisfa la condizione d’angolo, e dunque le
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proprietá di convergenza globale sono conservate.

Infine, la tabella confronta il metodo del gradiente e quello di Newton rias-

sumendone le principali caratteristiche.

Metodo di quasi-Newton nella versione convergente

begin

Si fissa un punto iniziale x0in RN ;

k:=0;

while∇F (xk) 6= 0

if∇2F (xk) è singolare,

ponedk:=-∇F (xk)

else

s :=-(∇2F (xk)−1∇F (xk)

if |∇F (xk)T s| < ǫ‖∇F (xk)‖‖s‖,

si pone dk:=-∇F (xk)

else dk:=s oppure dk:=−s

(a seconda di quale delle due

è una direzione di discesa)

end else

end if

end while

si calcola il passo αk lungo dk

xk+1 := xk + αkdk;

k := k + 1;

end
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Confronto tra

metodo del

gradiente e

metodo di

Newton.

metodo del gradi-

ente

metodo di Newton

Informazioni

richieste a ogni

iterazione

F (xk) e ∇F (xk) F (xk) , ∇F (xk) e

∇2F (xk)

Calcoli richi-

esti a ogni

iterazione

calcolo di ∇F (xk) calcolo di

∇F (xk),∇2F (xk)

e soluzione del

sistema lineare

∇2F (xk)d = −∇F (xk)

Convergenza globale se ∇F (xk) è

continuo

locale nella versione pu-

ra, globale con modi-

fiche

Comportamento

con funzioni

quadratiche

convergenza asintotica convergenza in un solo

passo

Rapidità di

convergenza

lineare quadratica

3.8 Ottimizzazione di funzioni di più variabili

In questo caso i metodi che vengono utilizzati sono detti di ricerca diretta e

possono essere suddivisi in due categorie:

• metodi che generano un insieme di direzioni e le utilizzano per muoversi

verso il minimo.

Il più semplice metodo di questo tipo risale a Gauss,che propose di mod-

ificare una sola variabile per volta, in modo da muoversi nello spazio
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n-dimensionale parallelamente a ciascun asse a turno oppure utilizzando

una regola per stabilire lungo quale asse di volta in volta muoversi.

• metodi che valutano la funzione ai vertici di un ipersolido (differente da

metodo a metodo) e muovono tale struttura geometrica verso il minimo.

L’approccio proposto da Box, in [11], prevede che la funzione venga

valutata ai vertici e nel centro di un ipercubo in n-dimensioni; metodi pi

recenti, come ad esempio quello proposto da Nelder e Mead [12] che verrá

analizzato nel dettaglio, utilizzano strutture geometriche non regolari e

quindi in grado di adattarsi meglio alle caratteristiche della funzione

obiettivo.
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3.8.1 Il metodo del simplesso

Il simplesso è una figura geometrica avente n+1 vertici per n gradi di libertà.

Il metodo del simplesso, introdotto da J.A. Nelder e R. Mead valuta la fun-

zione obiettivo negli n+1 vertici di un poliedro in n dimensioni. Attraverso il

confronto dei valori calcolati, il poliedro viene spostato verso il minimo.

Il movimento del poliedro è realizzato tramite quattro operazioni di base: la

riflessione, l’espansione, la contrazione e la riduzione.

Figura 3.4: Metodo del simplesso.
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Si consideri inizialmente un simplesso con n + 1 vertici in RN come in

figura 3.8.1 .

Al passo k-esimo i vertici del simplesso modificato siano indicati con i vettori

xk
i = (xi1, xi2, . . . , xin)T i = 1, . . . , n + 1

Indichiamo con xk
h il vertice del simplesso corrispondente al massimo valore

della funzione f(x) tra i vertici del simplesso al passo k-esimo, e con xk
1 quello

corrispondente al minimo valore:

f(xh)k = max f(x1)k, . . . f(xn+1)k f(x1)k = min f(x1)k, . . . , f(xn+1)k (3.19)

Sia xn+2 il centroide di tutti i vertici tranne xh :

xk
n+2,j =

∑N+1
1 xk

ij − xk
hj j = 1, . . . , n

Le operazioni che vengono compiute sul simplesso al passo k-esimo sono:

1 Riflessione. Viene riflesso il vertice xk
h attorno al centroide (figura 3.8.1),

ottenendo cośı

xk
n+3 = xk

n+2 + α(xk
n+2 − xk

h) (3.20)

dove α > 0 è il coefficiente di riflessione.
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2 Espansione. Se f(xk
n+3) ≤ f(xk

1) si espande il vettore (xk
n+3 − xk

n+2) otte-

nendo

xk
n+4 = xk

n+2 + γ(xk
n+3 − xk

n+2) (3.21)

dove γ > 1 è il coefficiente di espansione. Se f(xk
n+4) ≤ f(xk

1) si rimpiaz-

za xk
h con xk

n+4 e si continua dal passo 1 con k = k + 1; altrimenti si

rimpiazza xk
h con xk

n+3 e si continua dal passo 1 con k = k + 1.

3 Contrazione. Se f(xk
n+3) > f(xk

i ) per tutti gli i 6= h si contrae il vettore

xk
h − xk

n+2 ottenendo:

(xn+5)k = xk
n+2 + γ(xk

h − xk
n+2) (3.22)

con 0 < β < 1 il coefficiente di contrazione.

Si rimpiazza xk
h con xk

n+5 e si ritorna al passo 1.

4 Riduzione. Se f(xk
n+3) > f(xk

h) si riducono tutti i vettori xk
i − xk

1 , i =
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1, ..., n + 1 di metá a partire da xk
1 , ottenendo

(xi)
k = (x1)k +

1

2
(xk

i − xk
1 , i) = 1, ..., n + 1 (3.23)

e si ritorna al passo 1.

Criterio di terminazione Il criterio di terminazione dell’algoritmo è

(

i=n+1
∑

i=1

[f(xk
i ) − f(xk

n+2]2)
1
2 /(n + 1)

1
2 ≤ ε (3.24)

dove ε è la tolleranza .

Il coefficiente di riflessione a è utilizzato per proiettare il vertice con il valore

più alto di f(x) attraverso il centroide del simplesso.

Il coefficiente di espansione γ è utilizzato per allungare il vettore di ricerca se

la riflessione ha prodotto un valore di f(x) minore del più piccolo valore f(x)

ottenuto prima della riflessione .

Il coefficiente di contrazione β è usato per ridurre il vettore di ricerca se la

riflessione non ha prodotto un vertice con un valore di f(x) più piccolo del

secondo valore più grande di f(x) ottenuto prima della riflessione.

Perció, tramite una successione di espansioni e contrazioni, le dimensioni e

la forma del simplesso si adattano alla particolare topografia della funzione.

L’esperienza insegna che i valori ottimali dei coefficienti α,β,γ sono rispetti-

vamente 1, 0.5 e 2.

Pertanto una volta identificato il vertice peggiore (avente massima f(x)), lo si
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ribalta simmetricamente rispetto al baricentro dei restanti n-1 vertici.

Si identifica cośı un nuovo simplesso rispetto al quale proseguire la ricerca.

Il ribaltamento puó subire contrazioni o dilatazioni a seconda della situazione

contingente.[13]

3.8.2 Il metodo delle direzioni coniugate

Il metodo basato sulla minimizzazione lungo direzioni coniugate prevede che

nella scelta delle direzioni si possa:

• includere alcune direzioni molto efficienti che permettano di muoversi

rapidamente lungo un’eventuale “valle” stretta entro la quale si trova il

minimo;

• includere un certo numero di direzioni che “non interferiscano” tra loro,

cioè tali che la minimizzazione lungo una di esse non venga inficiata da

successive minimizzazioni lungo le altre, in modo da evitare interminabili

cicli lungo le direzioni dell’insieme. Quest’ultimo approccio quello adot-

tato nel metodo delle direzioni coniugate (conjugate directions descent

method), presentato da Powell nell’articolo [6]: le direzioni coniugate in-

fatti sono definite in modo da soddisfare il requisito di “non interferenza”

reciproca.

Si analizzano ora gli aspetti teorici e la definizione matematica del concetto

finora descritto solo in modo qualitativo.

L’idea del metodo di Powell [14] è che, se il minimo di una funzione quadratica

viene trovato lungo ciascuna di p (p < n) direzioni in uno stadio della ricerca,

eseguendo, poi, un passo lungo ciascuna direzione, lo spostamento finale dal-

l’inizio fino al passo p-esimo è coniugato rispetto a tutte le p sottodirezioni di
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ricerca.

Il procedimento è il seguente:

Considerate in R
N m direzioni si coniugate rispetto alla matrice A, partendo

da un vettore x0
0 in R

N si prendono i vettori s0
1, s

0
2, . . . , s

0
n paralleli agli assi

coordinati.

• Il primo passo è nella direzione di s0
n, cioé si minimizza

F (x0
0 + λs0

n) rispetto a λ .

• Detto λ0
0 il valore corrispondente al minimo, si pone

x0
1 = x0

0 + λ0
0s

0
n

• Successivamente si minimizza

F (x0
1 + λs0

1) trovando λ0
1;

• posto x0
2 = x0

1 + λ0
1s

0
1 = x0

0 + λ0
0s

0
n + λ0

1s
0
1

si minimizza F (x0
2 + λs0

2) trovando λ0
2 ;

• si pone quindi x0
3 = x0

2 + λ0
2s

0
2 = x0

0 + λ0
0s

0
n + λ0

1s
0
1 + λ0

2s
0
2

In generale si ha x0
m = x0

0 + Σm−1
i=0 λ0

i si
0, avendo posto s0

0 = sn0.

Si puó dimostrare [13] che, partendo dal punto x0
0 si arriva al punto xa

nella direzione s, e, se iniziando dal punto x1 si arriva al punto xb nella stessa

direzione s, se F (xb) < f(xa) allora la direzione xbxa é coniugata ad s.

Possiamo ora enunciare l’algoritmo di Powell nella sua generalitá.

Al passo k-esimo la procedura é la seguente:
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1. Si inizia a xk
0 = xk−1

n+1

Da xk
0 si determina λk

1, minimizzando F (xk
1 + λ2s

k
2), e si pone

xk
2 = xk

1+λ2s
k
2 e si prosegue fino a determinare tutti i λk

i ,per i = 1, . . . , n.

La ricerca di λk
0 per minimizzare F (x) nella direzione sk−1

n sará discussa

al punto 4).

2. Si esegue un passo xk
n − xk

0 , che a partire dal punto xk
n porta al punto

2xk
n , subordinatamente al verificarsi della condizione al passo 3).

3. Indichiamo con △kla massima riduzione di F (x) in una qualunque di-

rezione di ricerca al passo k, cioé

△k = maxF (xk
i−1) − f(xki), i = 1, . . . , n Si pone

F1 = F (x0
k),

F2 = F (xn
k) ,

F3 = F (xk
n − xk

0) ,

dove xk
0 = xk−1

n ,xk
n = xk+1

n−1 + λk
nsk

n.

Se si ha F3 ≥ F1 e/o (F1 − 2F2 + F3)(F1 −F2 −△k)2 ≥ 1
2△k(F1 −F3)2,

si utilizzano al passo (k +1) esattamente le stesse direzioni di ricerca del

passo k-esimo, cioé si pone

sk+1
i = sk

i i = 1, . . . , n

e si inizia a xk+1
0 = xk

n (o da xk+1
0 = 2xn

k − xk
0 = xn+1

k , a seconda del piú

basso valore di F(x)).

4. Se la condizione di 3) non è verificata, si indica con sk
m la direzione di

ricerca che corrisponde a △k ; sia sk la direzione corrispondente a xk
n−xk

0

; tale direzione viene utilizzata per la ricerca di xk+1
0 .

Le nuove direzioni di ricerca al passo k +1 sono allora:

(sk+1
1 , . . . , sk+1

n
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5. Il criterio di terminazione è il seguente:

|xk
n − xk

0 | < ε

dove ε é la tolleranza richiesta.



Capitolo 4

ALGORITMI DI RICERCA STOCASTICA

Le strategie evolutive furono sviluppate all’Università di Berlino da Ingo Rechen-

berg (1973) e Hans Peter Schwefel (1981) [15], per risolvere problemi di ot-

timizzazione in alternativa ai metodi classici. In questo capitolo cominceremo

con l’introdurre i parametri che sono alla base della teoria evolutiva, e poi

esamineremo i diversi algoritmi proposti in letteratura. A partire dai più sem-

plici, che considerano strategie a singolo genitore, e quindi una riproduzione

asessuata, fino ai più complessi, che invece si basano su strategie con più

genitori.

4.1 ES-(µ/ρ +
,
λ) Algorithm

Data un generica funzione di fitness F, definita nello spazio dei parametri

N-dimensionale, Y, e con valori nello spazio M-dimensionale, Z:

F : y ∈ Y → F(y) ∈ Z. (4.1)

Un problema di ottimizzazione può essere formulato come segue:

determinare il vettore dei parametri ŷ ∈ Y in cui la funzione assuma il suo

valore ottimo:

F(ŷ) := opt F(y) (4.2)
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dove:

y = (y1, . . . , yN ) ŷ = (ŷ1, . . . , ŷN ) (4.3)

Le componenti yi di y sono dette variabili oggetto, mentre F rappresenta la

funzione obiettivo o funzione di fitness. La natura delle variabili oggetto, e

dunque lo spazio Y a cui appartengono, dipendono dal tipo di problema di ot-

timizzazione in esame. Non ci sono restrizioni all’applicabilità dell’algoritmo

ES, cioè le alternative, yi ∈ R, oppure yi ∈ N, sono possibili [15]. In seguito,

assumeremo che F sia una una funzione reale con valori reali.

L’ES opera su una popolazione B di individui, ognuno dei quali può essere

schematizzato come un punto nello spazio di ricerca, definito completamente

da tre parametri: un vettore dei parametri y, un set di strategy parameters s

e il corrispondente valore di fitness F (y):

a = (y, s,F(y)). (4.4)

Lo spazio degli stati A è dato, dunque, dal seguente prodotto tensoriale:

A = Y × S × Z (4.5)

Il set di parametri s, s ∈ S, è endogeno, cioè può variare all’evolvere dell’al-

goritmo, e, come vedremo, gioca un ruolo fondamentale per la self-adaptation

dell’ES [15], [16]. Esso non prende parte al calcolo della fitness dell’individuo,

ma viene trasmesso agli individui selezionati per la generazione successiva.

Gli individui a, che costituiscono una popolazione, consistono di µ genitori,

am, con m = 1, . . . . . . , µ, e λ discendenti, ãl, con l = 1, . . . . . . , λ.

I parametri µ e λ sono esogeni, cioè non variano durante l’evoluzione.

Indichiamo, rispettivamente, le popolazioni dei genitori e dei figli al tempo

g, con B(g)
µ e B̃(g)

λ :

B(g)
µ = {a(g)

m } = (a
(g)
1 , . . . ,a(g)

µ ) B̃(g)
λ = {ã(g)

l } = (ã
(g)
1 , . . . , ã

(g)
λ ) (4.6)
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ES-(µ/ρ +
,

λ)-Algorithm line

Begin 1

g = 0; 2

initialize
(

B(0)
µ =

{(

y
(0)
m , s

(0)
m , F(y

(0)
m )

) } )

; 3

Repeat 4

For l=1 To λ Do Begin 5

Cl =reproduction
(

B(g)
µ , ρ

)

; 6

sl =s_recombination
(

Cl, ρ
)

; 7

s̃l =s_mutation
(

sl

)

; 8

yl =y_recombination
(

Cl, ρ
)

; 9

ỹl =y_mutation
(

yl, s̃l

)

; 10

F̃l =F(ỹl); 11

End 12

B̃(g)
λ =

{(

ỹl, s̃l, F̃l

)}

; 13

Case selection−type Of 14

(µ, λ) : B(g+1)
µ =selectionFµ

(

B̃(g)
λ

)

; 15

(µ + λ) : B(g+1)
µ =selectionFµ

(

B̃(g)
λ ,B(g)

µ

)

; 16

End 17

g = g + 1; 18

Until stop−criterion 19

End 20

Figura 4.1: ES-(µ/ρ +
,

λ) Algorithm.
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Usando queste notazioni, possiamo schematizzare l’algoritmo ES-(µ/ρ +
,

λ)

come mostrato in fig.4.1 [15].

Oltre λ e µ, un altro parametro esogeno che compare nella notazione (µ/ρ +
,

λ) è ρ. Esso determina il numero dei genitori che partecipano alla riproduzione

di un singolo figlio, ricombinando opportunamente il loro patrimonio genetico.

Questi genitori formeranno l’insieme C:

C = (am1 ,am2 , . . . ,amr . . . ,amρ) (4.7)

Essendo 1 ≤ ρ ≤ µ, se ρ = 1 si ha una riproduzione asessuata, cioè l’operatore

di ricombinazione sarà unario, e l’informazione genetica trasmessa non cam-

bierà.

Il caso ρ = 2 rappresenta, invece, la riproduzione biologica standard. Per

ρ > 2 si ha una multiricombinazione.

Nell’algoritmo mostrato in fig.4.1 si parte da una popolazione iniziale di indi-

vidui, B(0)
µ , ossia da un insieme di possibili soluzioni generate in modo pseudo-

casuale, rispettando i costraints dello spazio di ricerca. Segue il ciclo evolutivo,

basato su applicazioni successive di operatori genetici alla popolazione Bµ. Gli

operatori genetici usati nell’ES sono: riproduzione, ricombinazione, mu-

tazione, e selezione.

Dalla linea 4 alla 19 è rappresentato il ciclo generazionale: per ogni gener-

azione, g, si parte da una popolazione di genitori B(g)
µ , da cui deriveranno

λ figli, che a loro volta formeranno la popolazione B̃(g)
λ , (linee 5-13). Ogni

discendente é creato passo dopo passo. Prima sono selezionati i suoi genitori

(linea 6), poi se ρ > 1 si ha la ricombinazione dei geni (linee 7 e 9), e quindi

la mutazione (linee 8 e 10). Invece, per la riproduzione asessuata si passa

direttamente all’operatore di mutazione.

L’operatore di ricombinazione, detto crossover, a differenza di quello di

mutazione, non è controllato dall’insieme dei parametri di strategia, s̃l. Il

risultato sarà un nuovo insieme di parametri, ỹl, su cui è valutata la fitness

(linea 11).

Dopo la procreazione segue la selezione (linee 14-17) degli individui “miglior-
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i”. Alla fine, a seconda del criterio di selezione usato, ((µ, λ) o (µ+λ)) si avrà

la nuova popolazione di genitori B(g+1)
µ , a cui sarà associata il valore di fitness

Fµ.

Il ciclo generazionale continuerà fino a quando non si raggiunge un criterio di

stop predefinito.

L’azione degli operatori genetici in un EA è molto importante, visto che

dalla loro azione dipendono le performance dell’algoritmo.

4.1.1 Operatore di Riproduzione

L’operatore di riproduzione seleziona l’insieme dei genitori, C, che prenderan-

no parte alla procreazione di un individuo figlio:

C =

{

(ai1 , . . . ,air , . . . ,aiρ) per ρ < µ

(a1, . . . ,am, . . . ,aµ) per ρ = µ
(4.8)

dove:

∀r ∈ {1, . . . , ρ} : ir = Random{1, . . . , µ} per ρ < µ

m = 1, . . . , µ per ρ = µ

Nel caso ρ = µ si ha C ≡ Bµ, cioè tutti gli individui che appartengono alla

popolazione dei genitori partecipano alla creazione di un figlio.

Se ρ < µ i genitori che parteciperanno alla riproduzione sono scelti in modo

random, ed ogni individuo di Bµ ha la stessa probabilità 1/µ di essere scelto.

4.1.2 Operatore di Ricombinazione

La ricombinazione é un processo in cui sia le componenti di y che di s, asso-

ciati ai ρ genitori precedentemente scelti, si combinano per formare i vettori

sl e yl, associati al corrispondente figlio (vd. linee 7 e 9 in fig.4.1).

Questo operatore agisce su ρ vettori (x1, . . . ,xρ), dove x indica l’insieme dei
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parametri y, oppure indica il set dei parametri di strategia s.

Esistono due tipi di ricombinazione:

Ricombinazione Intermedia : il discendente ricombinato r è dato dal cen-

tro di massa dei ρ genitori casualmente selezionati:

r = 〈x〉ρ ≡ 1

ρ

ρ
∑

ν=1

xν (4.9)

Ricombinazione Dominante o Discreta : per ogni componente, i, di r

che deve essere generata, si seleziona casualmente uno dei ρ genitori,

detto dominante, e si trasferisce esclusivamente la sua rispettiva compo-

nente:

r =
N
∑

i=1

(eT
i xmi

)ei (4.10)

dove mi sono numeri random scelti da {1, . . . , ρ}, e il simbolo ei sta per

il vettore unitario nella i − esima direzione; il prodotto scalare fornisce

l’i − esima componente del rispettivo vettore xρ.

4.1.3 Operatore di Mutazione

L’operatore di mutazione è di fondamentale importanza nell’ES, poichè rap-

presenta la fonte delle variazioni genetiche. In tale processo sia le compo-

nenti del vettore dei parametri, y, che le componenti del vettore s, associati

all’individuo-figlio appena creato, sono soggette a piccoli disturbi random. In

questo modo, si generano possibili soluzioni nuove e quindi si rinnova il patri-

monio genetico.

Affinchè lo spazio di ricerca sia isotropo, i parametri sono mutati usando una

distribuzione normale con valore d’aspettazione nullo. Cioè, il figlio ỹl sarà

dato dalla somma del vettore yl risultante dalla ricombinazione, con un vet-

tore random, z, normalmente distribuito:



4.1. ES-(µ/ρ +
,

λ) Algorithm 75

ỹl = yl + z con z = (z1, z2, . . . , zN ) (4.11)

Ogni componente zi varia secondo una distribuzione gaussiana N (0, σ2
i ), ed è

statisticamente indipendente dalle altre componenti. Inoltre, tutte le compo-

nenti hanno la stessa deviazione standard σi = σ:

z = σ(N (0, 1),N (0, 1), . . . ,N (0, 1)) (4.12)

La funzione di densità è dunque:

p(z) =
1

(
√

2π)N

1

σN
exp

(

− 1

2

zTz

σ2

)

, (4.13)

dove la deviazione standard, σ, detta mutation strength, coincide proprio con

l’unico parametro endogeno s̃, che determina l’ampiezza e la direzione delle

variazioni applicate a y.

L’azione dell’operatore di mutazione su s, sarà esaminato in seguito nell’analisi

dell’algoritmo ES-(1 + λ)-σ-self-adaptation.

4.1.4 Operatore di Selezione

L’operatore di selezione, indicato dalla simbologia (+, ), produce alla gener-

azione successiva, g + 1, una popolazione di genitori Bµ, attraverso un pro-

cesso deterministico. Gli individui migliori, in base al valore assunto dalla

funzione di fitness corrispondente, possono essere selezionati secondo due pos-

sibili strategie: comma-selection - (,) e plus-selection - (+).

La differenza tra le due sta nell’insieme degli individui su cui l’operatore di

selezione agisce:

- Nella selezione (,) (vd. fig.4.1 linea 15), si considera solo la popolazione

dei figli, B(g)
λ . Quindi, i genitori muoiono per definitionem.
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- Nella selezione (+) (vd. fig.4.1 linea 16), la scelta degli individui migliori

è fatta considerando sia l’insieme dei figli che dei genitori, B(g)
µ , permet-

tendo ai genitori di sopravvivere per molte generazioni.

4.2 Il Principio del Progresso Evolutivo

Tale principio afferma che ogni cambiamento dell’insieme dei geni, ossia ogni

variazione degli individui nello spazio degli stati A, può essere espresso sia at-

traverso una funzione di guadagno, Progress Gain, che una funzione di perdita,

Progress Loss. La somma di queste due funzione fornisce il progresso evolutivo

[15]:

Evolutionary Progress = Progress Gain - Progress Loss

Questo principio è confermato in tutte le formule dell’ES, sia per il quality

gain, Q che per il progress rate, ϕ. Entrambi questi parametri misurano la

distanza media della popolazione dei genitori Bµ, dalla soluzione ottima, nel

passare dalla generazione g alla successiva g+1. La differenza è che Q è defini-

to nello spazio delle funzioni di fitness, Z, mentre ϕ nello spazio dei parametri

Y:

Quality Gain Q: Se si considera una popolazione di µ genitori con valori di

fitness F
(g)
m = F(y

(g)
m ), si ha:

Q = E
{

〈F(g+1)〉µ −〈F(g)〉µ
}

con 〈F(g)〉µ =
1

µ

µ
∑

m=1

F(g)
m (4.14)

Il valore d’aspettazione E{.} si calcola considerando la densità di prob-

abilità condizionata p = (F1, . . . ,Fµ|B(g)
µ ).

Progress Rate ϕ: Indicando con r(g) la distanza del centro di massa della

popolazione Bµ dall’ottimo ŷ, al tempo g, si ha:

ϕ = E
{

r(g+1) − r(g)
}

dove r(g) = ‖ŷ − 〈y(g)〉µ‖ (4.15)
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Figura 4.2: Rappresentazione geometrica di ϕ

nello spazio degli stati Y

dove:

〈y(g)〉µ =
1

µ

µ
∑

m=1

y(g)
m

rappresenta il centroide della g-esima generazione di genitori nello spazio

dei parametri Y. L’interpretazione geometrica di ϕ è mostrata in fig.4.2,

dove ∆=‖ŷ− 〈y(g)〉µ‖ - ‖ŷ− 〈y(g+1)〉µ‖ .

Il modello matematico più usato per studiare l’evoluzione di Q e ϕ, è il

modello dell’ipersfera, che degenera in un iperpiano per mutation strength, σ,

molto piccoli.

4.2.1 Modello dell’Ipersfera

In questo modello il dominio delle funzioni di fitness è schematizzato come una

sfera con ŷ centro di simmetria. Quindi, in corrispondenza, le superfici iso-

metriche, F(y) = cost, generano delle ipersfere centrate in ŷ. Per convenienza
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di notazione, si considera come centro di simmetria l’origine, e quindi si ha:

y = ŷ + R (4.16)

dove R indica il vettore raggio.

Dunque, F(y) diventa una funzione del tipo Qŷ(R), che dipende solo dalla

lunghezza R = ‖R‖, R ≥ 0:

F(y) = F(ŷ + R) = Qŷ(R) = Q(‖R‖) = Q(R), Q(0) = F(ŷ) (4.17)

Inoltre, si assume che Q(R) sia una funzione fortemente monotona, con mas-

simo in R = 0.

Quindi, l’evoluzione dell’ES è descritta completamente dallo stato R, che ha

progress rate ϕ = ϕ(R, σ).

Normalizzando:

ϕ∗ = ϕ
N

R
e σ∗ = σ

N

R
(4.18)

ϕ diventa indipendente da R: ϕ∗ = ϕ∗(σ∗,N).

Questo permette di confrontare le performance di diverse strategie.

4.3 Single-Parent Strategies

Le strategie a singolo genitore sono le più semplici da analizzare analitica-

mente, poichè non considerando alcuna selezione e ricombinazione, non oc-

corre controllare una distribuzione per la popolazione dei genitori [16].

Le strategie a singolo genitore più importanti sono ES-(1+1) e ES-(1+
,
λ).

4.3.1 ES-(1+1)

Nell’ ES-(1+1) il singolo individuo, che costituisce la popolazione, genera, ad

ogni iterazione, g, un individuo figlio, che rimpiazza il genitore se e solo se la

sua fitness è migliore; ossia, nel problema specifico di ricerca di minimo, se
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Figura 4.3: ES-(1+1) secondo la geometria del

modello a sfera.

e solo se il valore di fitness associato al figlio, è minore rispetto al valore di

fitness associato al corrispondente genitore (vd. linea 8, fig.4.3.1).

Si assume che il sistema ES per i genitori sia nello stato1 P = yp, mentre lo

stato del discendente sarà generato attraverso una mutazione, z, in accordo

con le equazioni (4.11) e (4.12):

ỹ = yp + z con z = σ(N (0, 1),N (0, 1), . . . ,N (0, 1)) (4.19)

Questo procedimento è mostrato in fig.4.3.1 alla linea 6. In fig.4.3 è mostrato

l’algoritmo ES-(1+1) secondo il modello geometrico dell’ipersfera. Il vettore

di mutazione z e il vettore

R = yp − ŷ (4.20)

1L’indice “p” sta per parent.
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coprono uno spazio bidimensionale. Il vettore ŷ rappresenta l’ottimo, mentre

R è il raggio della sfera centrata in ŷ, (in fig.4.3, R ≡ ŌP).

Inoltre, si avrà che:

ỹ = yp + z = ŷ + R̃ = ỹ1;1 (4.21)

dove i vettori dei parametri yp e ỹ avranno, rispettivamente, distanza R e R̃

dall’ottimo:

R = ‖yp − ŷ‖, R̃ = ‖ỹ1;1 − ŷ‖ (4.22)

In accordo con la (1.15) il progress rate, ϕ, sarà:

ϕ = E
{

R − R̃
}

. (4.23)

Per calcolare la distanza R̃, il vettore di mutazione z è decomposto rispetto

a un sistema ortogonale di coordinate xi, con origine in P = yp [15], [16]. In

particolare l’asse x = x1 è orientato nella direzione eopt dell’ottimo ŷ:

eopt = − R

‖R‖ =: −eR (4.24)

Rispetto al nuovo sistema di coordinate si ha:

z = xeopt + h con eT
opth = 0, h = (x2, x3, . . . , xN ). (4.25)

Notiamo che il vettore x = xeopt rappresenta un fattore di guadagno, visto

che fa diminuire la distanza dall’ottimo, ỹ, invece h rappresenta un fattore di

perdita, visto che essendo perpendicolare alla direzione dell’ottimo, eopt, ci fa

allontanare da esso.

A questo punto è possibile determinare R̃ usando le equazioni (1.21), (1.20),

(1.25), (1.24):

R̃ = z + yp − ŷ = z + R = xeopt + h + R
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R̃ = (R − x)eR + h (4.26)

Invece, il modulo di R̃ sarà:

R̃ =

√

R̃T R̃ =

√

(R − x)2 + h2 (4.27)

Quindi, il progress rate sarà:

ϕ1+1 = E
{

R −
√

(R − x)2 + h2
}

. (4.28)

Questa formula è valida indipendentemente dal tipo di mutazione e dal model-

lo di fitness analizzato. Il valore d’aspettazione è calcolato nello spazio definito

dalle variabili random x e h.

Affinchè sia conservata l’isotropia dello spazio di ricerca, si considerano mu-

tazioni di tipo gaussiano, che sono sfericamente simmetriche. Quindi, la den-

sità di probabilità (1.13) per le componenti xi del vettore z, rispetto al sistema

di coordinate in fig.4.3 sarà:

p(x1, x2, . . . , xN ) =
1

(
√

2πσ)N
exp

(

− 1

2σ2

N
∑

i=1

x2
i

)

, (4.29)

L’espressione analitica di ϕ si ricava nel caso limite di N → ∞, dove ricordiamo

che N è la dimensione dello spazio dei parametri. Tralasciando i calcoli, il

progress rate normalizzato ϕ∗ (vd. (1.18)) derivato da Rechenberg è [15]:

ϕ∗
1+1(σ∗) =

σ∗

√
2π

e−
1
8
σ∗2 − σ∗2

2

[

1 − Φ

(

σ∗2

2

)]

(4.30)

dove la funzione Φ(x) fornisce la distribuzione cumulativa della funzione di

densità di probabilità della distribuzione normale N (0, 1).

Il termine tra parentesi quadre rappresenta la probabilità di successo, ossia la

probabilità che un individuo figlio abbia fitness migliore rispetto al suo geni-

tore. Il primo e il secondo termine nella (1.30) rappresentano, rispettivamente,
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Figura 4.4: ϕ∗ in funzione di σ∗ per ES-(1+1) secondo

la geometria del modello a sfera, considerando diverse

dimensioni, N , dello spazio dei paramteri.

il fattore di guadagno (progress gain), e il fattore di perdita (progress loss),

già incontrati nel principio del progresso evolutivo, e determinati, rispettiva-

mente, dalle componenti x e h di z.

Nel modello della sfera, la mutation strength σ (o σ∗, visto che R ed N

sono costanti) ne rappresenta il raggio, quindi se aumenta σ, cresce anche

la lunghezza di x ed h. Infatti, dalla (1.30) vediamo che per piccoli valori di

σ∗ il fattore di guadagno aumenta linearmente con σ∗, ma è presto bilanciato

dalla crescita del termine esponenziale. Il fattore di perdita per piccoli valori

di σ∗ è quadratico in σ∗, ma è moderato dalla decrescita della probabilità di

successo per σ∗ più grandi.

La figura 4.4 mostra l’andamento di ϕ∗
1+1 al variare della mutation strength

σ∗, considerando diverse dimensioni, N , per lo spazio dei parametri. In par-

ticolare, per N → ∞ abbiamo l’andamento di ϕ∗
(1+1) ottenuto teoricamente

con la (1.30); notiamo che per N ≥ 30 le curve ottenute sperimentalmente si

discostano di poco da quest’ultima.
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Per N → ∞ il massimo progress rate ϕ̂∗
(1+1) ottenuto è:

ϕ̂∗
1+1 ≈ 0.202 per σ̂∗

1+1 ≈ 1.224. (4.31)

Dunque, nelle applicazioni reali σ∗ dovrebbe essere controllata opportuna-

mente, affinchè ϕ∗ si avvicini al suo ottimo.

4.3.2 ES-(1 +
,
λ)

Nell’algoritmo ES-(1+
,
λ) con λ > 1, ad ogni generazione si creano λ discen-

denti, ỹl, a partire dal genitore yp, al quale si aggiunge il vettore di mutazione

z, in accordo con la (1.19). Successivamente, si seleziona l’individuo migliore

ỹ1;γ dall’insieme dei figli (nel caso di comma selection, γ = λ) o dall’insieme

dei figli e dei genitori (per la plus selection γ = 1 + λ).

Come visto nel par. 1.2.1, si assume che la funzione di fitness Q(R) sia sim-

metrica per rotazione e monotona, quindi la selezione dell’individuo migliore

ỹ1;γ , equivale a scegliere il più piccolo valore di R̃, R̃1;λ, nel caso di comma

strategy, oppure min[R̃1;λ, R] nel caso di plus strategy. Quindi, in accordo con

la (1.15) il progress rate sarà:

ϕ1+
, λ = E+

,

{

‖ŷ − y‖ − ‖ŷ − ỹ1;λ‖
}

(4.32)

ossia:

ϕ1+
, λ = E+

,

{

R − R̃1;λ

}

, (4.33)

dove la differenza tra la selezione (+) e (, ) sta nel modo in cui è calcolato il

valore d’aspettazione.

Per ricavare l’espressione di ϕ, nel caso limite di N → ∞, si procede in modo

analogo a quanto visto per ES-(1+1). L’idea base consiste ancora nel decom-

porre ogni mutazione zl in una componente x = xeopt e in una componente hl

perpendicolare ad esso, in accordo con la (1.25) (vd. fig.4.3). Poichè si assume

che le lunghezze hl degli hl vettori siano asintoticamente (N → ∞) costan-

ti, queste possono essere sostituite dal valore d’aspettazione h̄. Per l-esimo
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discendente si avrà:

R̃l ≈
√

(R − x)2 + h̄2. (4.34)

Quindi, R̃ è una funzione di x.

Il miglior figlio ha distanza dall’ottimo R̃1:λ, in corrispondenza del valore x1:λ

di x. Segue che il progress rate asintoticamente è [15]:

ϕ1+
, λ ≈ E+

,

{

R −
√

(R − x1;λ)2 + h̄2
}

. (4.35)

Questa espressione è analoga alla (1.28). L’unica differenza sta in x = x1;λ e

nella corrispondente densità di probabilità.

Vediamo come si comporta ϕ∗ considerando le due strategie di selezione.

1.3.2.1 ES-(1,λ)

Tralasciando i calcoli, l’espressione finale di ϕ∗ per N → ∞, nel caso ES-(1,λ),

è [15]:

ϕ∗
1,λ(σ∗) = c1,λσ∗ − σ∗2

2
(4.36)

dove il fattore c1,λ rappresenta un progress coefficient, ossia è il valore d’aspet-

tazione di massimo λ variabili random normalmente distribuite. La sua espres-

sione è la seguente:

c1,λ =
λ√
2π

∫ ∞

−∞
xe−

1
2
x2

[Φ(x)]λ−1dx. (4.37)

In particolare, si dimostra che [15]:

c1,λ = O(
√

logλ) (4.38)

Analogamente alla (1.30), anche in tal caso si ha un fattore di guadagno e uno

di perdita, rappresentati, rispettivamente, dal primo e dal secondo termine
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Figura 4.5: Progress rate per discendente nell’ES-(1,λ),

considerando diversi valori del numero di figli λ.

della (1.36). Naturalmente il guadagno è lineare in σ∗, mentre la perdita è

quadratica.

La fig.4.5 mostra l’andamento del progress rate per figlio, ϕ1,λ/λ, in funzione

di σ∗, per diversi valori di λ, ossia del numero di discendenti. Il massimo

progress rate ϕ̂∗
1,λ ottenuto è:

ϕ̂∗
1,λ =

c2
1,λ

2
per σ̂∗

1,λ = c1,λ. (4.39)

Tuttavia, dalla fig.4.5 notiamo che ϕ∗ può assumere anche valori negativi, in

contrasto con ES-(1+1) (vd. fig.4.4). In particolare, dalla (1.36) vediamo che

questo accade per valori di σ∗ > 2c1,λ. Di conseguenza la distanza dall’ottimo

aumenta e l’algoritmo diverge. Quindi, condizione necessaria affinchè si abbia

la convergenza è che sia:

σ∗ < 2c1,λ (4.40)

Dunque, nelle applicazioni reali σ∗ richiede un “adattamento”, affinchè al
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crescere del numero di figli, ϕ∗ si avvicini al suo ottimo, senza compromet-

tere la convergenza dell’algoritmo.

Comunque, dalla (1.38) e (1.39) segue che:

ϕ∗
1,λ = O(logλ). (4.41)

Cioè, il guadagno che si può ottenere aumentando il numero dei figli è sola-

mente logaritmico in λ, mentre il lavoro computazionale cresce linearmente.

Quindi, non conviene aumentare il numero dei figli da un certo valore in poi. A

tal proposito la fig.4.6 mostra l’andamento della fitness efficiency, η1,λ, in fun-

zione di λ. Questa grandezza misura il massimo progresso per fitness valutata

al variare di λ, ed è definita come:

η1,λ =
ϕ̂∗

1,λ

λ
=

c2
1,λ

2λ
(4.42)

Dalla fig.4.6 si può vedere che η1,λ è massima per λ ≈ 5.02. Dunque, con-

siderando il modello dell’ipersfera l’algoritmo ES-(1,5) risulta il più efficiente

degli ES-(1,λ).

Figura 4.6: Fitness efficiency η1,λ per ES-(1,λ), come

una funzione del numero di figli λ.
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1.3.2.2 ES-(1+λ)

In tal caso il progress rate ϕ∗
1+λ ha la seguente espressione [15]:

ϕ∗
1+λ(σ∗) = σ∗d

(1)
1+λ

(

σ∗2

2

)

− σ∗2

2

[

1 −
(

Φ

(

σ∗2

2

))λ]

(4.43)

dove d
(1)
1+λ(x) rappresenta la funzione first-order progress:

d
(1)
1+λ(x) =

λ√
2π

∫ ∞

x

te−
1
2
t2 [Φ(t)]λ−1dt. (4.44)

In particolare, nel caso λ = 1 si ha che:

d
(1)
1+λ(x) =

e−
1
2
x2

√
2π

(4.45)

cioè ritorniamo all’espressione (1.30) di ϕ∗ vista nell’algoritmo ES-(1+1).

In fig.4.7 vi sono i grafici della (1.43) per N → ∞, per diversi valori di λ ≥ 1.

Come visto per ES-(1,λ), anche in tal caso si rappresenta il progress rate per

discendente in funzione di σ∗.

Ora vediamo che il massimo valore di ϕ∗ si ha per λ=1, cioè, nella schematiz-

zazione del modello dell’ipersfera, conviene scegliere l’algoritmo ES-(1+1).

4.4 Multi-Parent Strategies

A differenza delle strategie a singolo genitore, ora i discendenti possono essere

generati da più genitori (µ > 1), quindi, occorre considerare una popolazione di

individui che si forma nel corso del processo di evoluzione e la cui distribuzione

non è nota a priori. Di conseguenza, l’analisi dell’algoritmo ES-(µ,λ) diventa

più complessa, soprattutto da un punto di vista matematico. Come fatto per

gli algoritmi precedenti, noi ci limiteremo a considerare l’espressione finale del

progress rate, ed il suo andamento in funzione della mutation strength σ. Il

modello geometrico considerato è sempre quello dell’ipersfera.
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4.4.1 ES-(µ,λ)

In questo algoritmo, ognuno dei λ figli, ỹl, (l = 1, . . . , λ) è generato som-

mando un vettore di mutazione random, zl, al vettore dei parametri, ym,

(m = 1, . . . , µ), associato ad un individuo casualmente scelto dalla popolazione

dei genitori:

ỹl = ym + zl, con m = Random{1, . . . , µ}, (4.46)

dove:

zl = σ(N (0, 1), . . . ,N (0, 1)). (4.47)

Il sistema di coordinate considerato è ancora l’ipersfera (fig.4.3). Quindi,

l’ottimo ŷ, ossia il centro dell’ipersfera, è posto nell’origine, e i genitori ed i

figli sono individuati, rispettivamente dai vettori raggio Rm e R̃l, che indicano

la distanza dall’ottimo. Inoltre, grazie alla simmetria sferica, le fitness degli

Figura 4.7: Progress rate per discendente nel ES-

(1+λ), considerando diversi valori del numero di figli

λ.
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individui dipendono solo dall’ampiezza di R, cioè da R = ‖R‖.

Per definire il progress rate, ϕµ,λ, useremo la (1.15), da cui segue:

ϕµ,λ =
1

µ

µ
∑

m=1

E

{

‖R(g)
m ‖ − ‖R̃(g)

m;λ‖
}

. (4.48)

L’espressione esplicita di ϕ∗
µ,λ, nel limite di N → ∞, è stata determinata da

Rechenberg [15]:

ϕ∗
µ,λ(σ∗) = cµ,λσ∗ − σ∗2

2
(4.49)

dove i cµ,λ rappresentano i progress coefficients, analoghi ai c1,λ, visti prece-

dentemente. In particolare per µ=1 ritorniamo proprio al caso ES-(1,λ).

La fig.4.8 mette a confronto i risultati teorici con quelli sperimentali, ottenuti

attraverso simulazioni fatte a computer. L’accordo è abbastanza soddisfacente.

Figura 4.8: Confronto del Progress rate determinato teoricamente

(curve continue), con quello ottenuto sperimentalmente (punti), per il

ES-(µ,λ). Sinistra: si considera l’algoritmo ES-(µ,8) con µ=8,6,4,2,1

(dalla curva di sinistra a quella di destra). Destra: si considera l’algo-

ritmo ES-(µ,80) con µ=80,60,40,20,10 (dalla curva di sinistra a quella

di destra).
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Figura 4.9: Fitness efficiency ηµ,λ per ES-(µ,λ), come

una funzione del numero di figli λ.

Come nel caso di strategie a singolo genitore, nella (1.49) si identificano facil-

mente il termine di guadagno e di perdita. Il massimo progress rate, ϕ̂∗
µ,λ,

ottenibile è [16]:

ϕ̂∗
µ,λ =

c2
µ,λ

2
per σ̂∗

µ,λ = cµ,λ. (4.50)

Poichè per un fissato λ, i coefficienti cµ,λ decrescono monotonicamente al-

l’aumentare di µ [16], l’algoritmo ES-(1,λ) è più efficiente del ES-(µ,λ) con

µ > 1. Ciò è confermato anche dall’andamento della fitness efficiency, ηmu,λ,

in funzione di λ, con µ parametri:

ηµ,λ =
ϕ̂∗

µ,λ

λ
=

c2
µ,λ

2λ
(4.51)

Infatti, dalla fig.4.9 si evince che il ES-(1,λ) resta il migliore, considerando

sempre il modello dell’ipersfera, mentre le performance delle strategie con

µ > 1 sono peggiori.
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4.5 σ-Self-Adaptation

Nei paragrafi precedenti, abbiamo visto che la performance degli algoritmi

ES dipende molto dal valore del parametro di strategia, σ. L’adattamento

dinamico del valore di σ alla topologia locale dello spazio di ricerca, è una

caratteristica fondamentale dell’ES. Un buon algoritmo dovrebbe correggere

σ in modo tale che in un qualsiasi punto nel tempo σ∗ = σ/R tende ad

avvicinarsi all’ottimo, σ̂∗, [16]. In tal caso, l’ottimalità si intende rispetto al

quality gain, poichè attraverso l’algoritmo si può valutare solo il miglioramento

della fitness.

Il σSA è un algoritmo evolutivo Self-Adapting, cioè σ, fa parte del patrimonio

genetico degli individui, ed è soggetta a ricombinazione e mutazione come

le componenti del vettore dei parametri, y. In altre parole, ogni individuo

a = (y, s,F(y)) (vd. eq.(1.4)) ha il proprio set di parametri di strategia; se

un discendente ã è selezionato attraverso la sua fitness, F̃l = F (ỹl), non solo

il suo vettore dei parametri yl sopravvive, ma anche il corrispondente set dei

parametri di strategia s̃l.

Gli elementi principali di un ES-σSA, sono già stati inclusi nell’algoritmo base

del ES-(µ/ρ +
,

λ), mostrato in fig.1.1. Comunque, resta da definire come i

parametri di strategia dovrebbero essere mutati (linea 8 - fig.1.1).

A differenza delle mutazioni additive dei vettori dei parametri (vd. eq.(1.8)),

per σ si considerano mutazioni moltiplicative. Questa scelta è giustificata dal

fatto che si considera un modello a sfera. Infatti, se lo spazio di ricerca è ap-

prossimato localmente ad un modello a sfera, possiamo definire una mutation

strength σ∗ e un progress rate ϕ∗ normalizzati, come nelle (1.18):

ϕ∗ = ϕ
N

R
e σ∗ = σ

N

R
(4.52)

Se assumiamo che alla generazione g l’algoritmo ES raggiunga una mutazione

ottima σ(g) = σ̂, che massimizzi il quality gain, allora esiste una mutation

strength ottima normalizzata, σ∗ = σ̂∗ in accordo con le eq.(1.52). Se l’al-

goritmo σSA lavora correttamente, la quantità σ̂∗ si dovrebbe ottenere at-
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traverso una appropriata correzione di σ alla generazione g+1. Cioè, per ogni

generazione si ha:

σ̂∗ = σ(g) N

R(g)
= σ(g+1) N

R(g+1)
(4.53)

Poichè il valore di aspettazione del raggio locale varia dalla generazione g alla

g+1 in accordo a:

ϕ = R(g) − R(g+1), (4.54)

si ottiene, usando la (1.52) e (1.53):

σ(g+1) = σ(g) R
(g+1)

R(g)
= σ(g)

(

1 − ϕ∗(σ̂∗)

N

)

. (4.55)

Quindi, assumendo che la migliore correzione si ha alla g-esima gener-

azione, la mutation strength ottima alla generazione g+1, si ottiene molti-

plicando σ(g) per un fattore costante. Ossia, la mutazione di σ si realizza

moltiplicando i valori σ(g), associati ai genitori, con numeri random ξ:

σ̃l = ξlσ
(g), con l = 1, . . . , λ (4.56)

dove σ̃l, sarà associata ad ognuno degli l figli generati.

Le proprietà statistiche che la variabile random, ξ, deve soddisfare non sono

molto restrittive. Naturalmente, non tutte le distribuzioni p(ξ) sono appro-

priate. Comunque, dalla (1.55) si può immediatamente concludere che la

condizione:

E{ξ} ≈ 1 (4.57)

dovrebbe essere approssimativamente soddisfatta. Infatti, si ha che la disug-

uaglianza:

|ϕ∗(σ̂∗)| ≤ maxσ∗ [ϕ∗(σ∗)] ≪ N (4.58)

è valida per un generico ϕ∗, finchè σ∗ è sufficientemente piccolo [15]. Co-

munque, in seguito ritorneremo ad esaminare le caratteristiche di ξ, prima

vediamo come opera l’algoritmo ES-(1+λ)-σSA.
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4.5.1 ES-(1 + λ)-σSA Algorithm

L’algoritmo generale (vd. fig.4.1), nel caso particolare dell‘ES-(1+λ), con-

siderando la self-adaptation, diviene quello schematizzato in fig.4.10.

Alla linea 7 dell’algoritmo la σ associata ai genitori è mutata secondo

l’eq.(1.56), ed è poi usata, alla linea successiva, come deviazione standard per

l’operatore di mutazione nella procreazione dell’l-esimo discendente: il suo

vettore dei parametri, ỹm,l, è generato a partire dal vettore dei parametri

del corrispondente genitore, y
(g)
m . Alla linea 11 segue l’operatore di selezione

(1+λ), che agisce sui valori di fitness associati ai figli e su quello del corrispon-

ES-(1+λ)-σSA-Algorithm line

Begin 1

g = 0; 2

initialize
(

B(0)
µ =

{

(

y
(0)
m , σ

(0)
m

)

| m = 1, ..., µ
})

; 3

Repeat 4

For m=1 To µ 5

For l=1 To λ 6

σ̃m,l = ξσ
(g)
m ; 7

ỹm,l = y
(g)
m + σ̃m,l(N (0, 1), . . . ,N (0, 1)); 8

F̃m,l =F(ỹm,l); 9

End 10

lp =selection
(

F̃m,1, ..., F̃m,λ, Fm

)

; 11

σ
(g+1)
m = σ̃m,lp ; 12

y
(g+1)
m = ỹm,lp ; 13

g = g + 1; 14

End 15

Until stop−criterion 16

End 17

Figura 4.10: ES-(1+λ) Algorithm con σ-self-adaptation.
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dente genitore, e restituisce il numero lp associato all’individuo con fitness

migliore. Quest’ultimo diventa il genitore nella generazione successiva.

Ritornando alla variabile random ξ, poche densità di probabilità possono es-

sere considerate, sia di tipo discreto che continuo.

Probabilmente nel caso continuo, l’operatore di mutazione più noto è l’opera-

tore log-normal, dove ξ si ottiene attraverso una trasformazione esponenziale

di un numero random N (0, τ2) normalmente distribuito [15]:

LOG-NORMAL OPERATOR : σ̃ = ξσ, ξ = eτN (0,1). (4.59)

Il simbolo τ è detto learning parameter, ed è un parametro di strategia

esogeno. Il valore di τ influenza la self-adaptation dell’algoritmo σSA. Di

solito si sceglie τ nell’intervallo 0< τ / 1.

In questo caso la densità di probabilità di σ̃ è:

pσ(σ̃) =
1√
2πτ

1

σ̃
exp

[

− 1

2

(

ln(σ̃/σ)

τ

)2]

= pln(σ̃). (4.60)

In una variante particolare del evolutionary programming, detta meta-EP [15],

si usa il seguente operatore di mutazione:

META-EP OPERATOR : σ̃ = ξσ, ξ = 1 + τN (0, 1). (4.61)

Anche in tal caso sia la σ del genitore che la σ̃ dei discendenti, sono normal-

mente distribuiti. La densità di probabilità è:

pσ(σ̃) =
1√
2πτ

1

σ
exp

[

− 1

2

(

σ̃/σ − 1

τ

)2]

= pN (σ̃). (4.62)

È interessante notare che la regola di mutazione meta-EP può essere consid-

erata come il caso limite della regola log-normal. Infatti, per piccoli valori di

τ , si può espandere in serie di Taylor l’esponenziale nella (1.59), e trascurando

tutti i termini di ordine superiore al primo si ottiene proprio la (1.61).



4.6. Differential Evolution 95

Il più semplice operatore di mutazione di tipo discreto genera σ-discendenti

attraverso una distribuzione a due punti di simmetria:

pσ(σ̃) =
1

2

[

δ
(

σ̃ − ασ
)

+ δ
(

σ̃ − σ/α
)]

=: pII(σ̃), (4.63)

α = 1 + β, β > 0, (4.64)

dove δ indica la funzione delta di Dirac. Il parametro β è un parametro di

strategia esogeno; è analogo al parametro τ della regola log-normale (1.59) ed

ha anche lo stesso ordine di grandezza.

L’operatore corrispondente alla distribuzione (1.63) fu trovato da Rechenberg

[15], usando una distribuzione uniforme u(0, 1]:

TWO-POINT OPERATOR : σ̃ =

{

σ(1 + β), se u(0, 1] ≤ 1/2

σ/(1 + β), se u(0, 1] > 1/2.

(4.65)

Nel capitolo 4 analizzeremo i risultati ottenuti applicando ad alcune fun-

zioni di test gli algoritmi ES-(1+1) e (1+λ)-σSA, considerando in quest’ultimo

caso come operatore di mutazione il log-normale e fissando il numero di figli,

ossia λ, pari a 5.

4.6 Differential Evolution

Nell’ambito dei problemi di ottimizzazione, il Differential Evolution (DE) è un

semplice, ma potente algoritmo di ricerca parallela. La teoria dell’Evoluzione

Differenziale fu sviluppata negli anni 1994-1996 da Kenneth V. Price e Rainer

Storn. La formulazione del problema è analoga a quella vista per l’ES: da-

ta una funzione obiettivo F (y), definita su uno spazio di N variabili oggetto

[yi] = y ∈ R
N , con i = 1, 2, . . . , N , determinare il vettore ŷ in cui F assume il
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suo valore ottimo, F (ŷ) [17].

Come tutti gli Algoritmi Evolutivi, il DE è un algoritmo stocastico, che pre-

scinde dalla differenziabilità della funzione di fitness; la differenza sta nel modo

in cui la ricerca dell’ottimo viene effettuata nello spazio delle soluzioni pos-

sibili. Infatti, l’evoluzione del DE non si basa sull’output di una funzione di

distribuzione di probabilità predefinita, ma è guidata da differenze tra coppie

di vettori oggetto: yr1 − yr2. Naturalmente, la distribuzione di questi vettori

differenze è determinata attraverso la distribuzione dei vettori oggetto stessi.

Inoltre, il modo in cui i vettori dei parametri sono distribuiti dipende molto

dalla topologia della funzione di fitness [17].

4.6.1 DE - Algorithm

Il DE opera su una popolazione B di individui, ognuno dei quali può essere

schematizzato come un punto nello spazio di ricerca, caratterizzato da due

parametri: un vettore dei parametri y, e il corrispondente valore di fitness

F (y):

a = (y,F(y)). (4.66)

Tra questi a individui si distinguono µ genitori, am, con m = 1, . . . . . . , µ, e

λ discendenti, ãl, con l = 1, . . . . . . , λ. I parametri µ e λ restano esogeni, cioè

una volta fissati non variano durante il processo di ottimizzazione. Le fasi

principali, in cui il DE si articola, sono schematizzate nello pseudo-codice in

fig.4.11.

Come tutti gli Algoritmi Evolutivi, il DE parte da una popolazione iniziale

di µ individui, B(0)
µ , ossia da soluzioni generate casualmente rispettando i con-

straints dello spazio di ricerca. Poi si applicano gli operatori di mutazione

(linea 6) e ricombinazione (linea 7) per generare i discendenti. A differenza

dell’ES, la fase di riproduzione non è presente. Infatti, nel DE si considera una

riproduzione asessuata, e quindi ogni genitore genera un solo figlio. Dopo la

procreazione segue la selezione (linea 9) degli individui “migliori”, tra genitore
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DE - Algorithm line

Begin 1

g = 0; 2

initialize
(

B(0)
µ =

{(

y
(0)
m , F(y

(0)
m )

)

| m = 1, ..., µ
} )

; 3

Repeat 4

For m=1 To µ 5

yl =DE_mutation
(

y
(g)
m

)

; 6

ỹl =DE_recombination
(

yl

)

; 7

F̃l =F(ỹl); 8

B(g+1)
µ =selection

[(

ỹl, F̃l

)

,
(

y
(g)
m , F (y

(g)
m )
)]

; 9

End 10

g = g + 1; 11

Until stop−criterion 12

End 13

Figura 4.11: DE-Algorithm.
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e figlio, in base al rispettivo valore di fitness.

Alla fine di ogni generazione (iterazione) si avrà la nuova popolazione di gen-

itori, B(g+1)
µ . Il ciclo generazionale continuerà fino a quando non si raggiunge

un criterio di stop predefinito.

La caratteristica fondamentale del DE consiste nel considerare un nuovo

schema per la generazione dei discendenti. Quindi, vediamo nel dettaglio come

agiscono gli operatori genetici di mutazione e ricombinazione.

4.6.2 Operatore di Mutazione: Differential Mutation

Per ogni figlio si sceglie casualmente dall’insieme dei genitori, Bµ, un vettore

dei parametri, detto donore, yr1. A quest’ultimo viene sommato un nuovo

vettore, z, dato dalla differenza pesata di due vettori oggetto, yr2 e yr3, scelti

anch’essi in modo casuale dalla popolazione dei genitori. Il risultato della

mutazione è il vettore yl, dato da:

yl = yr1 + z con z = F (yr2 − yr3) (4.67)

dove:

r1, r2, r3 ∈ {1, 2, . . . , µ}, : r1 6= r2 6= r3 6= m. (4.68)

Cioè r1, r2 e r3 sono tre indici interi, scelti casualmente, e in modo tale

che siano mutuamente diversi tra loro e dall’indice che identifica il genitore

corrente, a cui il figlio che si sta generando appartiene. Osserviamo che la

scelta random degli indici assicura che ogni vettore differenza (yr2 − yr3) si

presenta tanto frequentemente quanto il suo opposto, (yr3 − yr2). Quindi, la

distribuzione che genera l’equazione (2.2) avrà sicuramente media nulla, e lo

spazio di ricerca sarà isotropo.

Nell’equazione (2.2) la costante, F , è una variabile di controllo esogena e

il cui valore può essere scelto nell’intervallo (0, 1]; F rappresenta un fattore di

scala che controlla l’amplificazione del vettore differenza z.
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Confrontando l’equazione (2.2) con la (1.8) del capitolo precedente, vedi-

amo che F gioca lo stesso ruolo della mutation strength, σ, vista nel operatore

di mutazione dell’ES. Tuttavia, mentre nel DE i vettori dei parametri sono

mutati tutti a partire da una stessa distribuzione di probabilità, nell’ES ad

ogni individuo si associa una σ diversa, che si corregge durante l’evoluzione.

Inoltre, F resta costante ed è la stessa per tutti gli individui. In particolare,

in letteratura il valore consigliato è F = 0.8 [17], [18].

4.6.3 Operatore di Ricombinazione

Per introdurre innovazione nel genotipo della popolazione, il vettore mutato yl

è ricombinato, discretamente ed in modo non uniforme, con le componenti del

vettore associato al genitore corrente ym. Il risultato è il vettore dei parametri

ỹl, associato all’l-esimo discendente e le cui componenti [ỹli ], con i = 1, . . . , N

sono determinate secondo l’algoritmo 4.12:

- yl(i) indica l’i-esima componente del vettore mutato;

- j è un intero random compreso tra 1 e N e selezionato una volta per

ogni individuo figlio;

- randi[0, 1) indica un numero casuale compreso e tra 0 e 1, che viene

selezionato ogni volta per ogni componente;

- CR é rapresenta la probabilità di crossover, che determina o meno la

ricombinazione delle componenti del vettore figlio. Anche CR, come F , è

una variabile di controllo esogena, che può assumere valori nell’intervallo

[0, 1].

Quindi, ogni qual volta che randi[0, 1) < CR oppure i = j, l’i-esima com-

ponente di ỹl sarà uguale alla corrispondente componente del vettore donore

mutato, altrimenti sarà uguale alla corrispondente componente del vettore dei

parametri associato al suo genitore.

Una schematizzazione del processo di crossover è mostrata in fig.4.13 per N=6,
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j = int(rand[1, N ]);

For(i = 1 : N) To N

ỹli =

{

yl(i), if (randi[0, 1) < CR ∨ i=j)

ym(i), otherwise.

End

Figura 4.12: Processo di ricombinazione.

cioè si considera uno spazio dei parametri a sei dimensioni: la terza, quarta e

quinta componente del vettore figlio ỹl provengono dal vettore donore mutato

yl, le restanti dal genitore, ym.

Nel creare il figlio ỹl, per controllare la frequenza con cui yl è scelto

come sorgente di variabili oggetto, rispetto a ym, si considera sia un processo

esponenziale che binomiale.

Figura 4.13: Schematizzazione del processo di Crossover per

N=6.
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Lo schema binomiale, usato nell’algoritmo 4.12, prende le variabili oggetto

dal vettore donore mutato, yl, ogni volta che randi[0, 1) < CR; altrimenti, i

parametri provengono dal genitore, ym.

Invece, lo schema esponenziale prende le variabili oggetto da yl fin dalla

prima volta che randi[0, 1) < CR.

Per essere sicuri che i vettori dei parametri associati al padre e al figlio,

differiscano almeno per una componente, in entrambi gli schemi almeno una

componente del figlio proviene da yl, anche quando CR = 0 [17]. Inoltre, i

due schemi coincidono quando CR = 1, poichè avremo che ỹl = yl.

Sebbene entrambi i processi siano efficaci, si preferisce il binomiale, poichè

copre uno spazio di ricerca più ampio. Infatti, per valori intermedi di CR,

quest’ultimo, rispetto all’esponenziale che opera con lo stesso valore di CR,

introduce molti più parametri donori nel vettore figlio, garantendo una mag-

giore innovazione nel patrimonio genetico.

In letteratura, i valori consigliati per CR sono vicini o uguali ad uno [17].

4.6.4 Operatore di Selezione

Dopo aver generato i discendenti, in corrispondenza di ognuno si calcola il

valore della funzione di fitness in esame, F̃l = F(ỹl).

A questo punto, l’operatore di selezione determina l’individuo migliore, tra i

due candidati padre e figlio, che entrerà a far parte della popolazione dei gen-

itori, B(g+1)
µ , nella generazione successiva. Il processo di selezione è analogo

a quello visto per l’ES: se il valore della fitness in corrispondenza del vettore

figlio, ỹl, è “migliore” di quello associato al vettore del genitore, ym, allora

il figlio prende il posto del genitore nella popolazione successiva; altrimenti

il genitore conserva il suo posto. Nel caso di un problema di minimo, fit-

ness migliore vuol dire valore minore rispetto all’altro individuo candidato.

L’equazione (2.4) mostra questo semplice processo di selezione:

y(g+1)
m =

{

ỹ
(g)
l , if F (ỹ

(g)
l ) ≤ F (y

(g)
m )

y
(g)
m , otherwise.

(4.69)
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Dopo avere selezionato i genitori della generazione successiva, i ciclo gener-

azionale comincia di nuovo e continua fino a quando non si raggiunge un

criterio di stop predeterminato.

4.7 Varianti del DE

Il principio base del DE, ossia l’introduzione della Differenzial Mutation, può

essere esteso a diversi tipi di combinazioni lineari. Per esempio, un vettore

oggetto può essere perturbato sommandogli più di una differenza pesata, op-

pure considerando un diverso vettore donore. Quindi, a partire dal DE origi-

nale è possibile formulare diverse varianti dell’algoritmo base.

La versione classica del DE si indica con la sigla DE/rand/1/bin, in cui i

vettori donori mutati sono scelti in modo random e poi ricombinati discreta-

mente con le componenti di ym usando una distribuzione binomiale. L’“1”

indica il numero di coppie di vettori scelti in modo random che contribuiscono

a formare il vettore di mutazione z.

Le altre versioni del DE proposte in letteratura sono [17], [18]:

• DE/best/1: il vettore donore coincide con il migliore individuo, ybest,

della popolazione corrente (cioè quello a cui è associato il valore di fit-

ness migliore), mentre la differenza pesata è sempre data da due vettori

random:

yl = ybest + F (yr1 − yr2) (4.70)

• DE/rand-to-best/1: il vettore donore è il vettore dei parametri asso-

ciato al genitore corrente, ym, e le differenze pesate sono due; una tra il

miglior individuo, ybest e ym, e l’altra tra due vettori random, yr1 e yr2:

yl = ym + K(ybest − ym) + F (yr1 − yr2) (4.71)

dove usualmente usualmente K = F [17].
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• DE/best/2: il vettore donore resta l’individuo migliore, ma la differen-

za pesata è data da due coppie di vettori random:

yl = ybest + F (yr1 − yr2 + yr3 − yr4) (4.72)

• DE/rand/2: analoga alla versione precedente, solo che il donore torna

ad essere un vettore random:

yl = yr5 + F (yr1 − yr2 + yr3 − yr4) (4.73)

Naturalmente, ognuna di queste versioni può presentare sia lo schema binomi-

ale che esponenziale.

Come vedremo nel capitolo 4, nel confrontare le prestazioni del DE con gli

altri algoritmi evolutivi, la versione scelta è quella classica DE/rand/1/bin.

4.8 Particle Swarm Optimization

La Particle Swarm Optimization (PSO) rappresenta una nuova famiglia di

algoritmi evolutivi, le cui basi furono sviluppate nel 1995 dal sociologo J.

Kennedy e dall’ingegnere elettronico, R. Eberhart [19].

La ricerca dell’ottimo nello spazio delle possibili soluzioni è guidata dagli indi-

vidui della popolazione che hanno maggior successo rispetto agli altri, cercando

un equilibrio tra ricerca locale e globale. Anche se originariamente nasce per

simulare il comportamento sociale, la PSO può essere usata per risolvere in

modo rapido ed efficiente diversi tipi di problemi di ottimizzazione.

4.8.1 PSO Theory

Kennedy e Eberhart concentrarono la loro attenzione sui modelli sviluppati dal

biologo Frank Heppner, in particolare sulle dinamiche d’affollamento notate in

alcune specie di uccelli [18], [19], [20]. Gli uccelli di Heppner iniziano a volare

in circolo senza una meta precisa e formano diversi gruppi, fino a quando uno

di loro non vola verso una zona in cui appollaiarsi. Quando il desiderio di



104 Capitolo 4. Algoritmi di ricerca stocastica

sosta è maggiore del desiderio di stare in stormo, gli uccelli lasciano lo stormo

e si dirigono verso un’area in cui riposarsi, trascinandosi dietro anche i propri

vicini. Trovare un trespolo è analogo a trovare una soluzione in un campo di

possibili soluzioni.

Quindi, considerando un problema di ottimizzazione in questo contesto so-

ciale, si può pensare alle soluzioni candidate come delle particelle che volano

in uno spazio di ricerca N -dimensionale (schematizzato ancora come un ipers-

fera), e ognuna aggiorna la sua posizione e velocità considerando sia la propria

esperienza, che quella degli altri individui vicini. Lo scopo sarà atterrare sulla

soluzione migliore.

La PSO combina una ricerca locale dell’ottimo con una ricerca globale,

cercando il giusto equilibrio tra esplorazione (cercare intorno per una buona

soluzione) e sfruttamento (trarre vantaggio dai successi degli altri).

Infatti, se l’esplorazione é bassa l’algoritmo rischia di convergere prematura-

mente ad una soluzione non ottima (cade in un minimo locale), analogamente,

un basso sfruttamento potrebbe far divergere l’algoritmo (tutte le particelle

restano in uno stato di ricerca) o comunque ostacolare la convergenza (ognuno

si ferma sulla prima soluzione “buona” che trova).

Un punto importante nella PSO è il concetto di vicino, ovvero quali indi-

vidui sono influenzati e quali no. Si potrebbe pensare di considerare tutte le

particelle come vicini, ma questo potrebbe aumentare la probabilità di con-

vergenza su una soluzione non ottimale. Kennedy ed Eberhart scoprirono

che è più vantaggioso considerare un minor numero di vicini [21]. Questa

scelta serve a rallentare la propagazione della soluzione globalmente migliore

attraverso i vari vicini. Infatti, la propagazione dell’informazione richiede del

tempo, durante il quale, gli individui che non sono stati ancora informati dai

vicini, continuano a cercare la soluzione migliore nella loro area dello spazio

delle soluzioni, cercando quella che loro reputano la migliore. Questo aumenta

la probabilità che una nuova soluzione globalmente migliore sia individuata.
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4.9 PSO Algorithm - PSOA

Riportando le dinamiche sociali viste precedentemente per gli uccelli, ad un

problema di ottimizzazione, si può supporre il seguente scenario: un gruppo

di uccelli cerca in modo casuale del cibo in un’area. Cè un unico pezzo di cibo

nell’area e nessuno degli uccelli sa dove si trovi, ma tutti sanno questo cibo

sia lontano da loro ad ogni iterazione. Quindi, la migliore strategia di ricerca

è quella di seguire l’uccello che è più vicino al cibo [22].

Nello PSOA gli uccelli sono rappresentati dalle soluzioni candidate, dette par-

ticelle. L’m-esima (m = 1, 2, . . . , µ) particella è schematizzata come un punto

nello spazio di ricerca N -dimensionale, il cui vettore posizione (vettore dei

parametri) è:

y = (y1, . . . , yN ) (4.74)

Ogni particella vola nello spazio delle soluzioni con una velocità rappresentata

dal seguente vettore:

v = (v1, . . . , vN ) (4.75)

Naturalmente, in corrispondenza di ogni vettore dei parametri, y, si considera

il valore della funzione di fitness, F = F (y), che codifica il tipo di problema

di ricerca che stiamo affrontando; nel nostro caso ricerca di minimo della

funzione.

Quindi, ogni punto nell’ipersfera è completamente definito dai tre parametri

posizione, velocità e valore di fitness:

a = (y,v,F(y)). (4.76)

Le particelle si muovono nell’ipersfera seguendo la particella che, al passo

corrente, realizza l’ottimo. In fig.4.14 sono schematizzati gli step principali

dell’algoritmo. Lo PSOA parte da una popolazione iniziale di particelle, B(0)
µ

(linea 3), ossia da un insieme di possibili soluzioni scelte in modo pseudo-

causale rispettando i constraints dello spazio di ricerca. Dopo di chè comincia
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PSO-Algorithm line

Begin 1

g = 0; 2

initialize
(

B(0)
µ =

{(

y
(0)
m , v

(0)
m , F(y

(0)
m )

)

| m = 1, ..., µ
} )

; 3

Repeat 4

For m=1 To µ 5

Calculate fitness: F =F(ym); 6

Find best fitness

in particle story: y
(g)
lbest; 7

End 8

Select in the population the particle

with best fitness: y
(g)
gbest; 9

For m=1 To µ Do Begin 10

Calculate speed: v
(g+1)
m ; 11

Update position: y
(g+1)
m ; 12

End 13

g = g + 1; 14

Until stop−criterion 15

End 16

Figura 4.14: PSO-Algorithm.

il ciclo evolutivo (linee 4-15). Il procedimento di ottimizzazione consiste nel-

l’aggiornare ad ogni generazione, g, la velocità e la posizione di ogni particella

(linee 11 e 12) attraverso le seguenti equazioni:

v(g+1) = v(g)+c1 ·rand[0, 1]·(y(g)
lbest−y(g))+c2 ·rand[0, 1]·(y(g)

gbest−y(g)) (4.77)

y(g+1) = y(g) + v(g+1), (4.78)

dove:
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- y(g) e v(g), sono, rispettivamente, la posizione e la velocità associate alla

particella corrente;

- y(g+1) e v(g+1), sono, rispettivamente, la posizione e la velocità associate

alla particella della generazione successiva;

- rand[0, 1], indica un numero casuale compreso tra 0 e 1 uniformemente

distribuito;

- c1 e c2, sono due fattori di apprendimento positivi, che pesano, rispetti-

vamente, la performance individuale relativa alle performance passate:

c1 · rand[0, 1] · (y
(g)
lbest − y(g));

e la performance individuale relativa al gruppo:

c2 · rand[0, 1] · (y
(g)
gbest − y(g)).

Ossia, ogni particella segue due soluzioni “migliori”, ottenute in corrisponden-

za di due “migliori” valori di fitness: la miglior soluzione raggiunta finora nella

storia di ogni individuo, ylbest (miglior soluzione locale); e la miglior soluzione

tra tutte le particelle della popolazione, ottenuta finora, ygbest (miglior soluzione

globale) [22]. Il ciclo evolutivo continua fino quando non si raggiunge una con-

dizione di stop predefinita.

4.10 Parametri dello PSOA

Abbiamo visto che lo PSOA è regolato da diversi parametri. I pesi, ck con k ∈
{1, 2}, e la velocità massima, vmax, sono delle costanti, il cui valore una volta

settato, resta costante durante l’evoluzione. Il peso d’inerzia, w, rappresenta,

invece, una variabile di controllo, che fu introdotta successivamente, al fine

di migliorare la performance dell’algoritmo. Vediamo nei dettagli come si

comportano.
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4.10.1 Pesi c1 e c2

La variazione di velocità nell‘equazione (3.4) (e quindi il grado di apprendi-

mento) è regolata da due numeri random positivi, ck : k ∈ {1, 2}, i cui limiti

superiori dipendono dal sistema. La variazione di questi parametri comporta

una variazione della forza d’attrazione verso i due individui migliori (ylbest

e ygbest) [17]. Infatti, quando i ck, assumo valori prossimi allo zero, gli in-

dividui compiono nell’ipersfera ampi cerchi, oltrepassando i migliori. Usare

piccoli pesi, vuol dire aggiornare di una piccola quantità il vettore velocità ad

ogni iterazione; sicuramente dopo molte iterazioni questi piccoli incrementi si

sommano e la traiettoria della particella, eventualmente, si inverte verso le

posizioni migliori. Al contrario, se i ck sono alti, le traiettorie tendono ad

oscillare bruscamente, poichè il vettore velocità è sopraffatto dai grandi valori

che gli vengono aggiunti.

Kennedy [17] nel descrivere gli effetti di ck sulle traiettorie delle particelle,

afferma che ogni volta che la somma dei due coefficienti è maggiore di 4.0, sia

i vettori posizione che le velocità tendono all’infinito. Quindi, per la maggior

parte degli algoritmi basati sulla PSO, si consiglia di non superare per ogni ck

il valore 2.0.

4.10.2 Velocità massima: vmax

Nel processo di ottimizzazione la velocità raggiunta da ogni particella, ad ogni

iterazione, è contenuta fino al valore massimo vmax, fissato dall’utente. Ossia

v(g) deve assumere valori che cadono nell’intervallo [−vmax,vmax]. Se tale

vincolo non viene rispettato, si considera la seguente regola [17]:

if v(g) > vmax then v(g) = vmax

elseif v(g) < −vmax then v(g) = −vmax

Il valore assegnato a vmax può essere arbitrario; tuttavia, in base al dominio

della funzione di fitness è meglio scegliere un valore abbastanza grande, in

modo tale da non restare bloccati in minimi locali. Ad esempio, se il vettore dei
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parametri, y, può variare tra -100 e +100, vmax dovrebbe essere proporzionale

a ±100 [17].

4.10.3 Peso d’Inerzia

Shi ed Eberhart [17], [21], al fine di migliorare le prestazioni dell’algoritmo,

proposero di modificare l’equazione (3.4), introducendo un nuovo parametro di

controllo, w, detto peso d’inerzia, che moltiplica la velocità della generazione

corrente, v(g):

v(g+1) = w·v(g)+c1·rand[0, 1]·(y(g)
lbest−y(g))+c2·rand[0, 1]·(y(g)

gbest−y(g)) (4.79)

Il peso d’inerzia w gioca lo stesso ruolo dello strategy parameter s visto nell’ES-

Algorithm; ossia influenza l’equilibrio tra esplorazione locale e globale delle

particelle, controllando quanto la storia delle velocità precedenti influenzerà

il valore della velocità della generazione successiva. Pesi di inerzia grandi

favoriscono una ricerca globale dell’ottimo (si esplorano aree nuove nello spazio

di ricerca), mentre pesi di inerzia piccoli tendono a facilitare una ricerca locale

dell’ottimo, raffinando l’area di ricerca corrente. Generalmente, w decresce

linearmente con il tempo, in modo che per le generazioni iniziali la particella ha

la possibilità di esplorare aree più ampie, fino ad arrivare a zone più ristrette,

man mano che l’evoluzione prosegue [21].

4.11 PSO ed Evolution Strategy

Lo PSO Algorithm è considerato nel contesto degli algoritmi evolutivi, in-

sieme all’Evolutionary Strategy e al Differential Evolution, precedentemente

visti. Infatti, questi metodi hanno in comune la capacità di adattamento, cioè

la possibilità di modificare la propria struttura durante l’evoluzione, al fine di

migliorare la performance dell’algoritmo stesso; tutti si basano su una ricerca

stocastica dell’ottimo nello spazio delle possibili soluzioni e tutti considerano

popolazioni di individui. Tuttavia, la PSO presenta delle differenze impor-

tanti rispetto agli algoritmi evolutivi classici. Infatti, mentre in quest’ultimi,
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attraverso l’operatore di selezione, nel passare da una generazione ad un’al-

tra, sopravvivono solo gli individui “migliori” (cioè quelli a cui è associato il

“miglior” valore di fitness), nello PSOA sopravvivono tutti gli individui della

popolazione. La metafora che guida la PSO è l’interazione sociale, cioè gli

individui imparano l’uno dall’altro e si modificano per diventare più simili ai

loro vicini.

Inoltre, anche se l’equazione (3.5) è molto simile ad un’operazione di mu-

tazione, nella PSO l’individuo non è mutato attraverso l’aggiunta di un vet-

tore derivante da una distribuzione di probabilità (Gaussiana nella maggior

parte dei casi), ma la particella è aggiornata sia in base alla propria esperien-

za di volo che a quella di gruppo. In altre parole, ad ogni generazione, nella

PSO ogni particella può volare solo in un numero limitato di direzioni, che

si suppone siano quelle migliori suggerite dall’esperienza di gruppo. Invece,

negli evolutivi standard ogni individuo può volare in qualunque direzione [20],

[21]. Questo vuol dire che nella PSO l’operazione di mutazione avviene con

“coscienza”; cioè la particella ha la possibilità di volare più rapidamente verso

una soluzione migliore quando la “coscienza” fornisce un’informazione utile.

Quindi, questo algoritmo evolutivo, per come è stato concepito, presenta il

vantaggio di convergere alla soluzione migliore più rapidamente rispetto agli

altri. Infatti, considerando che il cuore dello PSOA è rappresentato essen-

zialmente dalle equazioni (3.4) e (3.5), questa tecnica anche da un punto di

vista computazionale richiede un numero minore di operazioni. Comunque,

come conferma di questa considerazione, passiamo a descrivere l’esperimento

che ha testato le performance di alcuni algoritmi evolutivi precedentemente

visti, su alcune funzioni di test. Il parametro di confronto adottato è la com-

plessità computazionale, ossia il numero di volte, a parità di individui della

popolazione, che la funzione di fitness viene calcolata.[23]
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APPLICAZIONI IN AMBITO CIRCUITALE

Gli alimentatori switching sono una classe particolare di circuiti di potenza

utilizzati come elementi fondamentali nell’approvvigionamento di energia.

Questi si dividono principalmente in:

• Non stabilizzati (o raddrizzati):

Figura 5.1: Alimentatore non stabilizzato (o raddriz-

zato).
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forniscono all’uscita una tensione continua ma non livellata perfetta-

mente e cioè presentano ancora una parte della tensione alternata d’in-

gresso. Questi possono essere utilizzati per alimentare apparati che non

richiedono precise stabilizzazioni.

• Stabilizzati :

Figura 5.2: Alimentatori stabilizzati.

forniscono all’uscita una tensione continua quasi costante, utilizzati prin-

cipalmente dove è richiesta un’alta precisione sulla tensione di alimen-

tazione.

• Switching:

sono come i precendenti ma hanno la funzione di protezione in caso di

sovracorrenti o sovratensioni, utilizzati su apparati che richiedono una

sicura protezione.

In particolare la classe degli alimentatori switching è sicuramente tra le

più usate.

In questo capitolo verranno descritti i principi di funzionamento delle topolo-

gie base degli alimentatori switching. Verrà illustrato un classico dimensiona-

mento manuale dell’induttanza e della capacità di un buck converter e, quin-

di si applicherà una metodologia di ottimizzazione per il dimensionamento

automatico nel caso specifico di un circuito buck .
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5.1 Cenni sugli Alimentatori switching DC/DC

Ricordiamo che per alimentatore si intende un’apparecchiatura in grado di

fornire ad un determinato circuito elettronico le giuste tensioni (e quindi le

correnti) necessarie al suo corretto funzionamento. In genere, il compito di un

alimentatore è quello di trasformare una tensione di un certo tipo e valore in

un’altra avente caratteristiche adeguate alla apparecchiatura da alimentare;

il caso piú comune è quello in cui si parte da una tensione alternata (quasi

sempre i 220 V di rete) per arrivare ad una tensione continua di basso valore

(ad esempio 12 V).

Figura 5.3: Alimentatori switching.
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Un circuito classico è quello di figura 5.4, che risulta composto dai seguenti

elementi: il trasformatore, il ponte di diodi, il condensatore di filtro e l’elemen-

to di regolazione. In particolare, l’elemento di regolazione, mantiene costante

la tensione in uscita comportandosi come una resistenza variabile: se la ten-

sione in ingresso è troppo alta, oppure se il carico richiede poca corrente, il

regolatore aumenta la sua resistenza; se la tensione in ingresso diminuisce,

oppure se il carico richiede più corrente, la resistenza del regolatore decresce.

Figura 5.4: Schema classico di alimentatore

stabilizzato.

La regolazione della tensione in uscita è ottenuta quindi variando la cadu-

ta di tensione ai capi dell’elemento serie di regolazione; il sistema funziona

perfettamente, ma ci sono casi in cui la dissipazione di potenza è notevole: si

pensi ad un alimentatore in grado di fornire 5 A in uscita, con una tensione

regolabile da pochi volt fino a 25 V; se per esempio usiamo tale alimentatore

per far funzionare un apparecchio che assorbe 5 A a 12 V, tutta la differenza

fra 25 V e 12 V sará dissipata dall’integrato regolatore di tensione. Effettuan-

do i calcoli, si trova che la potenza dissipata (e cioè sprecata) vale in tal caso

65W . In altre parole, è maggiore la potenza dissipata rispetto a quella utiliz-

zata dal nostro apparecchio a 12 V. A parte l’inutile consumo di potenza, un

simile alimentatore richiede un trasformatore notevolmente grosso e costoso,

con relativi ingombro e peso.
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Esiste invece un altro modo di ottenere le tensioni desiderate, usando compo-

nenti piccoli e leggeri, di resa elevata, e sprecando pochissima potenza: stiamo

parlando dei cosiddetti Alimentatori switching.
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5.1.1 Pulse Width Modulation

Il principio fondamentale su cui si basa il funzionamento di un alimentatore

switching è detto PWM, dall’Inglese Pulse Width Modulation, e cioè modu-

lazione della larghezza dell’impulso.

Molto brevemente, la tensione di alimentazione arriva nella forma di una serie

di impulsi, a frequenza costante, distanziati uno dall’altro da un tempo T,

come si vede in figura 5.5.

Figura 5.5: Serie di impulsi (onda quadra).

Chiameremo Ton il tempo in cui l’impulso è alto (presenza di tensione) e

Toff il tempo in cui l’impulso è zero (assenza di tensione).

Poichè gli impulsi sono a frequenza costante, anche l’intervallo di tempo T ha

valore costante: la modulazione PWM consiste nel far variare il tempo Ton;

naturalmente, quando Ton si allunga, Toff diventa necessariamente più breve.

Il rapporto

Ton

T
= δ (5.1)

è una grandezza caratteristica, che viene denominata duty cycle(δ).



5.1. Cenni sugli Alimentatori switching DC/DC 117

In figura 5.6 si vedono tre casi in cui il duty cycle ha valori diversi:

Figura 5.6: Diversi valori del duty cycle.

1 nel caso 1 Ton è quasi nullo: il duty cycle è pertanto prossimo a zero, e la

tensione è presente solo per brevissimi istanti.

2 nel caso 2 Ton è uguale a Toff: il duty cycle è pari al 50% e la tensione è

presente per metà del tempo

3 nel caso 3 Ton è quasi massimo: il duty cycle è molto vicino al 100%;

la tensione è in pratica sempre presente.

Facendo pervenire tali impulsi ad una rete LC, si ottiene una tensione di
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uscita Vout il cui valore dipende dalla larghezza degli impulsi, ed è esatta-

mente uguale al valore di picco moltiplicato per il duty cycle.

In figura 4 sono mostrati tre diversi casi di impulsi modulati, caratterizzati

rispettivamente da un duty cycle di 0,25 - 0,5 e 0,75.

Grazie al metodo PWM, si ottiene inoltre il vantaggio di una maggiore elas-

ticità nella scelta della tensione in entrata: ciò significa che, per ottenere ad

esempio una tensione di uscita di 12 V, possiamo usare anche un trasformatore

con secondario a 50 V; provvederà il circuito di controllo ad effettuare la gius-

ta regolazione degli impulsi, senza problemi di potenza perduta e di eccessivo

riscaldamento dei vari componenti.

Supponendo che la tensione di picco Vp degli impulsi sia di 48 V, se si fil-

trano tali impulsi con una rete come quella in figura 5.7, costituita da una

induttanza L e da una capacità C, si ottiene in uscita una tensione uguale a

Vp moltiplicato per il valore del duty cycle; nei casi indicati come esempio, si

otterranno quindi tensioni di 12 V, 24 V e 36 V.

Figura 5.7: Tensione continua ottenuta da impulsi a larghezza variabile, filtrati

da rete LC.

Si comprende quindi come, modulando la larghezza dell’impulso, sia pos-
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sibile ottenere qualsiasi tensione in uscita, e senza dissipare inutilmente parte

della potenza.

Naturalmente, affinchè la tensione in uscita sia esente da ondulazioni e distur-

bi, occorrerà dimensionare opportunamente i componenti del filtro, scegliendo

inoltre una frequenza di clock il più elevata possibile.

Le topologie di alimentatori switching sono innumerevoli, ognuna soddis-

facente una particolare esigenza del progettista. La classificazione general-

mente adottata assume che tutte le topologie derivino da una o da entrambe

le topologie base che sono:

• Buck o step down

• Boost o step up

Qualunque topologia di alimentatore switching potrà essere classificata

quindi come derivata dal buck (buck derived), come derivata dal boost (boost

derived) oppure come derivata da entrambe (combination-derived). Ogni ali-

mentatore derivato eredita in massima parte le proprietà dal circuito base da

cui discende.
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5.2 Buck

Il buck regulator, detto anche step-down, viene usato per convertire una ten-

sione continua in un’altra tensione continua di valore più basso.

Lo schema di principio di tale regolatore è riportato nella parte sinistra di

figura 5.8; la tensione continua da regolare entra su +Vin e -Vin; un transistor

che agisce come switch permette o meno il passaggio della corrente. Attraver-

so l’induttanza L la corrente arriva al carico (LOAD) ed al condensatore che

agisce da filtro.

Prima di addentrarci nella descrizione e nell’analisi del circuito, è bene fare

un’importante premessa:

nelle applicazioni pratiche è necessario ipotizzare che gli elementi del filtro

siano in fase predominante in modo da non dover ricorrere, in fase progettuale,

alle leggi esponenziali che ne caratterizzano il funzionamento.

Nell’ambito dei transitori, allora, dobbiamo supporre che

• l’induttore stabilisca la legge delle correnti:
V
L

= dI
dt

.

In tal modo le variazioni della corrente che scorre in L sono a rampa.

• il condensatore stabilisca la legge delle tensioni:
I
C

= dV
dt

• l’interruttore sia gestito da un segnale a frequenza costante

• le condizioni iniziali siano nulle.

Passiamo, dunque, alla descrizione del circuito:

• C’è un interruttore che effettua l’operazione di modulazione del segnale

d’ingresso;

• un diodo che ha lo scopo di proteggere l’interruttore da sovratensioni e

consentire la chiusura della corrente quando l’interruttore è aperto;
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• un filtro LC che estrae il valore medio della corrente partizionata, senza

dissipare potenza.

Analizziamo, ora, il funzionamento del circuito.

Sempre in figura 5.8, a destra , si vedono le due fasi che corrispondono allo

stato ON e allo stato OFF dello switch:

Figura 5.8: Regolatore di tipo Buck percorso delle correnti nelle fasi di switch

ON e di switch OFF.

1 quando lo switch è chiuso (ON), in conseguenza dell’ipotesi iniziale, l’in-

duttore L determina la legge di corrente e perció quest’ultima crescerá

linearmente con pendenza pari a Vi

L
a partire dall’istante di applicazione

dell’impulso. La corrente attraversa l’induttanza ed arriva sia al con-

densatore C, caricandolo, che all’utilizzatore (LOAD); il diodo D risulta

collegato in senso inverso, per cui è come se non ci fosse.

2 quando lo switch è aperto (OFF), poichè la corrente nell’induttanza non può

interrompersi bruscamente, si crea ai capi di quest’ultima una tensione

tale da continuare a mantenere la corrente che era in circolo; la corrente
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fluisce allora nel carico, insieme alla corrente che adesso viene ceduta

dal condensatore, e, attraverso il diodo D, ritorna all’induttanza. Il

diodo protegge l’interruttore da sovratensioni, portando a potenziale di

massa il punto A, facendo in modo che sull’interruttore cada soltanto la

tensione d’ingresso.

In questa fase, se V0 è la tensione d’uscita, la corrente decrescrà con

legge lineare retta dall’induttore, con pendenza della rampa, in prima

approssimazione, pari a −V0
L

.

Figura 5.9: Andamento temporale dei segnali.
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5.2.1 Continuous Current Mode(CCM) e Discontinuous Current

Mode(DCM)

. È possibile distinguere due situazioni di funzionamento per questo converti-

tore:

• la chiusura dell’interruttore avviene dopo l’esaurimento della IL(dunque

tutta l’energia accumulatasi in L si scarica completamente in un tempo

minore di T).

Tale funzionamento è detto Discontinuous Current Mode(DCM).

• l’interruttore si apre prima che IL vada a zero (al tempo T permane del-

l’energia in L). Tale modo di funzionamento è detto Continuous Current

Mode(CCM).

Il DCM ha avuto sviluppo in passato, allorché le potenze in gioco erano

basse (mW o qualche W).

Ad elevata potenza, invece, esso risulta improponibile per le conseguenze che

comporterebbe nel funzionamento dei componenti realizzanti il filtro LC: in-

fatti, a paritá di valore medio di corrente, nel DCM sono richiesti dei valori

di picco maggiori e quindi delle variazioni di flusso magnetico notevoli cui

saranno collegate perdite nei materiali magnetici, che comportano a loro volta

variazioni di temperatura responsabili della diminuzione del Bmax e di una

piú facile saturazione del nucleo, e perdite nel rame, per effetto pelle ed effetto

prossimità (si veda l’ appendice A)che riducono la sezione attiva del condut-

tore provocandone un eccessivo riscaldamento.

Se anche si riuscisse ad ovviare a tali problemi, sovradimensionando l’indut-

tore ed usando fili speciali per gli avvolgimenti, si avrebbero comunque degli

inconvenienti relativi al capacitore: esso, infatti, deve assolvere al compito di

fornire una tensione continua al carico, ma a frequenze elevate (dell’ordine dei

kHz) risulta fortemente sollecitato dal valore efficace delle componenti alter-

native ed è pertanto soggetto ad un invecchiamento precoce.
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Figura 5.10: Esempio di diverse modalità di funzionamento.
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5.2.2 Dimensionamento di L

Scegliendo opportunamente il valore di L, si può fare in modo da lavorare in

CCM. Supponiamo di porci in quello che si definisce caso critico, ossia nella

situazione in cui l’indutore termina la sua scarica esattamente all’istante T

indicato in figura5.10. Quando l’interruttore è chiuso, si ha:

Vi = L
dI

dt
+ V0 (5.2)

trascurando la caduta sull’interruttore (lecito se esso è ben progettato).

Essendo la corrente retta dal solo induttore, possiamo passare all’espressione

in termini di differenza finita, scrivendo:

Vi = L
∆I

∆t
+ V0 (5.3)

e, tenendo conto della funzione di trasferimento V0 = Vi
τ
T

,( con τ ≡ Ton ) si

ha:

Vi = L
∆I

∆t
+

τ

T
Vi (5.4)

Se consideriamo come ∆t l’intervallo di chiusura dell’interruttore

(∆t = τ ≡ Ton), allora si ha:

∆I =
τVi

L
(1 − τ

T
) (5.5)

La 5.5 è l’equazione della variazione, ∆I, conseguente alla chiusura dell’inter-

ruttore.

Dalla 5.5 si può ottenere un dimensionamento di L ( imponendo che ci si trovi

nel suddetto caso critico).

Ritenendo τ e T fissati, definiamo il valore dell’induttanza critica Lc.

Se Idc è la componente continua di tale corrente (che è una specifica del pro-

getto della macchina ), allora ∆I = 2Idc = Imax, per cui Lc è data da

:

Lc =
τVi

2Idc

(1 − τ

T
) (5.6)
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Calcolata Lc, si dimensiona L = KLc con K = 10 ÷ 15 per garantire il CCM

ed un basso fattore di ripple.

5.2.3 Dimensionamento di C

Il progetto del capacitore deve essere fatto non nell’ottica del ripple, benśı in

quella del volano energetico. Dunque se all’istante t0 si ha un abbassamento

di tensione, la capacità dev’essere in grado di garantire un calo massimo di

tensione in un tempo ∆t, prima che intervenga la rete di reazione; si potrebbe

pensare di dimensionare C a partire dalla relazione

C =
1

4πf2
c L

(5.7)

con fc = 1
20 ÷ 1

50f , dove f è la frequenza d’esercizio.

Poiché la tensione d’uscita presenta lievi spikes, dovuti all’effetto dell’inter-

ruttore, per alimentatori di alta classe si inseriscono, in serie tra di loro ed in

parallelo rispetto al condensatore padre, piccoli condensatori ceramici a per-

line che, pur non intervenendo nella dinamica del circuito, hanno la capacitá

di migliorare questi spikes. Il comando dello switch è affidato ad un apposito

circuito (control) che verifica la tensione presente sul carico e, di conseguenza,

modifica la durata dei tempi Ton e Toff. La corrente nell’induttanza (si veda

la figura 5.10) ha quindi un andamento triangolare, con tendenza a salire nelle

fasi di switch ON, e tendenza a scendere nelle fasi di switch OFF; dimensio-

nando opportunamente l’induttanza, si cerca di contenere questa ondulazione

(o ripple).
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5.2.4 Funzione di trasferimento del Buck converter

Limitandoci ad un regime di CCM (perchè altrimenti la corrente sarebbe nul-

la in certi lassi temporali e decadrebbe l’ipotesi di linearità), la funzione di

trasferimento di un circuito Buck è:

Vo = δE (5.8)

Dove Vo è la tensione d’uscita ed E è la tensione d’ingresso. Come conferma

della validità della 5.8 si osservi che in CCM si impone che:

∆ION = ∆IOFF ,

in modo da evitare la saturazione del nucleo o il DCM. Le variazioni di

corrente∆I si possono calcolare separatamente. Nella fase ON:

∆IONL

τ
= Vi − Vo ⇒ Vi − Vo

L
τ (5.9)

Nella fase OFF:

∆IOFFL

T − τ
= Vo ⇒ Vo(T − τ)

L
(5.10)

quindi imposta la loro uguaglianza si perviene alla relazione 5.8.
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5.3 Boost

Il boost-converter o chopper step-up, è un elevatore di tensione, nel senso che,

al contrario della topologia vista in precedenza, presenta una tensione di uscita

maggiore di quella in ingresso.

Lo schema di principio é quello in figura 5.11:

Figura 5.11: NOTA: Il transistor bipolare è solo una

delle possibili realizzazioni di un interruttore che si

apre e si chiude alla frequenza regolata dal segnale di

base.

5.3.1 Funzionamento qualitativo del circuito boost

Nel circuito in figura si distinguono due fasi.

FASE ON Si ha per il tempo ton durante il quale l’interruttore è chiuso(ON).
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Figura 5.12: Fase ON.

Per la legge di Kirchoff la tensione VL eguaglia quella di ingresso E

con polarità positiva e l’induttanza L si carica di energia magnetica.

Durante il tempo ton il diodo D è polarizzato inversamente e la situazione

è quella rappresentata in figura 5.12. L’energia al carico è fornita dal

condensatore C che si scarica alimentando RL. Evidentemente il tempo

ton deve essere molto minore della costante di tempo di scarica. In

altre parole, C deve avere un valore sufficientemente elevato da evitare

variazioni eccessive e non desiderate della tensione di uscita V0.

FASE OFF La seconda fase ha inizio con l’apertura dell’interruttore.

Il diodo D passa in conduzione a causa dell’inversione di polarità di VL

e l’induttanza si scarica su C riportando la tensione V0 al livello prece-

dente l’inizio della prima fase. Si tratta di giustificare l’inversione della

polarità di VL che ora ha il potenziale più elevato sul morsetto in basso.

Ci aiuta la legge di Lenz secondo la quale il verso della forza elettro-

motrice è tale da opporsi alla causa che l’ha generata.

In questo caso la causa è da attribuire alla brusca diminuzione della cor-

rente, che fluiva verso il basso, all’apertura dell’interruttore. La tensione

autoindotta da questa variazione tende a mantenere la corrente costante

con verso che abbiamo appena ricordato. La polarità della tensione che
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tende a mantenere la direzione della corrente sull’interruttore verso il

basso è quella con il + sul morsetto inferiore. In tal modo E e VL si

sommano per dare una V0 certamente maggiore di E.

5.3.2 Funzione di trasferimento del Boost converter

Ipotizziamo che si sia in una condizione di CCM, altrimenti il sistema non è

lineare e quindi non risulta applicabile la legge di Ohm. Se l’interruttore è

chiuso, allora:

I = Io +
E

L
τ ⇒ ∆I =

E

L
τ =

δE

L
T (5.11)

Se l’interruttore è aperto:

E = L
dI

dt
+ Vo ⇒ ∆I =

E − Vo

L
(T − τ) =

E − Vo

L
T (1 − δ) (5.12)

Imponendo l’uguaglianza tra le due variazioni di corrente,per l’equilibrio delle

forze magnetomotrici, si perviene alla relazione:

Vo =
E

1 − δ
(5.13)

in cui è evidente l’effetto elevatore di tensione.

Figura 5.13: Fase OFF.
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Figura 5.14: Forme d’onda.
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5.4 Problematiche di ottimizzazione nei circuiti

Quando si parla di ottimizzazione in ambito circuitale si fa riferimento tanto

al dimensionamento dei singoli componenti quanto alla progettazione ottimale

dell’intero sistema comprendente un’ eventuale circuiteria di controllo.

Il problema può essere valutato sia in termini di ottimizzazione monobiettivo

che multiobiettivo.

L’ottimizzazione del progetto di un circuito orientata al dimensionamento dei

suoi componenti può essere effettuata con riferimento ad un modello molto

accurato a cui corrisponde una semplice topologia oppure ad una topologia

complessa che implica relazioni costitutive tutt’altro che semplici, modellata

mediante relazioni semplificate. Nel primo caso si ottiene un dimensionamento

particolarmente spinto con una maggiore complessità computazionale, mentre

nel secondo si dà maggiore enfasi alla rapidità di esecuzione dell’algoritmo a

discapito della precisione dei risultati. Nel presente lavoro si cerca di ovviare

al problema della complessità computazionale con metodologie soft-computing

in modo da ottenere risultati di accuratezza più che accettabili.

5.4.1 Stato dell’arte

Sono disponibili, in letteratura, svariati approcci al problema dell’ottimiz-

zazione nella progettazione dei convertitori switching.

In [24] si propone l’ottimizzazione del progetto di un BSRC (Bidirectional

Series-Resonant Converter) considerando le equazioni dello spazio di stato di

ogni sequenza di operazioni nello stato stabile come constraints addizionali nel

processo di ottimizzazione globale del convertitore.

Gli autori di [25] dopo aver formulato il problema dell’ottimizzazione come un

classico problema di programmazione non lineare, utilizzano, nella ricerca della

soluzione ottima, l’algoritmo SUMT (Sequential Unconstrained Minimization

Technique)[26]. Allo scopo di ottenere valori di tensione e correnti desiderati,

fanno riferimento ad un indice di performance con cui valutano le prestazioni

del circuito nel transitorio. Per valutare la sensitività del circuito di potenza
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ricorrono al metodo delle computazioni successive, facendo però riferimento

al sistema aggiunto. A partire da un sistema Sun sistema S̃ si dice sistema

aggiunto se:

1. 1 sia il sistema S che il sistema S̃ hanno la stessa topologia:

2. ogni corrispondente elemento di S̃ è dato come segue:

• Il generatore di tensione (E) e il generatore di corrente (J) in S

sono sostituiti in S̃ da un corto circuito e da un circuito aperto

rispettivamente;

• La resistenza R,l’induttanza L,la capacità C e la mutua induttan-

za M hanno in S̃ le stesse caratteristiche, con la differenza che la

matrice delle induttanze è trasposta;

• Il trasformatore ideale T è sostituito da un altro trasformatore

ideale T con lo stesso rapporto di winding;

• I generatori di corrente controllati in tensione (VCCS), di ten-

sione controllati in corrente (CCVS), di corrente controllati in cor-

rente (CCCS) e di tensione controllati intensione (VCVS) sono

sostituiti da altrettanti generatori VCCS, CCVS, CCCS e VCVS,

rispettivamente come mostrato figura;

• il diodo D, il tiristore Th, l’interruttore Sw sono sostituiti da inter-

ruttori Sw sincronizzati con i segnali di on-off.

Molto spesso il processo di ottimizzazione coinvolge sia il convertitore che il

sistema che lo controlla, integrati in un unico progetto come in [27]. Nell’ap-

plicazione di questa metodologia, nota come CSO (Control-Structure Opti-

mization), gli autori hanno usufruito dell’Optimization Toolbox di MATLAB,

usando in particolare il metodo di Programmazione Quadratica Sequenziale

[28].

Anche in [29] vengono individuate possibili soluzioni per un progetto ottimo
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Figura 5.15: Sistema S.
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Figura 5.16: Sistema aggiunto.
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di un circuito a ciclo chiuso. Lo spazio di ricerca comprende l’analisi dell’in-

tervallo di tolleranza dei valori dei parametri di progetto. Mediante l’uso della

tecnica Monte Carlo viene esplorato lo spazio dei valori disponibili e con l’Ar-

itmetica degli Intervalli [30] si assicura l’affidabilità dei risultati della ricerca.

Uno studio piú approfondito sull’analisi della tolleranza dei valori con l’Arit-

metica degli Intervalli è presentato in [31]. In condizioni di Worst Case, gli

autori calcolano l’intervallo di valori della funzione di fitness corrispondente

alla massima variazione dei parametri del sistema nell’ambito dei ranges Toller-

anza \ Incertezza assegnati.

Le operazioni consentite nell’Aritmetica degli Intervalli sono illustrate in [30].

Anziché utilizzare una selezione random dei parametri, in [32], s’introduce una

metodologia di selezione euristica in modo che l’obiettivo del progetto possa

essere raggiunto in un numero di prove significativamente ridotto. Si tratta

di interfacciare il programma di simulazione del transitorio con l’algoritmo di

ottimizzazione, come mostrato in figura5.17.

Il processo di ottimizzazione è strutturato attraverso diverse iterazioni suc-

cessive. Alla fine di ogni iterazione la funzione obiettivo è valutata nel punto

ottenuto e sottoposta all’algoritmo di ottimizzazione che seleziona il nuovo

punto per la successiva iterazione. Il processo continua fino al raggiungimento

di un minimo locale. Il metodo di ottimizzazione utilizzato è quello del simp-

lesso di Nelder e Mead.

Visto lo sviluppo nell’ambito dei sistemi elettronici e di telecomunicazioni wire-

less, si sta dando particolare enfasi alla progettazione dei convertitori operanti

a bassi voltaggi e basse potenze. In [33] gli autori presentano una strategia

di ottimizzazione di un convertitore con controllo ibrido con basso voltaggio e

bassa potenza. L’obiettivo dell’ottimizzazione è duplice:

• Ricercare la massima efficienza per diverse frequenze, induttanze e ca-

pacità.

• Ricercare i minimi valori di L, C e del range di frequenza per un richiesto

valore di efficienza.
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Figura 5.17: Ciclo di ottimizzazione.
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Il dispositivo progettato è un buck converter con controllo ibrido che utilizza

un rettificatore e opera in CCM o DCM in accordo con le condizioni di carico.

L’ottimizzazione è basata sull’analisi delle perdite in conduzione, durante lo

switching, nel nucleo e nel circuito pilota del MOSFET.

I convertitori a basso voltaggio trovano sempre piú largo impiego anche nelle

applicazioni automotive. In [34] si sviluppa il progetto di un convertitore

DC-DC per un’applicazione 42V-14V Powernet. Dato il circuito di un buck-

converter sincrono, una volta fissati i requisiti del convertitore, particolare

rilievo è dato alla realizzazione del progetto dell’induttore, focalizzando l’at-

tenzione sulla scelta del nucleo. L’ottimizzazione del progetto è realizzata

mediante l’uso della funzione Matlab fmincon, che consente la risoluzione di

problemi non lineari vincolati, secondo la programmazione quadratica sequen-

ziale. Il minimo trovato è peró un minimo locale.

In [35] si propone un metodo di ottimizzazione CAD di un convertitore DC-

DC sempre in ambito automotive. L’approccio è basato sull’uso combinato del

metodo Monte Carlo e di un sistema esperto per la ricerca dei valori di tutti i

componenti necessari per il progetto di un convertitore. La funzione obiettivo

è la somma pesata del volume dei componenti, del peso e dei loro costi.

Il programma di ottimizzazione consiste di cinque elementi, come illustrato in

figura5.18.

Questi elementi sono: il ciclo di controllo, il design algorithm (l’algoritmo

di ottimizzazione), il device models, il database, e l’interfaccia utente. Il ciclo

di controllo è l’elemento che guida la ricerca all’interno dello spazio di design.

Esso sceglie casualmente i punti di partenza da usare per ogni iterazione, e

li trasferisce come variabili all’algoritmo di ottimizzazione (design algorithm).

Per generare le informazioni necessarie per il progetto del convertitore, il design

algorithm chiama il device models dei componenti del convertitore. Ognuno di

questi modelli consiste in un codice che descrive gli aspetti salienti del proget-

to dei componenti e il loro uso. Se un componente non soddisfa le specifiche
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Figura 5.18: Ciclo di ottimizzazione.
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richieste, l’iterazione è considerata non valida ed il ciclo di controllo sceglie

un altro punto nello spazio di design. L’interfaccia utente ha diverse funzioni:

permette di compilare le proprietà di tutti i componenti nel database, di ef-

fettuare il set-up delle specifiche del convertitore e dello spazio di design, e di

mostrare il progetto ottimizzato ed altre informazioni generate dal program-

ma.

Un altro tool di ottimizzazione dedicato è utilizzato in [36] per la realizzazione

di un convertitore DC-DC utilizzato per gestire gli scambi energetici tra due

reti a 14V e a 42V. L’ottimizzazione di questo tipo di convertitori richide l’ot-

timizzazione del loro volume per assicurare un’elevata efficienza, la limitazione

dei disturbi emessi ed il controllo della temperatura dei componenti. Per

evitare la simulazione nel dominio del tempo, gli autori propongono un mod-

ello analitico per ogni parametro da ottimizzare: controllo delle prestazioni,

volumi, EMC performances, perdite optando per un compromesso tra accu-

ratezza e rapidità del tool di ottimizzazione. Il tool di ottimizzazione scelto

è sviluppato in ambiente Matlab permette di selezionare l’operazione da ef-

fettuare (ottimizzazione o studio della sensibilità), di introdurre le specifiche

d’esercizio (i dati di fabbrica, i parametri d’ingresso, i diversi vincoli dei mod-

elli e dei parametri da ottimizzare).

Nel perseguire l’obiettivo di questa tesi, si è optato per un modello molto accu-

rato, descritto da relazioni semplici, agevolmente implementabili in ambiente

MATLAB. Progettato il circuito, la sua ottimizzazione non è stata effettuata

in modo classico, benśı utilizzando un algoritmo di tipo evolutivo, lo PSOA,

a cui sono state apportate delle modifiche per l’applicazione al presente caso

specifico.
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5.5 Illustrazione della metodologia adottata.

L’approccio al problema dell’ottimizzazione seguito in questo lavoro di tesi ha

avuto inizio con la simulazione di un circuito buck ideale a cui, successiva-

mente, sono stati aggiunti i parametri parassiti, consentendo cośı la sperimen-

tazione nel caso reale.

Per la progettazione del circuito reale sono stati utilizzati condensatori elet-

trolitici, che permettono di ottenere valori di capacità compresi nel range [µF

mF] di interesse per un circuito buck. Poiché non tutti i valori di capacità

sono disponibili in commercio, è stata creata una tabella (vedi appendice ) di

condensatori in commercio, consultando il catalogo [37]. Nella tabella sono

riportati i valori di capacità in µF , di tensione in V, il valore di tgδ da cui è

possibile ricavare l’ESR mediante la formula:

ESR =
tg(δ)

2πfC
(5.14)

dove f è la frequenza d’esercizio del circuito in esame.

Si è quindi ricavato il valore di Lc dalle caratteristiche fisiche del condensatore

secondo la formula:

Lc =
1

(2πf0)2C
(5.15)

con f0 = f .

Invece, il progetto di un induttore di prestazioni adeguate risulta essere il

prodotto di molti compromessi che riguardano la scelta del nucleo, la sezione

del filo, il numero di spire, l’effettiva permeabilità del nucleo. Poiché tutte

queste quantità sono legate fra loro, il progetto di un’induttanza è piú arte

che scienza e, come si può anticipare in tali circostanze, è possibile seguire più

di un unico approccio.[38, 39]

Scegliendo, ad esempio, induttori avvolti in aria, si ottengono valori di indut-

tanza dell’ordine dei mH. Mediante le formule di Wheeler [40, 41] è possibile

ottenere il numero N di spire necessarie per l’avvolgimento, come illustrato in
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fig5.19. Dal momento che un’induttanza dell’ordine dei mH comporta un nu-

mero N di spire elevato, il valore della resistenza parassita Rl aumenta al punto

tale da influire negativamente sulle performances del circuito. Per evitare una

Rl eccessiva, si deve ridurre il numero N di spire, dunque si deve optare per

una permeabilità µr elevata: ciò comporta la necessità dell’uso di un nucleo.

Per questo motivo è stato scelto un nucleo toroidale di ferrite. È stato selezion-

ato dalle tabelle allegate in appendice il modello del nucleo e dalle tavole AWG

(vedi appendice B) il filo per l’avvolgimento. Sfruttando le informazioni sul

nucleo scelto e sul filo, è stata elaborata una formula apposita per il calcolo

della lunghezza del filo necessaria. Quindi i valori dei parametri parassiti cośı

ricavati, sono stati forniti al simulatore per il dimensionamento della capacità

C e dell’induttanza L.



5.5. Illustrazione della metodologia adottata. 143

Figura 5.19: Formula di Wheeler.
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5.5.1 Modellazione del circuito ideale

La nostra introduzione allo studio del circuito buck prevede l’analisi del caso

ideale in cui tutti i componenti sono considerati ideali, come illustrato in

figura5.20

Figura 5.20: Circuito Buck ideale.

Per simulare il ciclo di switch, l’alimentazione Vdc e l’interruttore 1 sono

modellati mediante un unico generatore d’onda quadra alla frequenza del seg-

nale PWM in ingresso al circuito e con lo stesso duty-cycle.

Facendo riferimento alla figura5.20, applicando le leggi di Kirchooff alla

maglia 1 ed al nodo A, si ottengono le equazioni:

−Vdc+VL+VC = 0 =⇒ −Vdc+L
diL
dt

+VC = 0 ⇒ diL
dt

=
Vdc

L
−Vc

L
(5.16)

iL = iC + i0 ⇒ iL = C
dVc

dt
+

Vc

R
⇒ dVc

dt
=

iL
C

− Vc

RC
(5.17)

da cui è possibile ricavare il modello ISU che segue :

Ẋ =

(

− 1
RC

1
C

− 1
L

0

)(

Vc

iL

)

+

(

0
1
L

)

Vdc
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Y =

(

1 0

0 1

)(

Vc

iL

)

+

(

0

0

)

Vdc

essendo

X =

(

Vc

iL

)

, Y = V0 = Vc NOTA : Ẋ = dX
dt
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5.6 Modellazione del circuito reale

Un’analisi più approfondita del circuito buck contempla l’introduzione dei

parametri parassiti, che realmente intervegono nel funzionamento del circuito,

influenzandone le performances.

Lo schema circuitale adottato è illustrato in figura5.21

Figura 5.21: Circuito Buck reale.

dove

• Vdc è la tensione in ingresso. Questa tensione deve essere una tensione

continua, di norma rettificata da un ponte (se alternata) oppure una

tensione continua stabilizzata da un precedente alimentatore.

• L1 e C sono l’induttore e il condensatore, che determinano la risposta

dinamica dell’alimentatore.

• R1 e C1, R2 ed L2 sono le resistenze e le capacità che modellano i

parametri parassiti dell’induttanza e della capacità reali.

• Ron rappresenta la resistenza interna dell’interruttore che verosimilmente

sarà un MOSFET di potenza. Precisamente abbiamo fatto riferimento

al modello del MOSFET STP5NC90Z prodotto da STMicroelectronics.

• R3 è il carico modellato come una resistenza.
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5.6.1 Modello del condensatore

Vi sono due famiglie di base di condensatori tra cui scegliere: all’alluminio e al

tantalio. I tipi di alluminio sono disponibili in molti gradi di qualità e vengono

prodotti con diverse tecniche. A prima vista questo ventaglio di disponibilità

può sembrare troppo ampio per la selezione. Se si considera la vecchia filosofia

di progetto applicata nel caso di alimentazioni non regolate, si dovrebbero cer-

care dei condensatori che presentino la più alta figura di merito definita dal

prodotto capacità-tensione diviso il costo. Ovviamente con tale tecnica si mira

ad ottenere il massimo al minor costo. Tuttavia il concetto di ottenere la più

alta tensione possibile e il più alto valore di capacità per il costo più basso può

essere deviante, quando si abbia a che fare con alimentatori switching.

Le caratteristiche di impedenza e principalmente le ESR devono essere prese

in stretta considerazione se si vuole realizzare la piena potenzialità degli ali-

mentatori switching.

I condensatori elettrolitici di buona qualità sono in grado di fornire il miglior

compromesso fra costo e prestazioni. Fra questi sono inclusi i tipi comput-

er grade ed altri tipi, appositamente prodotti per gli alimentatori switching.

Alcune delle realizzazioni particolari presentano caratteristiche assai interes-

santi, ad esempio dei valori molto bassi di ESR e di ESL, piuttosto che costi

contenuti.

La prestazione più interessante di tutti i tipi al tantalio consiste nel rendi-

mento volumetrico, cioè si hanno elevati valori di capacità in un volume rela-

tivamente piccolo. I tipi al tantalio comprendono dei sottotipi come a foglio,

solido e a manica umida. I condensatori al tantalio a manica umida sono stati

certamente i migliori nel campo della capacità per unità di volume e nelle

applicazioni dove la misura ed il peso sono di grande importanza. Tali con-

densatori al tantalio sono una scelta quasi obbligata.

I condensatori al tantalio solido sono interessanti ogni volta che si vuole porre

l’accento sulla longevità, sia di immagazzinamento sia di vita operativa, ma

per lungo tempo non sono stati disponibiliper grossi valori di capacità o per
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alti valori di tensione, come è invece accaduto per altri tipi.

Il condensatore ad involucro al tantalio è invece un ottimo condensatore per

gli alimentatori switching, ma non è competitivo dal punto di vista del costo

con i tipi in alluminio.

È vero che i condensatori di buona qualità hanno giocato un grande ruolo nel

rendere un successo commerciale e tecnologico gli alimentatori switching, ma

è anche vero che il presente successo degli alimentatori switching ha stimolato

i produttori di condensatori a progettare componenti sempre migliori.

A causa di questa spinta è difficile dire quale dei tipi precedentemente descritti

sia intrinsecamente migliore dell’altro. Attualmente qualsiasi tipo tra quelli

citati, può offrire il massimo dal punto di vista dei parametri per costo uni-

tario.

Sebbene dipenda dal contesto dell’applicazione, la scelta del condensatore è

significativamente influenzata dalla frequenza d’esercizio.

In figura 5.22 sono elencati diversi tipi di capacitori con i tipici ranges di fre-

quenze d’esercizio.



5.6. Modellazione del circuito reale 149

Figura 5.22: Configurazione geometrica di base di un condensatore generico.

Tutti i tipi di capacitori sopra elencati presentano la stessa configurazione

geometrica di base: due morsetti connessi ad una coppia di armature separate

da un materiale dielettrico.

Si può costruire un modello equivalente generalizzato per un condensatore

tenendo conto che :

• I morsetti di collegamento introducono un’induttanza Llead ed una ca-

pacità Clead.

• Una grossa resistenza Rdielectric associata al dielettrico presente tra le

armature è posta in parallelo alla capacità ideale C.

• Le stesse armature del condensatore introducono una resistenza Rplates.
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In figura 5.23 è illustrato il circuito equivalente di un capacitore.

Figura 5.23: Circuito equivalente di un condensatore.

Si noti che la capacità Cload è tipicamente più piccola della capacità C,

per cui può essere trascurata. Similmente la Rdielectric dello strato isolante è

cos̀ı grande da poter essere considerata come un circuito aperto. Pertanto è

possibile semplificare il circuito equivalente nella serie di un induttanza Llead

e di una Rplate con la capacità ideale C, come mostrato in figura 5.24:

Figura 5.24: Circuito equivalente semplificato del condensatore.
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L’impedenza associata al circuito equivalente semplificato è chiaramente:

Zcircuit = jωLlead + Rplates +
1

jωC
= Rplates + j(ωLlead −

1

ωC
) (5.18)

È possibile esaminare il comportamento del circito equivalente generaliz-

zato, valutando l’epressione dell’impedenza in un vasto range di frequenze:

• In continua, la Llead si comporta come un corto circuito e la capacità

ideale è un circuito aperto. Cośı il condensatore agisce esso stesso come

un circuito aperto.

• Quando la frequenza aumenta, l’impedenza, che è dominata dal termine

di capacità ideale, decresce linearmente, fino a raggiungere un minimo

quando

ωLlead =
1

ωC
(5.19)

A questo punto l’impedenza è puramente reale, e il circuito equivalente

va in risonanza. Questo accade alla frequenza di risonanza del conden-

satore che è data da:

ω0 =
1√

LleadC
(5.20)

• Quando la frequenza aumenta oltre l’ autorisonanza, l’impedenza au-

menta linearmente, con il termine induttivo dominante.

• Quando la frequenza tende ad infinito, la Llead si comporta come un

circuito aperto. Cośı la massima frequenza d’esercizio di un condensatore

è tipicamente limitata dall’induttanza del capacitore e dai collegamenti.
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In figura 5.25 è illustrato il comportamento di diversi condensatori agli

stessi valori di Llead(15nH) e di Rplate(1Ω). Le frequenze di risonanza si

raggiungono a 4.109 MHz, 12.99 MHz, e 41.09 MHz.

Figura 5.25: Comportamento in frequenza di condensatori.
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5.6.2 Modello dell’induttore. Materiali e struttura del nucleo

I requisiti di un induttanza ideale per gli alimentatori switching indicano

che tale induttore dovrebbe essere capace di non andare mai in saturazione,

dovrebbe avere una resistenza nulla in continua e non presentare alcuna capac-

ità parassita fra i suoi avvolgimenti. Ciò immediatamente suggerisce l’impiego

di un’induttanza con nucleo avvolto in aria. Però i valori pratici di induttanza

richiesti comporterebbero un numero troppo elevato di spire, che a sua volta

aumenterebbe il valore di capacità complessiva tra spira e spira e di resistenza

parassita.

La capacità è indesiderabile in quanto responsabile di promuovere risonanze sia

in serie sia in parallelo, che degradano il funzionamento circuitale. In ultimo si

potrebbe sperare che la prima frequenza di risonanza della nostra induttanza

sia molto più elevata di quella di commutazione. Il solo modo di ridurre la

resistenza di un induttore con nucleo avvolto in aria è quello di far uso di fili di

grande sezione, cosa che porterebbe a realizzare un componente di dimensioni

eccezionalmente grandi con conseguente notevole peso ed ingombro .

Per ridurre il numero di spire necessarie, si può includere un nucleo di mate-

riale ferromagnetico.

È conveniente ricorrere a nuclei a tazza di ferrite, in quanto il filo può essere

facilmente avvolto in forma di bobina ed inserito nel nucleo stesso.

I toroidi di Permalloy al molibdeno (in forma di anello) costituiscono nuclei

eccellenti per questo tipo di applicazioni. Naturalmente si ha qualche sacrificio

nella realizzazione degli avvolgimenti rispetto all’avvolgimento a bobina, ma,

fortunatamente, avviene che gli induttori impiegati negli alimentatori switch-

ing, e, specialmente quelli che operano alle più alte frequenze, richiedono un

numero di spire relativamente basso rispetto ad altri tipi di alimentatori.

I nuclei toroidali sono disponibili in diversi valori AL( essendo AL l’inverso

della riluttanza del circuito magnetico, misurato in millihenry per 1000 spire

di filo). I nuclei caratterizzati da valori estremamente alti di AL tendono a

realizzare induttori ottimizzati per alimentatori di tipo switching.
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I toroidi in ferro presentano caratteristiche che si sovrappongono a quelle dei

toroidi di Permalloy, rispetto ai requisiti richiesti dagli alimentatori switching

e, quindi, meritano attenzione vista la loro competitività dal punto di vista

del prezzo.

È possibile realizzare toroidi in ferrite per ottenere valori piú elevati di AL. Le

ferriti sono caratterizzate da perdite molto basse ad alte frequenze, sono real-

izzate con leghe di ossidi di ferro ed altri materiali come zinco e manganese. Il

materiale viene polverizzato assieme ad ossidi isolanti e quindi modellato con

tecniche tipiche della ceramica. Ciò consente di realizzare ferriti con grande

varietà nelle forme e nelle dimensioni e con tolleranze nelle caratteristiche mag-

netiche e meccaniche molto ristrette.

Esse, inoltre, possono essere lavorate con molta precisione dopo la cottura.

Tipicamente le ferriti hanno una densità del flusso di saturazione tra 3 e 5

kGauss; inoltre la presenza di ossidi ne aumenta la resistività specifica a livelli

molto alti, permettendo cośı di ridurre le perdite per correnti parassite. La

temperatura di Curie, Tc, ossia la temperatura alla quale il materiale perde

ogni proprietà ferromagnetica è compresa tra i 100oC ed i 300oC, secondo il

tipo di materiale. Il fenomeno è reversibile: riducendo la temperatura al di

sotto di Tc, il materiale riacquista le sue proprietà.

Le forme disponibili includono barrette, toroidi, nuclei ad E ed U.[42, 43]

I produttori di materiali ferritici hanno reso disponibile una scelta assai in-

teressante di strutture di nuclei, che sembrano essere specialmente orientati

all’applicazione negli alimentatori switching.

Per lo scopo di questa tesi è stato scelto un nucleo di ferrite toroidale, del tipo

FT-114 J(75); per le caratteristiche si rimanda all’appendice.

I toroidi infatti sono contraddistinti da un codice : T-xxx-yy oppure FT-xxx-

yy. T sta per il materiale in polvere d’acciaio di cui sono composti, FT sta per

ferrite. Le prime tre cifre si riferiscono al diametro esterno del nucleo espresso

in mils ( millesimi di pollice ). Le ultime due cifre designano il codice del tipo

di materiale usato. (AMIDON ASSOCIATES.INC).
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Figura 5.26: Toroidi di ferrite.
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Altri tipi di nucleo sono stati sperimentati con maggiore o minore successo

e fra questi si includono le strutture laminate e nuclei avvolti in aria specifici

per applicazioni ad alta frequenza.

Quanto certamente ci si può attendere dall’applicazione di un induttore che va

in saturazione troppo rapidamente è una variazione nella frequenza di commu-

tazione. In grado maggiore o minore, indipendentemente da altri fattori, ciò

può far aumentare la tensione di ripple e peggiorare la regolazione in contin-

ua. Un altro effetto certamente non favorevole, è la distruzione catastrofica del

transistor di commutazione. Di conseguenza non conviene proprio risparmiare

nel progetto o nell’acquisto di un’induttanza, se si tengono in considerazione

i costi derivanti da una scarsa affidabilità degli altri componenti ad essa asso-

ciati e che essa può influenzare.
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Nel progetto dell’induttore si è fatto riferimento al circuito equivalente

generalizzato, come quello illustrato in figura 5.27:

Figura 5.27: Circuito equivalente dell’induttore.

Nella costruzione di questo circuito equivalente si è tenuto conto che:

• I morsetti di collegamento dell’induttore introducono un’induttanza Llead

in serie ed una capacità Clead in parallelo all’induttanza ideale.

• Le spire che costituiscono la bobina dell’induttore, introducono una

resistenza parassita posta in serie all’induttanza ideale.

• Esiste una capacità parassita in parallelo alla serie L-R da attribuire

all’interazione tra gli avvolgimenti della bobina.

Tuttavia, anche in questo caso, si possono apportare delle modifiche che

semplificano il modello equivalente considerato.

Infatti:

• L’induttanza Llead è tipicamente molto piú piccola dell’induttanza ide-

ale, e può essere perciò trascurata.
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• La capacità Clead è molto più piccola della Cparasitic e può essere trascu-

rata.

si perviene dunque ad un circuito equivalente come quello in figura 5.28 in cui

l’induttore è modellato come la serie di una resistenza R e di un’induttanza

Llead in parallelo con la capacità Cparasitic.

Figura 5.28: Circuito equivalente semplificato di un induttore.

L’impedenza di questo circuito semplificato è data da:

1

Ztotale
=

1

Z1
+

1

Z2
(5.21)

con

Z1 = jωL + Rparasitic (5.22)

Z2 =
1

jωCparasitic
(5.23)

Pertanto
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1

Ztotale

=
jωCpar(jωL + Rpar) + 1

jωL + Rpar
(5.24)

oppure

Ztotale =
jωL + Rpar

1 − ω2LCpar + jωCparRpar
(5.25)

5.6.3 Comportamento in frequenza

Il comportamento dell’impedenza del circuito equivalente è esaminato su un

ampio range di frequenze:

• A basse frequenze il termine di resistenza parassita domina e l’impedenza

è approssimativamente uguale a Rparasitic.

• Quando la frequenza d’esercizio aumenta, il termine d’induttanza ideale

comincia ad essere dominante intorno alla frequenza :

ω =
Rparasitic

L

• Aumentando ulteriormente la frequenza, l’impedenza della capacità paras-

sita decresce fino a che la sua ampiezza eguaglia quella dell’induttanza

ideale. Ciò avviene alla frequenza di autorisonanza:

ω0 = 1√
LCpar

• Oltre la frequenza di risonanza, la capacità parassita domina il comporta-

mento del circuito equivalente. In questo intervallo di valori l’impedenza

decresce con l’aumentare della frequenza.

È illustrato in figura 5.29 un grafico relativo al comportamento di diversi indut-

tori, in presenza dello stesso valore di capacità parassita(1pF) e di resistenza

parassita (1Ω). I valori di frequnze di risonanza sono 15.92 MHz, 50.33 MHz,

e 159.2 MHz.
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Figura 5.29: Comportamento in frequenza di induttori.
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5.6.4 Modello del resistore

Per completare il discorso sulla progettazione del circuito del buck, introduci-

amo anche il criterio seguito nella modellazione del resistore.

I resistori possono appartenere a tre categorie principali:

• Composizione in Carbonio. È il tipo più comune di resistori che

consiste in un piccolo cilindro di particelle di Carbonio polverizzate mis-

chiate ad un materiale non conduttore.

Il Carbonio utilizzato in questo tipo di dispositivo possiede un’eleva-

ta resistività, per cui un piccolo resistore di Carbonio può esibire una

resistenza molto maggiore rispetto a quella di un filo molto lungo. Ri-

cordiamo infatti che la resistenza del Carbonio è 2200 volte maggiore

rispetto a quella del rame.

I resistori di carbonio sono i più comunemente utilizzati per il loro basso

costo e la facilità di fabbricazione.

I resistori non sono progettati per sopportare correnti elevate. In tal

caso, infatti, si riscaldano al punto da subire danni permanenti. In-
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oltre anche correnti lievemente maggiori di quella massima sopportabile

causano variazioni della resistività del materiale di carbonio.

• Filo avvolto.

Prima dell’invenzione della radio, quasi tutti i resistori erano realizzati

mediante un filo resistivo avvolto ermeticamente attorno ad un tubo vuo-

to realizzato con un materiale non conduttore (usualmente porcellana).

Questo assemblaggio è rivestito con una sostanza smaltante che protegge

il filo preservandolo dall’ossidazione e dalle variazioni di temperatura e

di umidità atmosferica.

Anche se più costosi di più difficile fabbricazione, questi resistori sono

capaci di resistere a grandi carichi di corrente, come quelli richiesti nelle

raiotrasmittenti molto potenti.

Per via delle spire fittamente avvolte, questo tipo di resistori presenta

una notevole induttanza.

• Film sottile. Questo tipo di resistori è realizzato depositando un sottile

film metallico su un substrato isolante. I collegamenti sono attaccati alle

estremità del film.

Presentano un’induttanza maggiore dei resistori in carbonio, ma minore

di quelli di filo.

Vengono utilizzati quando si vogliono ottenere dei valori di resistenza

molto precisi.

Nonostante le differenti modalità di costruzione di un resistore, anche in

questo caso si può ricorrere ad un circuito equivalente.

In figura 5.30 un’induttanza Llead è posta in serie al parallelo fra la capacità

Clead, la capacità Cleakage, e il resistore ideale.

Il circuito equivalente si può già semplificare accorpando le due capacità

come:

Cparasitic = Clead + Cleakage
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L’impedenza del circuito equivalente si calcola valutando prima l’impe-

denza del parallelo tra la capacità Cparasitic e la resistenza R, come in figura

5.31.

Figura 5.30: Circuito equivalente del resistore.

Figura 5.31: Modello equivalente semplificato del resistore.
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1

ZRC
=

1
1

jωCpar

+
1

R
= jωCpar +

1

R
=

jωRCpar + 1

R
(5.26)

oppure

ZRC =
R

jωCpar + 1
(5.27)

L’impedenza totale del circuito equivalente è allora:

Zcircuit = jωLlead+ZRC = jωLlead+
R

jωCpar + 1
=

(jωCpar + 1)jωLlead + R

jωRCpar + 1

che diventa:

Zcircuit =
(jωLlead) + R(1 − ω2LleadCpar)

jωRCpar + 1
(5.28)

Il comportamento del circuito equivalente generalizzato del resistore è de-

terminato esaminando l’epressione dell’impedenza entro un ampio range di

frequenze:

• Per applicazioni in continua (ω = 0)l’impedenza del circuito equivalente

coincide con la resistenza R, come illustrato in figura 5.32

Infatti in continua la capacità parassita diventa un circuito aperto e l’in-

duttanza Llead diventa un corto circuito.
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• Quando la frequenza dell’applicazione aumenta, l’impedenza associata

alla capacità parassita comincia a decrescere fino ad eguagliare il valore:

R = 1
jωCparasitic

Aumentando la frequenza oltre questo punto, fluisce più corrente nel

percorso introdotto dalla capacità che nel resistore stesso, mentre l’in-

duttanza Llead rimane un corto circuito, come in 5.33.

• Quando la frequenza diventa quella di autorisonanza,

ω0 = 1√
LleadCpar

l’impedenza del circuito equivalente diventa minima. Oltre questo valore

di frequenza, l’impedenza dell’induttanza Llead diventa dominante e il

circuito equivalente è quello riportato in figura 5.31.

• Infine se la frequenza tende ad infinito, l’impedenza dell’induttore di-

venta enorme e l’impedenza della capacità parassita approssima lo zero.

Figura 5.32: Circuito equivalente di un resistore operante in corrente continua.
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Cośı il resistore R si comporta come un circuito aperto: si veda la figura

5.34

Visto il range di frequenza della nostra specifica applicazione, abbiamo

pensato di modellare il resistore come in figura 5.32.

Figura 5.33: Circuito equivalente di un resistore sotto la frequenza di auto-

risonanza.

Figura 5.34: Circuito equivalente del resistore a frequenza prossima ad ∞.
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5.6.5 Modello completo sistema LTI

Con riferimento al modello circuitale riportato in figura (si faccia riferimento

alla figura Buck), abbiamo applicato le leggi di Kirchooff alle maglie ed ai nodi

come segue :














MAGLIA1 Vdc − VRon − VCL
− VLC

− VRc − Vc = 0

MAGLIA2 VCL
= VL + VRL

MAGLIA3 V0 = VLC
+ VRc + VC

{

NODO1 i = iL + iCL

NODO2 i = iLc + i0

Da una combinazione lineare delle equazioni ottenute, si è pervenuti alle

equazioni differenziali

diLc

dt
= −Req

τLC

iLC
− 1

Lc
Vc −

VcL

τLC

+
Vdc

τLC

diL
dt

= −RL

L
iL +

VcL

L
dVcL

dt
=

1

CL
(1 − KLC

Req +
RC

R
)iLc −

KLC

CL
VCL

+
KLC

CL
Vdc −

1

CL
iL

dVc

dt
=

iLC

C

per la caratterizzazione ISU del sistema :

Ẋ =















0 0 0 1
C

0 −RL

L
1
L

0

0 − 1
CL

−KLC

CL

1
CL

(1 − KLC
Req + RC

R
)

− 1
Lc

0 − 1
τLC

−Req
τLC





























Vc

iL

VcL

iLC















+















0

0
KLC

CL

1
τLC















Vdc

Y =





0 0 − LC

τLC

−Req
τLC

Lc + Rc

0 1 0 0



















Vc

iL

VcL

iLC















+





LC

τLC

0



Vdc
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essendo

X =















Vc

iL

VcL

iLC















e Y =

(

V0

iL

)

e

KLC
= LC

RτLC

Req = Ron + RonRC

R
+ RC τLC

= LC(Ron
R

+ 1)

5.7 Funzione di Fitness

Tutto il nostro studio è stato orientato alla ricerca di una soluzione ottima,

una coppia L e C, vincolata ad appartenere ad una regione di accettabilità,

definita da constraints imposti in termini di valori minimi e massimi di capac-

ità e di induttanza disponibili in commercio.

Per l’ottimizzazione del nostro progetto abbiamo utilizzato lo PSOA (Particle

Swarm Optimization Algorithm), che come detto nel Capitolo III, è un algo-

ritmo evolutivo.

Gli algoritmi evolutivi sono procedure complesse adattative finalizzate alla

risoluzione di problemi di ricerca e ottimizzazione e basate concettualmente

sui principi che regolano l’evoluzione naturale delle specie. Il problema che

si propongono di risolvere è quindi sostanzialmente quello di cercare l’ottimo

di una certa funzione; ciò di solito non presenta particolari complicazioni nel

caso questa funzione sia esplicitamente nota, ma quando questo non avviene o

quando la funzione è troppo complessa per essere velocemente ottimizzata con

tecniche analitiche si potrebbe pensare di muoversi a caso nello spazio delle

variabili fino ad esplorarlo completamente, ma ciò darebbe luogo come si può

facilmente immaginare ad una procedura lunga e dispendiosa.

L’idea che sta alla base degli algoritmi evolutivi è quindi quella di selezionare

le soluzioni migliori e di ricombinarle in qualche modo fra loro in maniera tale
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che esse evolvano verso un punto di ottimo.

Nel linguaggio degli algoritmi evolutivi la funzione da ottimizzare prende il

nome di fitness. Non esiste un termine italiano che riesca a rendere la varietà

di significati espressi da quello inglese: a seconda del contesto può signifi-

care adattamento, adattabilità, successo biologico, idoneità, competitività. Si

preferisce quindi usare il termine inglese ormai largamente diffuso.

Si supponga che la funzione di fitness dipenda da n variabili:

F = f(x1, x2, . . . , xn) che di solito possono prendere valori all’interno di de-

terminati intervalli numerici ((x1, x2, . . . , xn) appartengono a Xn ). Un set di

n valori (x1, x2, . . . , xn) con le caratteristiche sopra indicate sarà allora una

possibile soluzione.

La definizione della funzione di fitness è dunque il perno centrale di ogni algo-

ritmo evolutivo.

Nel nostro caso la funzione di fitness sarà in forma tale da essere rappresenta-

tiva dei constraints e delle richiesta progettuali.

Per illustrare nel dettaglio la costruzione della nostra funzione di fitness, è

però necessario fornire una descrizione a livello software del buck converter,

evidenziando le performances del circuito simulato.

L’ambiente di lavoro virtuale è fornito dalla versione del Matlab 6.5.

5.7.1 Modello software del condensatore

Come anticipato, il modello del condensatore non richiede notevoli capacità

progettuali: si tratta infatti di scegliere tra i modelli in commercio quello più

vicino alle nostre esigenze.

Anche per il condensatore è stata utilizzata una function Matlab che riceve in

ingresso:

• il valore della capacità restituita dallo PSOA

• la frequenza (in effetti viene fornito il periodo T) d’esercizio del circuito

e fornisce in uscita
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• il valore della capacità C disponibile in commercio più vicino a quello

determinato dallo PSOA.

• l’ESR (Equivalent Series Resistance).

Nella tabella riportata nel listato (visibile in appendice B) sono indicati i

valori di capacità poi convertiti in microFarad, il valore di tgδ, da cui si ricava

l’ESR secondo la formula:

ESR = tgδ
2πfC (f : frequenza d’ esercizio)

e la tensione d’esercizio.

Si valuta poi il valore di C sperimentale più prossimo a quello esistente in

commercioe infine l’ESR.
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5.7.2 Modello software dell’induttore

Il nostro progetto dell’induttore compare nel listato Matlab riportato in ap-

pendice.

L’induttore è relizzato mediante una function che restituisce il valore di re-

sistenza parassita esibita dal filo che costituisce l’avvolgimento, la lunghezza

del filo necessaria e la verifica della fisica realizzabilità del componente.

Sono innanzitutto riportati i dati del nucleo di ferrite utilizzato. Come prece-

dentemente detto, si tratta di un nucleo toroidale, di cui si indicano il diametro

esterno (A in figura 5.35), il diametro interno (B in figura 5.35), e lo spessore

( C in figura 5.35, tkh nel listato).

Figura 5.35: Schema del nucleo toroidale.

Si fornisce inoltre il modello del filo. I conduttori comunemente utilizzati

sono fili di rame isolato con un film plastico. Nel mondo anglosassone ven-

gono denominati magnet wire, in quanto sono usati in circuiti per produrre

campi magnetici. I principali parametri che caratterizzano questi conduttori

sono il calibro o il diametro nominale, il tipo di isolante e/o il suo spessore,

la classe termica dell’isolante ed altre caratteristiche marginali quali il colore

dell’isolante, la saldabilità.
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I calibri dei conduttori sono indicati come AWG (American Wire Gauge) dove

al numero più piccolo corrisponde filo di maggior sezione.

Per effettuare la conversione tra AWG a pollici o millimetri si possono usare

delle tabelle, oppure è possibile utilizzare le formule che seguono :

Conversione da AWG a diametro nominale

in pollici: in millimetri:

d = 0.005(92)
36−AWG

39 d = 0.127(92)
36−AWG

39

Nel nostro caso abbiamo utilizzato un filo AWG-24 isolato mediante cro-

matura.

La tabella AWG con le informazioni sul filo è riportata in appendice B.

Nel calcolo della lunghezza del filo si è ipotizzato che le spire intorno al toroide

siano rettangolari. Questo determina un’errore sul valore della lunghezza ot-

tenuto pari al 10%, che si traduce in un errore sulla terza cifra decimale del

valore della resistenza parassita.

Il numero N di spire necessarie è stato calcolato usufruendo della formula:

N = 1000

√

L

Al
(5.29)

Si è inoltre ipotizzato di aprire il toroide,come illustrato in figura 5.36

e si è supposto che l’avvolgimento del filo lasci scoperta un’apertura di 30o.

Quest’ultimo accorgimento comporta una riduzione dell’8% della superficie

utile del toroide.

Dati

Nt =
L

d
(5.30)

con Nt numero massimo di spire per ogni strato e d diametro del filo, e,

Nl =
N

Nt
(5.31)

numero di strati, la formula della lunghezza del filo è:

Lf = 2(l + b)Nt + 2(l + 2d + b + 2d)Nt + ..... =
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Figura 5.36: Apertura del nucleo toroidale.
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= 2(l + b)Nt + 2(l + b + 4d)Nt + ..... =

= Nt

Nl−1
∑

i=0

2(l + b + 4id) =

= 2Nt

Nl−1
∑

i=0

(l + b + 4id) = 2Nt[

Nl−1
∑

i=0

(l + b) + 4d

Nl−1
∑

i=0

i] =

= 2Nt[Nl(l + b) + 4d
Nl(Nl − 1)

2
] = 2N(l + b) + 4dN(Nl − 1) (5.32)

Poichè la finestra del toroide non può essere totalmente occupata dall’avvolgi-

mento del filo, abbiamo imposto di lasciare vuoto il 20% dell’apertura interna

del toroide.

Verificata la fisica realizzabilità, nota la lunghezza del filo, si è pervenuti al

calcolo della resistenza parassita.

Nel calcolo di

Cl =
1

(2πSRF )2x(1)
(5.33)

il valore di SRF (Self Resonance Frequency)(si veda l’Appendice A) è stato

ricavato da una formula di fitting appositamente ideata per il caso in esame,

come esposto nel listato della funzione di fitness riportato in Appendice C.

5.7.3 Simulatore Buck

Il circuito buck è stato simulato sia nel caso ideale che nel caso reale. In

entrambi i casi l’implementazione dei circuiti prevede l’inizializzazione delle

varibili necessarie alla simulazione, la descrizione dei sistemi ISU in termini

matriciali e quindi la creazione di un modello in termini di variabili di stato

mediante il comando ’ss’di Matlab.

È stata concepita una simulazione ’intelligente’ che consente di valutare il

comportamento del circuito in un intervallo di tempo limitato, in cui, tuttavia,
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è sufficientemente garantita la condizione di funzionamento a regime. Infatti

sapendo che il polo dominante di un sistema segna la regione di confine tra il

transitorio ed il regime, che si manifesta dopo un tempo pari a 4.6τ (τ : costante

di tempo dominante), s’introduce un fattore di damping,damp, espresso come:

damp =
4.6

min|polodominante| (5.34)

È possibile pertanto individuare un istante di tempo, t0 = 2damp da identifi-

care come l’estremo superiore dell’intervallo di tempo in cui avviene la simu-

lazione del sistema. In tal modo è sempre assicurata la completezza dell’analisi

del sistema dal transitorio fino al regime senza prolungare inutilmente la sim-

ulazione. Ciò consente di ridurre i tempi d’attesa, avvalorando notevolmente

la qualità del progetto di ottimizzazione.

Richiesta la verifica della stabilità del sistema, si passa alla modellazione del

segnale d’ingresso.

La risposta al segnale d’ingresso è simulata con la funzione ’lsim’.

LSIM(SY S,U, T ) traccia la risposta nel tempo di un modello LTI SYS al

segnale d’ingresso descritto da U( nel nostro caso sig), e T,(nel nostro caso

temp0.

Il vettore dei tempi è costituito di campioni spaziati regolarmente nel tempo

ed U è una matrice con tante colonne quanti sono gli ingressi e la cui i-esima

riga specifica il valore dell’ingresso al tempo T (i).

Abbiamo scelto un periodo di campionamento abbastanza piccolo da eviden-

ziare i dettagli del segnale di ingresso-uscita.

Essendo in presenza di sistemi a variabili di stato, abbiamo utilizzato la fun-

zione nella forma LSIM(SY S,U, T,X0), in cui si specifica uno stato X0 in-

iziale diverso da zero.

Inoltre nel nostro caso la funzione LSIM è richiamata con argomenti a primo

membro:

[X,Y, T ] = LSIM(SY S,U, . . .) restituisce il vettore delle variabili di stato, la

storia della risposta d’uscita Y ed il vettore dei tempi T usato per la simu-

lazione.
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In uscita al nostro sistema sono restituite la corrente nell’induttore e la ten-

sione sul carico, oltre al tempo di simulazione, la verifica della stabilità ed il

fattore di dumping.

5.7.4 Calcolo delle performances

Il dimensionamento automatico dei componenti del circuito è stato finalizzato

al conseguimento di alcune caratteristiche di funzionamento che rappresentano

le performances del circuito e individuano gli obiettivi della funzione di fitness.

Sono state implementate diverse funzioni Matlab, riportate in appendice C,

per il calcolo del ripple, della tensione d’uscita, del fattore di dumping che

insieme al tempo di simulazione e al rendimento del circuito determinano la

qualità delle prestazioni del circuito.

5.7.5 Costruzione della funzione di Fitness

Ogni soluzione di progetto è valutata mediante una funzione di fitness che,

genericamente, può essere strutturata come:

fit(C) = KF ±HP (5.35)

con

C = C1 . . . Cn

K = k1 . . . kj

F = f1 . . . fs

H = h1 . . . hw

P = p1 . . . pn

dove
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• C1 . . . Cn è l’insieme delle caratterisiche del circuito che consentono di

valutare la bontà della soluzione ottenuta.

• k1 . . . kj sono i pesi dei coefficienti che permettono di stabilire uno spettro

di priorità da attribuire alle diverse funzioni fi.

• f1 . . . fs rappresentano le caratteristiche di progetto richieste per l’ottimo

(le condizioni di progetto richieste per l’ottimo).

• h1 . . . hn sono i pesi delle funzioni di penalità.

• p1 . . . pn è l’insieme delle funzioni di penalità. Le funzioni di penalità

(penalty functions) caratterizzano le condizioni di progetto che devono

essere assolutamente verificate.

Dal momento che il processo di ottimizzazione può consistere nella ricer-

ca del minimo o del massimo di una funzione di fitness, i valori delle

funzioni di penalità possono essere rispettivamente sommati o sottratti

ai valori delle fi.

Nel nostro specifico caso, facendo riferimento al listato Matlab della fitness

function riportato in appendice, si ha che:

• n = 6 e C1 . . . C6 = out1 . . . out6

• j = 3 e k1 = 1, k2 = 1, k3 = 2

• s = 3 e f1 out1 = perc ripple
r ripple

dove perc_ripple è il valore percentuale

del ripple ottenuto come risultato della simulazione, r_ripple è il valore

di ripple desiderato; f2 = out2 = r power
V mean

dove r_power è il valore della

tensione atteso e V_mean è il valore della tensione reale; f3 = out3 =
damp
0.015 dove damp è il fattore di dumping.

• w = 3 e h1 = 1000, h2 = 10000, h3 = 10000.
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• p1 = ok_CM che può valere 0 se il sistema lavora in CCM e 1 se lavora

in DCM; p2 = not(STAB) che vale 1 se il sistema non è stabile e 0

altrimenti; p3 = realizzabile che vale 0 se il sistema è fisicamente

realizzabile e 0 altrimenti.

Si può inoltre verificare che:

1. out_{i} < 1 ⇒ RISULTATO OK

2. out_{i} = 1 ⇒ RISULTATO RICHIESTO

3. out_{i} > 1 ⇒ RISULTATO NON OK

per i = 1 . . . 3.

Pertanto, avendo raggruppato nell’unica usita out i risultati della fitness, nel

caso atteso accade che

out =
out1 + out2 + out3 + out4 + out5 + out6

6
=

1 + 1 + 2 + 0 + 0 + 0

6

L’algoritmo di ottimizzazione potrebbe, tuttavia, restituire valori migliori in-

feriori a quello auspicato, valori peggiori e dunque maggiori di quello atteso e

potrebbe non riuscire ad ottimizzare affatto la funzione di fitness nel caso in

cui non sia verificata anche soltanto una delle condizioni imposte dalle funzioni

di penalità.

5.8 Tests

In questa sezione si verifica la correttezza funzionale del circuito progettato e

si valutano le prestazioni ottenute mediante l’intervento dello PSOA opportu-

namente modificato.
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5.8.1 Modifiche apportate allo PSOA

Dato un qualsiasi problema di ottimizzazione, possiamo pensare all’insieme

delle possibili soluzioni di quel problema come ad una popolazione di indi-

vidui soluzioni.

All’interno dello PSOA ogni individuo è definito come l’insieme delle caratter-

isiche o dei valori di variabili capaci di fornire una soluzione al problema dato.

Quindi, la popolazione che rappresenta i nostri agenti artificiali, dovrà mini-

mizzare la funzione di fitness passata come parametro d’ingresso all’algoritmo

PSO.

Come anticipato nel capitolo III, lo PSOA utilizza dei parametri da settare. La

modifica apportata nell’implementazione dell’algoritmo interviene sul parametro

relativo al fattore di inerzia, ω, mentre agli altri due parametri, i pesi c1 e c2,

si attribuiscono i valori comunemente utilizzati in letteratura[44] Piú precisa-

mente è stata introdotta una procedura che consente l’autosetting del fattore

d’inerzia in modo da evitare l’intervento puntuale da parte dell’utente, per

garantire la globalità della ricerca della soluzione.

5.8.2 Procedura di variazione del fattore di inerzia

Il fattore di inerzia ω influenza l’ampiezza dell’area di ricerca del valore min-

imo della funzione di fitness. Infatti può accadere che, durante l’esecuzione

dell’algoritmo, la funzione di fitness si stabilizzi su un valore per alcune iter-

azioni. La procedura di autosetting prevede l’aumento del valore del fattore di

inerzia, in seguito allo stazionamento della funzione nello stesso punto per un

numero di iterazioni prestabilito. L’aumento del valore del fattore di inerzia

comporta un ampliamento della regione di ricerca, in modo da favorire un pos-

sibile aggiornamento del valore della funzione di fitness. Se tale aggiornamen-

to non si riscontra in un prefissato numero di iterazioni, viene ulteriormente

incrementato il valore di ω. Dunque si può verificare che:

• La funzione di fitness permane nello stesso valore per le successive iter-
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azioni fino alla fine dell’esecuzione del programma, malgrado l’autoset-

ting del fattore ω.

• La funzione di fitness si riduce. In questa circostanza il valore di ω viene

ridotto al fine di restringere l’area di ricerca per accertare la globalità

del minimo trovato.

Le variazioni del fattore di inerzia sono state concepite in modo che esso

si riduca molto più lentamente di quanto sia stato incrementato, in modo da

evitare che la funzione di fitness finisca in un inutile loop di ricerca.

5.8.3 Risultati ottenuti

Per asservire lo PSOA alle nostre esigenze di progetto, è stato implementato

un programma di training, il trainPSO, che addestra lo PSOA a restituire

i valori ottimi di dimensionamento dei componenti compatibilmente con le

specifiche richieste.

Con il comando

trainPSO(maxt,npop,’file_name’,mode)

si avvia la ricerca dei valori ottimi di induttanza L e di capacità C, sta-

bilendo il massimo numero di iterazioni del programma (maxt) e il numero di

individui della popolazione (npop). Inoltre è possibile scegliere di analizzare

il caso ideale o il caso reale assegnando al parametro mode rispettivamente il

valore 0 oppure 1. Il parametro file_name fa riferimento alla locazione in cui

verranno memorizzati i valori di L e di C restituiti dallo PSOA, nonchè varie

informazioni sulla sua escuzione (andamento della fitness, andamento del peso

d’inerzia, etc.). Nella funzione trainPSO vengono, inoltre, impostati i range di

ricerca per L e C rappresentanti il sottospazio in cui lo PSOA dovrà operare.

Inoltre in trainPSO vengono selezionati i parametri di progetto che rappre-

sentano i constraints dell’algoritmo. Tali parametri sono:
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• il valore di ripple massimo richiesto sulla tensione di uscita espresso in

percentuale (1%).

• il valore della tensione d’uscita ( e quindi il rendimento richiesto) in Volt

(6V, 100%).

• la modalità CCM o DCM di funzionamento (CCM).

• la tensione di alimentazione in Volt (12V).

• il valore della resistenza di carico in Ohm (10Ω).

• il valore della resistenza interna (in Ohm) dei MOSFET utilizzati (2Ω).

• il periodo del segnale PWM in secondi(0.001).

• il Duty cycle del PWM in percentuale(50%).

Impostati questi valori, lo PSOA ottimizza la funzione di fitness e restituisce

i valori di induttanza e di capacità per un dimensionamento ottimale.

Il trainPSO consente inoltre di

• verificare le prestazioni ottenute visualizzando l’andamento della fitness

e il comportamento del fattore di inerzia,

• analizzare l’andamento della corrente sull’induttanza e della tensione

d’uscita.

È stato poi implementato un programma, report, che sintetizza i dati di

progetto riepilogando le performances esibite dal circuito ottimizzato.

Sono stati condotti diversi esperimenti per controllare la bontà dei risultati

conseguiti confrontando puntualmente il dimensionamento automatico con

quello classico. A titolo d’esempio abbiamo riportato l’esito di due simu-

lazioni eseguite rispettivamente con i valori forniti dal dimensionamento real-

izzato secondo la 5.6 e la 5.7, avendo posto L = 12Lc,fc = 1
15f , e con i valori

restituiti dallo PSOA.
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RISULTATI OTTENUTI CON IL DIMENSIONAMENTO CLASSICO

Soluzione PSOA [L , C]

xg =[0.0300 0.0006]

Frequenza PWM [Hz]

1000

DATI CAPACITÀ Capacit PSOA [F]

5.9710e-004

Valore Capacit in commercio in [F]

5.6000e-004

ESR [ohm]

0.0398

Tensione massima di esercizio [V]

25

Induttanza parassita [H]

4.5233e-005

DATI INDUTTORE Induttanza [H]

0.0300

Modello ferrite: FT-114 J(75) mix Filo AWG - 24

Lunghezza filo in [m] 0.0707

Numero Spire

4

Numero Layer

1

Fisicamente realizzabile ESR

5.5351e-004

Capacit parassita [F]

6.9711e-012

PERFORMANCE CIRCUITO

t0 = 0.5

Percentuale ripple su Vout

1.2216

Damping factor [s]

0.25

Rendimento [%]

89.2937



5.8. Tests 183

RISULTATI OTTENUTI CON IL DIMENSIONAMENTO AUTOMATICO

Soluzione PSOA [L , C]

xg = [0.3937 0.0012]

Frequenza PWM [Hz]

1000

DATI CAPACITA’

Capacità PSOA [F]

0.0012

Valore Capacità in commercio in [F]

0.0012

ESR [ohm]

0.0186

Tensione massima di esercizio [V]

25

Induttanza parassita [H]

2.1109e-005

DATI INDUTTORE Induttanza [H]

0.3937

Modello ferrite: FT-114 J(75) mix Filo AWG - 24

Lunghezza filo in[m] 0.2580

Numero Spire

12

Numero Layer

1

Fisicamente realizzabile

ESR

0.0020

Capacità parassita [F]

7.7732e-012

PERFORMANCE CIRCUITO

t0 = 0.4355

Percentuale ripple su Vout

0.0911

Damping factor [s]

0.1089

Rendimento [%] 95.2263
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Nelle figure 5.37 e 5.38 sono riportati i grafici relativi al comportamento

della tensione in uscita e della corrente sull’induttore in entrambi i casi di

dimensionamento.

Come si può notare, il dimensionamento manuale comporta delle oscillazioni

nei segnali d’uscita che nel dimensionamento automatico non riscontriamo e,

inoltre, un valore di ripple superiore per entrambi i segnali d’uscita.
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Figura 5.37: Tensione d’uscita e corrente sull’induttore

nel caso di dimensionamento manuale.
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Lo PSOA è stato lanciato con la seguente linea di comando:

\trainPSO(30, 6,’ 0105.m’, 1)

su un Personal Computer con PENTIUM IV 2,80GHz e 1.24 GB di RAM e ha

richiesto circa 15 minuti di computazione. I risultati dell’ottimizzazione sono

riportati nelle figure 5.39 e 5.40.

Nelle figg.?? si illustra l’andamento del valore di fitness all’aumentare delle

iterazioni ed il relativo valore del fattore d’inerzia. Dai due grafici si evince che

lo PSOA ha individuato un minimo globale già a partire dalla 20a iterazione.

La fig?? illustra, invece, le prestazioni del circuito in caso di carico vari-

abile. Nel caso di carico ohmico-capacitivo, il valore attribuito alla capacità

coincide con il valore della capacità dell’elemento filtro L-C, in modo da real-

izzare la condizione peggiore di funzionamento. Similmente nel caso di carico

resistivo-induttivo il valore dell’induttanza coincide con quello della L dell’ele-

mento L-C. In entrambi i casi il sistema risponde rispettando le specifiche di

progetto, tranne che per il valore di tensione in uscita per il caso resistivo-

induttivo, in cui l’ucita è più bassa. Le simulazioni in questo caso sono state
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Figura 5.38: Tensione d’uscita e corrente

sull’induttore nel caso di dimensionamento

automatico.
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eseguite in Spice, utilizzando i dati forniti dallo PSOA. In fase di sperimen-

tazione si è riscontrato che la prestazione relativa al fattore di dumping non

è mai quella auspicata. Ciò lascia supporre che l’obiettivo fattore di dumping

sia in contrasto con gli altri goals in esame. Di qui nasce la necessità di rivis-

itare il problema in termini di ottimizzazione multiobiettivo come esposto nel

Capitolo V.
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Capitolo 6

APPLICAZIONE DI ALGORITMI DI

OTTIMIZZAZIONE MULTIOBIETTIVO AL

DIMENSIONAMENTO DI CIRCUITI

SWITCHING

6.1 Cenni sull’ottimizzazione multiobiettivo

Il problema dell’ottimizzazione multiobiettivo può essere formulato nel seguente

modo: trovare un vettore delle variabili di decisione (nell’applicazione il vet-

tore delle L e C) che soddisfi i vincoli e ottimizzi un vettore di funzioni i cui

elementi rappresentano le funzioni obiettivo (nell’applicazione le prestazioni

del circuito in termini di fattore di dumping, ripple, tensione in uscita). Tali

funzioni rappresentano esigenze generalmente in contrasto l’una con l’altra e,

quindi, ottimizzare in realtà significa trovare una soluzione che fornisca, per

ciascuna di esse, un valore accettabile al progettista.

La formulazione matematica del problema multiobiettivo può essere del tipo

seguente:

min(f1(x)f2(x) . . . fk(x))⊤ (MOP ) (6.1)
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ove k ≥ 2 e fi : R
n → R, per i = 1, . . . , k.

Chiameremo R
k spazio degli obiettivi e R

n spazio delle variabili di decisione.

Un vettore x ∈ R
n sarà pertanto un vettore di decisioni mentre z ∈ R

k un

vettore di obiettivi. Indicheremo, inoltre, con f(x) il vettore delle funzioni

obiettivo (f1(x)f2(x) . . . fk(x))⊤ e con Z = f(F) l’immagine della regione am-

missibile F nello spazio degli obiettivi (vedi figura6.1) e cioè

Z = f(F) = z ∈ R
k: ∃x ∈ F, z = f(x).

Figura 6.1: Regione ammissibile nello spazio degli obiettivi.

In particolare diremo che un vettore di obiettivi z ∈ R
k è ammissibile

quando risulti z ∈ Z.

Quello che vogliamo fare è minimizzare tutte le funzioni obiettivo simultanea-

mente. Se non ci fossero conflitti tra le funzioni obiettivo, una soluzione banale

al problema sarebbe quella ottenibile risolvendo separatamente k problemi di

ottimizzazione (uno per ogni funzione obiettivo). Non sarebbe pertanto nec-

essario applicare nessuna tecnica specifica di soluzione. Per evitare il sorgere

di tale caso banale, supporremo che le funzioni (f1(x)f2(x) . . . fk(x)) siano,

almeno in parte, in contrasto tra loro.



6.1. Cenni sull’ottimizzazione multiobiettivo 191

6.1.1 Ottimalità secondo Pareto

Per poter definire l’ottimo di un problema di programmazione multiobiettivo,

è necessario introdurre il concetto di non inferiorità, chiamata anche ottimo

di Pareto.

Una soluzione accettabile per un problema di programmazione multiobiettivo

viene definita non inferiore quando non esiste nessun altra soluzione ammissi-

bile che generi un miglioramento di una delle funzioni obiettivo senza causare

un peggioramento in almeno una delle altre funzioni obiettivo. Pi’u rigorosa-

mente possiamo adottare la definizione proposta per la prima volta da Edge-

worth nel 1881 e successivamente ripresa da Vilfredo Pareto nel 1896 [45] che

la approfond́ı ulteriormente.

definizione 6.2. Dati due vettori z1,z2 ∈ R
k , diciamo che z1 domina z2

secondo Pareto (z1≤P z2) quando risulta

• z1
i ≤ z2

i per ogni i = 1 . . . k

• z1
j < z2

j per almeno un indice j ∈ (1, . . . , k).

La relazione binaria ≤P è un ordinamento parziale (non riflessivo) nello

spazio delle k-uple di numeri reali. Sfruttando la relazione ≤P possiamo dare

la definizione di ottimalità secondo Pareto.

definizione 6.3. Un vettore di decisioni x∗ ∈ F è un ottimo di Pareto se non

esiste un’altro vettore x ∈ F tale che:

f(x) ≤P f(x∗)

Corrispondentemente diremo che un vettore di obiettivi z∗ ∈ Z è ottimo

secondo Pareto quando non esiste un altro vettore z ∈ Z tale che

z ≤P z∗. Quindi se ci troviamo in un punto ottimo secondo Pareto e vogliamo

ulteriormente diminuire il valore di una o più funzioni obiettivo dobbiamo

essere disposti ad accettare un conseguente aumento in alcune (o tutte) le

rimanenti funzioni del problema. In tal senso possiamo affermare che, nello
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spazio degli obiettivi, gli ottimi di Pareto sono punti di equilibrio che si trovano

sulla frontiera dell’insieme Z.

definizione 6.4. Diciamo frontiera effciente l’insieme degli ottimi di Pareto

del problema Frontiera efficiente (MOP)

Se le funzioni obiettivo del problema (MOP) sono continue su un aperto

Ω ⊃ F, sappiamo che punti interni di F vengono trasformati in punti interni

di Z. In tal caso potremmo dunque ridurci a cercare i punti ottimi (secondo

Pareto) sulla frontiera della regione ammissibile F.

In altre parole, ogni ottimo di Pareto del problema (MOP) è un punto vinco-

lato.

La definizione di ottimo secondo Pareto è ovviamente, una definizione di ot-

timo globale dato che si richiede la validità di una certa proprietà su tutto

l’insieme ammissibile del problema (MOP). È evidentemente possibile, però,

dare una definizione di ottimo locale secondo Pareto.

definizione 6.5. Un vettore di decisioni x∗ ∈ F è un ottimo locale di Pareto

se esiste un numero δ > 0 tale che x∗ è ottimo secondo Pareto in F
⋂

B(x∗, δ).

In figura 6.2 si riportano gli ottimi globali e locali di Pareto per un insieme

Z.



6.1. Cenni sull’ottimizzazione multiobiettivo 193

Figura 6.2: Ottimi locali e globali di Pareto
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6.6 Condizioni di Ottimalità

È bene ribadire il fatto che nell’ ambito della programmazione vettoriale es-

istono vari modi di definire il concetto di ottimalità. Questo dipende dal fatto

che nello spazio delle k-uple di numeri reali non esiste nessun ordinamento

completo. D’altra parte, esistono molteplici modi di definire un ordinamento

parziale tra le k-uple. Ciascuno di questi ordinamenti parziali induce una dif-

ferente definizione di ottimalità. Nella sezione precedente abbiamo visto come,

sfruttando la relazione ≤P sia possibile definire un ordinamento parziale su R
k

e conseguentemente il concetto di ottimo secondo Pareto. Tuttavia, è possi-

bile dotare R
k di altri ordinamenti parziali e quindi dare altre definizioni di

ottimalità per il problema (MOP).

Abbiamo dato delle definizioni fondamentali della programmazione multiobi-

ettivo. In particolare, dato che lo spazio delle k-uple di numeri reali è solo

parzialmente ordinato,bisogna definire cosa si intende per minimo di un vet-

tore di funzioni. Abbiamo visto che le definizioni di ottimo e di ottimo debole

secondo Pareto non sono le uniche che è possibile dare. Per avere una carat-

terizzazione analitica dei punti di ottimo secondo Pareto si rimanda al testo

[46] citato in bibliografia.

6.7 Metodi di soluzione

Generare le soluzioni ottime secondo Pareto costituisce una parte essenziale

della programmazione vettoriale ed anzi, matematicamente parlando, nella

maggior parte dei casi, il problema (P) si considera risolto una volta che sia

stato individuato l’insieme degli ottimi di Pareto. Tuttavia, non sempre ci si

può accontentare semplicemente di aver trovato l’insieme degli ottimi secondo

Pareto. Alcune volte è infatti necessario ordinare tutte le soluzioni trovate e

quindi selezionare la migliore rispetto a tale ordinamento. Per questo motivo

abbiamo bisogno di un decisore cioè di qualcuno che ci dica, in base alle sue

preferenze, come ordinare l’insieme degli ottimi di Pareto del problema (P).
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In base al ruolo svolto dal decisore nella strategia di soluzione del proble-

ma, i metodi risolutivi della programmazione multiobiettivo vengono spesso

suddivisi in quattro grandi categorie.

• Metodi senza preferenze nei quali il decisore non ha nessun ruolo e si

considera soddisfacente l’aver trovato un qualunque ottimo di Pareto.

• Metodi a priori nei quali il decisore specifica le sue preferenze prima che

abbia inizio il processo risolutivo. In base alle informazioni avute dal

decisore viene direttamente trovata la soluzione ottima migliore, senza

dover dunque generare tutti gli ottimi di Pareto.

• Metodi a posteriori nei quali si genera l’insieme di tutti gli ottimi di

Pareto e poi lo si presenta al decisore che sceglie la soluzione per lui

migliore. Tra i metodi a posteriori annoveriamo il metodo dei pesi che è

il più usato nel campo della programmazione multiobiettivo, principal-

mente per la sua semplicità formale.

L’idea alla base del metodo consiste nel trasformare il problema dell’ot-

timizzazione vettoriale in un problema scalare, generando una funzione

della forma:

min

k
∑

i=1

wifi(x) (6.2)

dove i coefficienti wi ∈ R
k rappresentano l’importanza relativa delle di-

verse funzioni obiettivo. Poiché i risultati che si ottengono risolvendo

un problema di programmazione multi obiettivo attraverso la 6.2 pos-

sono cambiare in modo significativo al variare dei coefficienti di peso, è

necessario, solitamente, risolvere lo stesso problema utilizzando diverse

impostazioni per i valori di wi.

È da notare come i coefficienti di peso non riflettano proporzionalmente

l’importanza relativa dei diversi obiettivi, ma siano solamente fattori

che, quando vengono variati, modificano la posizione del risultato del-

l’ottimizzazione. La posizione della soluzione, infatti, non dipende solo
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dai valori dei wi ma anche dalle unità in cui le funzioni obiettivo sono

espresse: se si vuol far s̀ı che i valori di wi riflettano strettamente l’im-

postanza degli obiettivi è necessario che tutte le funzioni siano espresse

da valori numericamente simili.

• Metodi interattivi nei quali il decisore specifica le sue preferenze mano a

mano che l’algoritmo procede, guidando in tal modo il processo risolutivo

verso la soluzione per lui più soddisfacente.

Al di là di questa distinzione, tutti i metodi di soluzione per la program-

mazione multiobiettivo si basano sulla medesima idea di fondo, ovvero quella

di trasformare il problema originario in uno con una sola funzione obiettivo.

La tecnica mediante la quale si ottiene il problema mono obiettivo a partire

dal problema (P) è nota come scalarizzazione.
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6.8 Gli algoritmi

Un’interessante varietà di metodi stocastici è disponibile in letteratura per

l’ottimizzazione multiobiettivo secondo Pareto [47, 48, 49, 50, 51, 52, 53] e un

approfondito studio dello stato dell’arte si può trovare in [54].

Prima di entrare nei dettagli della descrizione degli algoritmi riportiamo in

figura 6.3 una classificazione schematica dei principali algoritmi di ricerca.

Figura 6.3: Classificazione degli algoritmi.

In fig 6.4 sono indicati gli acronimi con i relativi significati degli algoritmi

schematizzati.

Figura 6.4: Acronimi degli algoritmi schematizzati.

6.8.1 Pareto Gradient Based Algorithm (PGBA)

È possibile approssimare il fronte di Pareto (POF) mediante una ricerca de-
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terministica. La sequenza logica delle operazioni del PGBA è mostrata in

tabella.

Pur fornendo una strategia molto semplice ed immediata, il rischio di rimanere

intrappolati in un minimo locale è molto elevato. Pertanto è preferibile utiliz-

zare il PGBA come seconda parte di una strategia di ricera ibrida stocastico-

deterministica e globale-locale.

Sequenza delle operazioni del PGBA

Begin

Costruire una popolazione random di partenza di npop individui

Computare tutti gli npop × M valori iniziali degli obiettivi

Costruire una distribuzione uniforme di npop × M pesi

Costruire delle funzioni scalarizzate con pesi differenti

Lanciare npop ricerche deterministiche con differenti funzioni scalarizzate

End

6.8.2 Non-dominated Sorting Evolution Strategy Algorithm (NS-

ESA)

Quest’algoritmo deriva dall’NSGA di Shrinivas e Deb [55, 56, 57, 58] dal punto

di vista della struttura generale. Le differenze risiedono principalmente nella

strategia di assegnazione della fitness e negli operatori evoluzionistici: gener-

azione, mutazione, e annealing dell’algoritmo ES(1+1) (si veda il capitolo III).

Come è possibile notare in figura 6.5 l’algoritmo consiste in tre passi :

• PRIMO PASSO. Si genera casualmente una popolazione iniziale di

individui nel dominio dello spazio di ricerca.

• SECONDO PASSO. Si classificano gli individui in intervalli di pare-

to. Questo significa applicare prima il criterio della regione dominante

all’intera popolazione, raccogliando cośı tutti gli individui non dominati

in un primo fronte. Poi si rimuovono questi individui dalla popolazione

e si riapplica lo stesso criterio per ottenere il secondo fronte e cośı via.
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Figura 6.5: Schema generale dell’NSESA .
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• TERZO PASSO. Si assegna a ciascun individuo un valore di fitness.



6.8. Gli algoritmi 201

6.8.3 Pareto Evolution Strategy (PESTRA)

Il PESTRA è un algoritmo molto semplice che consiste in un ES(1+1) in cui

ogni nuovo vettore di progetto è accettato se esso domina, nel senso di Pareto,

il genitore.

Partendo da una popolazione iniziale di individui, che spaziano nella regione

di ammissibilità in modo casuale, viene applicato a ciascun individuo il crite-

rio summenzionato. Il risultato consiste in una popolazione finale che fornisce

una prima approssimazione del fronte ottimo di Pareto.

Il vantaggio principale di questo metodo risiede nel ridotto costo computazionale

non in termini di numero di valutazioni della funzione obiettivo benśı in termi-

ni di complessità dell’algoritmo, nel senso che non è piú necessario ordinare la

popolazione corrente in intervalli di Pareto e assegnare quindi un’ accettabile

fitness agli individui di ogni intervallo. In figura 6.6 è riportato uno schema

semplificato del PESTRA.

6.8.4 Multi Directional Evolution Strategy Algorithm (MDESTRA)

Un’altra semplice strategia è illustrata in :

Sequenza delle operazioni dell’MDESTRA.

Begin

Costruire una popolazione di partenza di npop individui

Costruire una distribuzione uniforme di pesi dell’M-cubo unitario con npop

valori

Costruire npop formulazioni scalari usando i vettori dei pesi precedente-

mente definiti

Lanciare npop ricerche ES indipendenti

End

Si tratta di un algoritmo simile al PGBA in termini di molteplici direzioni

di ricerca anche se la ricerca deterministica è sostituita da una stocastica.
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Figura 6.6: Schema generale dell’Algoritmo PESTRA.



6.9. Applicazioni al Buck converter 203

6.9 Applicazioni al Buck converter

Come anticipato nel precedente capitolo, il fattore di dumping costituisce un

obiettivo in contrasto con tutte le altre performance richieste al circuito. Per-

tanto abbiamo tentato un’ottimizzazione multiobiettivo, rielaborando la fun-

zione obiettivo. Nella rivisitazione del problema introduciamo un vettore di

funzioni di fitness, di due componenti. La prima componente è una funzione di

fitness che fa riferimento al solo fattore di dumping, la seconda componente è

una funzione di fitness che comprende tutte le altre performance del sistema.

Tale vettore è stato ottimizzato utilizzando un algoritmo di proprietà della

STMicroelectronics, il MOPS-MO-DB-MOEA.

6.9.1 Applicazione dell’ottimizzazione multiobiettivo

Il MOPS-MO-DB-MOEA è un algoritmo che minimizza la funzione obiettivo

seguendo i criteri del DE. È stato implementato dal dott.Marco Farina, ingeg-

nere della ST [59, 60, 61]

L’algoritmo ha lavorato tra gli stessi intervalli di ricerca imposti allo PSOA e

le stesse specifiche di progetto, come si può verificare confrontando il listato

main riportato in Appendice C. Utilizzando una popolazione di 20 individui,

ha realizzato 100 iterazioni per ogni punto trovato, corrispondente alla coppia

(L, C) di valori ottimali di induttanza e di capacità. Imposta dall’utente la

ricerca di un Fronte di Pareto di non oltre 150 punti, l’algoritmo ha individua-

to 88 punti non dominati. In figura 6.7 è illustrato il Fronte di Pareto generato

al termine di una simulazione Matlab durata 161 ore, 24 minuti, 26 secondi.

Le simulazioni in Matlab 6.5 sono state effettuate su una workstation HP con

processore Intel Xeon da 3GByte di RAM.

Come possiamo notare in figura 6.7 il fronte presenta un andamento a gradini.

• i punti appartenenti alla regione a sinistra di (1,1)(REGIONE WORST
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Figura 6.7: Fronte di Pareto generato dall’algoritmo .
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CASE OTHERS) corrispondono a coppie (L,C) che ottimizzano in par-

ticolare il fattore di dumping rispetto agli altri obiettivi

• il punto (1,1)(REGIONE GLOBAL OPTIMUM) è quello relativo all’ot-

timizzazione globale di tutti gli obiettivi

• i punti a destra di (1,1)(REGIONE WORST CASE DUMPING) priv-

ilegiano l’ottimizzazione di tutti gli altri obiettivi rispetto al fattore di

dumping.
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6.10 Risultati e commenti

Proponiamo una tabella in figura 6.8 di confronto dei risultati conseguiti con

l’ottimizzazione monobiettivo e multiobiettivo.

Figura 6.8: Tabella dei valori ottimizzati.

Nella seconda colonna sono riportati i valori ottenuti con l’ottimizzazione

monobiettivo dello PSOA. Nelle colonne successive sono illustrati invece i risul-

tati ottenuti rispettivamente utilizzando i punti del fronte di Pareto nel caso

peggiore per il fattore di dumping,(REGIONE WORST CASE DUMPING),

nel caso peggiore per tutti gli altri obiettivi (REGIONE WORST CASE OTH-

ERS) e in uno degli ottimi individuati sul fronte (REGIONE GLOBAL OP-
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TIMUM).

Anche nei casi indicati come peggiori nel fronte di Pareto, le simulazioni ev-

idenziano dei risultati complessivamente soddisfacenti come si può verificare

dalle figure 6.11, 6.9, 6.10.
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Figura 6.9: Andamenti della tensione e della corrente nel caso peggiore per il

fattore di dumping.

Ricordiamo che tra le specifiche richieste figura un fattore di dumping

minore di 0.015. Come si può notare dai grafici riportati il dumping è di gran

lunga inferiore a quello richiesto, anche se a discapito del valore di ripple,

leggermente più alto.
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Figura 6.10: Andamenti della tensione e della corrente nel caso peggiore per

gli altri obiettivi.
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Figura 6.11: Andamenti della tensione e della corrente in un caso di ottimo

globale.
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Capitolo 7

CONCLUSIONI E FUTURE AIMS

In questa tesi è stato sviluppato lo studio di alcuni algoritmi per l’ottimiz-

zazione delle prestazioni dei circuiti Buck converter mediante il dimension-

amento automatico dei componenti induttore L e capacità C tenendo conto

della presenza di parametri parassiti. L’obiettivo è stato quello di pervenire

ad un algoritmo che possieda le seguenti caratteristiche:

• basso peso computazionale, soprattutto in termini di numero di val-

utazioni delle funzioni da ottimizzare e quindi basso tempo di com-

putazione;

• garanzia della correttezza dei risultati alla luce del significato fisico delle

grandezze in gioco;

• possibilità di modificare l’obiettivo dell’ottimizzazione, tenendo conto

della molteplicità dei parametri di prestazione di un circuito Buck.

Allo scopo di perseguire questi obiettivi, dopo avere analizzato vari algoritmi

classici di ottimizzazione, si è deciso di orientarsi verso l’utilizzo di algoritmi

evolutivi, in particolare dello PSOA.

I risultati ottenuti hanno evidenziato un miglioramento notevole, in termini

di prestazioni del circuito progettato, rispetto ai metodi classici di dimension-

amento.
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Per migliorare ulteriormente tali risultati si è ricorso anche all’uso di tecniche

di ottimizzazione multiobiettivo che hanno evidenziato una maggiore accu-

ratezza nel soddisfare i constraints.

Le proposte di estensioni future dell’argomento di questa tesi si orientano

verso diverse direzioni. Le conclusioni ricavate consigliano di realizzare una

fase di sviluppo di algoritmi di ottimizzazione operanti su componenti discreti,

in modo da consultare in fase di progettazione, direttamente i database delle

aziende produttrici piuttosto che i cataloghi.

Può essere interessante una modellazione particolareggiata di induttori su fer-

rite, tenendo conto degli elementi di dissipazione e delle condizioni di satu-

razione, approdando ad una fase di realizzazione vera e propria dei sistemi

presentati per verificare sul campo la correttezza dei risultati ottenuti.

È altres̀ı utile una generalizzazione del progetto considerando l’implemen-

tazione e l’ ottimizzazione del sistema completo di controllo per suggerire una

strada che cosenta il passaggio da un ambito di ricerca ad un proficuo inseri-

mento sul mercato, per il quale la rapidità di progetto, la facile integrabilità

ed il basso costo sono requisiti essenziali.
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APPENDICI

8.1 Appendice A:

Effetto pelle e di prossimità

Nella stima della resistenza elettrica esibita da un conduttore al passaggio

della corrente, si presume che la corrente si distribuisca in modo uniforme su

tutta la sezione del conduttore. lavorando a frequenze relativamente elevate è

indispensabile considerare due fenomeni:

• l’effetto pelle. Tale fenomeno comporta che le zone piú interne del

conduttore presentino una reattanza maggiore di quelle periferiche, per-

tanto la distribuzione della corrente nella sezione del conduttore non sarà

omogenea e si avranno densità di corrente maggiori in prossimità della

superficie.

• l’effetto di prossimità. È dovuto al campo generato dai conduttori

adiacenti. Anch’esso contribuisce ad una distribuzione tutt’altro che

uniforme della corrente. Ci troviamo nella situazione di non usare tutta

la sezione del conduttore, pertanto il valore di resistenza, in regime di

corrente continua, dovrà essere corretto.
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Una soluzione che ci consente di limitare questo fenomeno, e quindi virtual-

mente di contenere l’aumento della resistenza, èl’utilizzo di conduttori il cui di-

ametro sia sufficientemente piccolo in relazione alla profondità di penetrazione

della corrente, tanto da rendere l’aumento della resistenza alla frequenza di

lavoro mediamente al di sotto dell’1-5%.
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8.2 APPENDICE B: TABELLE(Toroidi, Condensatori)

P.O. Box 15102, Santa Ana, CA 92735-0102 • TEL: (714) 547-4446 • FAX: (714) 547-4433
www.cwsbytemark.com • www.coilws.com • www.bytemark.com

2-51

FERRITE MATERIAL J (µ i 5000 ± 20%)

Primary Characteristics
Saturation flux density - gausses 4300 (at15

oersted, 25°C) (430 mT)

Coercive force - oersted  . . . . . . . . .0.1 (3A/m)

Curie temperature  . . . . . . . . . . . . . . . . . .140°C

Disaccommodation factor  . . . . . . . .<2.5 x 10-6

High permeability, low core loss

Applications
Low level power conversion equipment

Pulse transformers and linear transformers

Broadband transformers

Common-mode power chokes

Ground-fault interupters

Available Core Shapes
Toroids, E Cores, Pot cores, RM cores
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Figura 8.1: Toroidi.
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Segue una tabella di valori di capacità [mF],Tg(d),e tensione d’esercizio

corrispondente [V].

% ESR=tg(delta)/(omega*C) omega=2*pi*f0

% C Tg(d) V

tableC_temp=[1 0.09 63

1.5 0.12 35

2.2 0.08 100

3.3 0.09 63

4.7 0.08 100

6.8 0.12 40

10 0.08 100

15 0.08 100

18 0.1 50

22 0.08 100

27 0.14 25

33 0.08 100

39 0.14 25

47 0.08 100

56 0.14 25

68 0.08 100

82 0.14 25

100 0.07 100

120 0.14 25

150 0.07 100

180 0.16 16

220 0.08 100

270 0.068 35

330 0.08 63

390 0.068 25
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450 0.17 450

470 0.08 63

550 0.17 250

560 0.14 25

680 0.08 63

820 0.14 25

1000 0.08 63

1200 0.16 16

1500 0.11 63

1800 0.14 25

2200 0.13 63

2400 0.16 450

2500 0.22 100

2700 0.16 25

3100 0.16 450

3300 0.18 25

3600 0.16 450

3900 0.18 25

4000 0.22 100

4100 0.33 50

4700 0.2 25

5600 0.24 16

6000 0.33 40

6800 0.24 25

8200 0.3 16

10000 0.34 16];
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8.3 APPENDICE C : Listati dei programmi Matlab per

l’ottimizzazione multiobiettivo

8.3.1 Simulazione del circuito ideale

function

[out,X,tf,sysON,STAB,damp]=buck_ideal(Vdc,R,L,C,duty,T,displ)

warning off; t=0; delta=duty*T; k=0; tf=0; pwm=0; out=[0 ; 0];

X=[0;0;0;0];

Aon=[-1/(R*C) 1/C; -1/L 0]; Bon=[0 ; 1/L]; Con=[1 0;0 1]; Don=0;

sysON=ss(Aon,Bon,Con,Don);

%sysOFF=ss(Aoff,Boff,Coff,Doff);

X0=[0 ; 0];

%X0on = [0 ; 0; 0; 0];

poles_sys=pole(sysON);

damp=4.6/min(abs((real(poles_sys)))); t0=2*damp;

%res=T/100;

pos_real=real(poles_sys)>0; q_pos_real=find(pos_real==1);

if size(q_pos_real,1)~=0

STAB=0;
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else

STAB=1;

end; STAB;

[sig]=prova_pwm(Vdc,t0,T);

temp0=linspace(0,t0,1000*ceil(t0/T));

[out,t_0,X]=lsim(sysON,sig,temp0,X0);

tf=t_0; out=out’; if displ ==1 figure(2) close all disp(’finito’)

plot(t_0,out(1,:),’r’); hold on plot(t_0,out(2,:),’b’); hold on

plot(t_0,sig,’g’) figure(3) plot(t_0,X) end

8.3.2 Simulazione del circuito reale

function[out,X,tf,sysON,STAB,damp]=

buck_real_r(Vdc,R,Rc,Rl,Ron,L,C,Lc,Cl,duty,T,displ)

% clear all

% close all

% clc

warning off;

%STAB=1;

t=0;

%duty=0.5;
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%T=1e-3;

delta=duty*T;

%res=1e-4;

k=0; tf=0; pwm=0; out=[0 ; 0]; X=[0;0;0;0];

%valori dei componenti del circuito

%Vdc=12; %[V]

%R=10; %[ohm]

%C=220e-6; %[farad]

%L=25e-3; %[henry]

t_lc = Lc*((Ron/R)+1); Req = Ron + (Ron*Rc)/R + Rc; K_lc =

Lc/(R*t_lc);

Aon=[0 0 0 1/C; 0 -Rl/L 1/L 0; 0 -1/Cl -K_lc/Cl

(1/Cl)*(1-K_lc*Req+Rc/R);-1/Lc 0 -1/t_lc -Req/t_lc]; Bon=[0; 0;

K_lc/Cl; 1/t_lc]; Con=[0 0 -Lc/t_lc -(Lc*Req/t_lc)+Rc; 0 1 0 0];

Don=[Lc/t_lc; 0];

%Don=[0;0];

Aoff=Aon; Boff=[0;0;0;0]; Coff=Con; Doff=[0;0];

sysON=ss(Aon,Bon,Con,Don);
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%sysOFF=ss(Aoff,Boff,Coff,Doff);

X0=[0 ; 0; 0; 0];

%X0on = [0 ; 0; 0; 0];

poles_sys=pole(sysON);

damp=4.6/min(abs((real(poles_sys)))); t0=4*damp

%disp(t0);

%res=T/100;

pos_real=real(poles_sys)>0; q_pos_real=find(pos_real==1);

if size(q_pos_real,1)~=0

STAB=0;

else

STAB=1;

end; STAB;

%while t<t0

%fase ON

[sig]=prova_pwm(Vdc,t0,T);

temp0=linspace(0,t0,1000*ceil(t0/T));

%Vdc0=Vdc*ones(1,length(temp0));

%pwm1=ones(1,length(temp0));
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[out,t_0,X]=lsim(sysON,sig,temp0,X0);

%X0on=Xon(end,:)’;

% %fase OFF

% temp1=k*T+delta:res:(k+1)*T;

% Vdc1=Vdc*ones(1,length(temp1));

% pwm0=zeros(1,length(temp1));

%

% [OUToff,t_ca,Xoff]=lsim(sysOFF,Vdc1,temp1,X0on);

%

% X0off=Xoff(end,:)’;

% k=k+1;

%

% t=temp1(1,end);

%

% tf=[tf temp0 temp1];

%

% pwm=[pwm pwm1 pwm0];

%

% out=[out OUTon’ OUToff’];

%

% X=[X Xon’ Xoff’];

%
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%

% end

% tf=tf(2:end);

% pwm=pwm(2:end);

% out=out(:,2:end);

% X=X(:,2:end);

tf=t_0; out=out’; if displ ==1 figure(2) close all disp(’finito’)

plot(t_0,out(1,:),’r’); hold on plot(t_0,out(2,:),’b’); hold on

plot(t_0,sig,’g’) figure(3) plot(t_0,X) end

8.3.3 Valutazione della potenza

function [out]=c_power(v,t,damp,R)

epsilon=(t(2)-t(1))*2; ind_temp=find(t<(damp+epsilon) &

t>(damp-epsilon)); ind=ind_temp(1,1);

V_mean=mean(v(ind:end)); I_mean=V_mean/R;

out=V_mean*I_mean;

8.3.4 Scelta del capacitore

function [C,ESR,V]=capacitor_r(C_temp,T)

%tableC(:,1) = valori capacit [F], tableC(:,2) =

valoriESR [ohm]

% ESR=tg(delta)/(omega*C) omega=2*pi*f0

% C Tg(d) V

tableC_temp=[1 0.09 63
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1.5 0.12 35

2.2 0.08 100

3.3 0.09 63

4.7 0.08 100

6.8 0.12 40

10 0.08 100

15 0.08 100

18 0.1 50

22 0.08 100

27 0.14 25

33 0.08 100

39 0.14 25

47 0.08 100

56 0.14 25

68 0.08 100

82 0.14 25

100 0.07 100

120 0.14 25

150 0.07 100

180 0.16 16

220 0.08 100

270 0.068 35

330 0.08 63

390 0.068 25

450 0.17 450

470 0.08 63

550 0.17 250

560 0.14 25

680 0.08 63

820 0.14 25
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1000 0.08 63

1200 0.16 16

1500 0.11 63

1800 0.14 25

2200 0.13 63

2400 0.16 450

2500 0.22 100

2700 0.16 25

3100 0.16 450

3300 0.18 25

3600 0.16 450

3900 0.18 25

4000 0.22 100

4100 0.33 50

4700 0.2 25

5600 0.24 16

6000 0.33 40

6800 0.24 25

8200 0.3 16

10000 0.34 16];

tableC(:,1)=tableC_temp(:,1)*10e-6;

tableC(:,2)=tableC_temp(:,2)./(2*pi*1/T*tableC(:,1));

tableC(:,3)=tableC_temp(:,3);

distance=abs(tableC(:,1)-C_temp);

[d_min,d_min_index]=min(distance);

C=tableC(d_min_index,1); ESR=tableC(d_min_index,2);



8.3. APPENDICE C : Listati dei programmi Matlab per l’ottimizzazione
multiobiettivo 227

V=tableC(d_min_index,3);

8.3.5 Verifica della validità della scelta degli individui

% Bool function: this function checks if the current

individual satisfied or not bound constraints

% It returns 1 if x solution doesn’t satisfy constraints

and 0 otherwise

function[indi]=constr_PSO(x,minx,maxx)

indi=0; for i=1:size(minx,1),

if x(1,i)<minx(i,1) | x(1,i)>maxx(i,1),

indi=1;

end

end

8.3.6 funzione di fitness per il caso ideale

function[out]=

fitness_buck_ideal(x,r_ripple,r_power,current_mode,Vdc,R,Ron,duty,T)

[out,X,tf,sysON,STAB,damp]=buck_ideal(Vdc,R,x(1),x(2),duty,T,0);

[perc_ripple,abs_ripple]=ripple(out(1,:),tf,damp);

[perc_ripple_v,abs_ripple_v,V_mean]=Voutmean(out(1,:),tf,damp);

epsilon=(tf(2)-tf(1))*2; ind_temp=find(tf<(damp+epsilon) &

tf>(damp-epsilon)); ind=ind_temp(1,1);
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if current_mode==1;

pos_real=out(2,ind:end)>0;

q_pos_real=find(pos_real==0);

if size(q_pos_real,2)~=0

ok_CM=1; %non va bene

else

ok_CM=0;

end;

else

disp(’non ancora implementato’); end;

out1=(perc_ripple/r_ripple);

out2=r_power/V_mean;

out3=2*(damp/0.015);

out4=ok_CM*1000;

out5=10000*not(STAB);

out=(out1 + out2 + out3 + out4 + out5)/6;

8.3.7 Funzione di fitness per il caso reale

function
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[out]=fitness_buck(x,r_ripple,r_power,current_mode,Vdc,R,Ron,duty,T)

f0=1/T;

[C_new,Rc]=capacitor(x(2),T);

[Rl,l_filo,realizzabile]=inductor(x(1)*1000);

Lc=1/((2*pi*f0)^2*C_new);

SRF=55.97e3*exp(-1.2*log10(x(1)));

Cl=1/((2*pi*SRF)^2*x(1));

[out,X,tf,sysON,STAB,damp]=

buck_real_r(Vdc,R,Rc,Rl,Ron,x(1),C_new,Lc,Cl,duty,T,0);

[perc_ripple,abs_ripple]=ripple(out(1,:),tf,damp);

[perc_ripple_v,abs_ripple_v,V_mean]=Voutmean(out(1,:),tf,damp);

epsilon=(tf(2)-tf(1))*2; ind_temp=find(tf<(damp+epsilon) &

tf>(damp-epsilon)); ind=ind_temp(1,1);

if current_mode==1;

pos_real=out(2,ind:end)>0;

q_pos_real=find(pos_real==0);
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if size(q_pos_real,2)~=0

ok_CM=1; %non va bene

else

ok_CM=0;

end;

else

disp(’non ancora implementato’); end;

out1=(perc_ripple/r_ripple);

out2=r_power/V_mean;

out3=2*(damp/0.015);

out4=ok_CM*1000;

out5=10000*not(STAB);

out6=10000*realizzabile;

out=(out1 + out2 + out3 + out4 + out5 + out6)/6;

8.3.8 Progetto dell’induttore

function [Rl,l_filo,realizzabile]=inductor(L)

% realizzabile = 0 se fisicamente realizzabile altrimenti 1

realizzabile =0;
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%Dati ferrite

% modello FT-114 J(75) mix

%diametro esterno [cm]

d_ext=2.9;

%diametro interno [cm]

d_int=1.9;

%spessore [cm]

tkh=0.749;

% Al mH/1000 spire

Al=3170;

%Dati filo

% modello AWG - 24

% Diametro filo [mil]

d_filo_temp=20.1;

d_filo=(d_filo_temp*0.0254)/10; %conversione cm

%resistenza ohm /1000 ft

r_temp=25.67;

r=(r_temp/1000)*0.3048; % conversione ohm / m

lato_l=tkh;
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lato_b=(d_ext-d_int)/2;

l_interna= pi*d_int;

l_utilizzabile =

l_interna - l_interna*(8/100); %usiamo 330 invece di 360

S_utile = d_int/2-(d_int/2*(10/100));

% lasciamo vuoto il 10 % del’apertura interna del toroide

N=1000*sqrt(L/Al);

Nt_max=l_utilizzabile/d_filo;

Nl_max= S_utile/d_filo;

Nl_eff =N/Nt_max;

if Nl_eff>Nl_max

realizzabile=1;

end;

%lunghezza filo necessario [m]

l_filo=(2*N*(lato_l+lato_b)+4*d_filo*N*(Nl_eff-1))/100;

%Resistenza parassita

Rl=l_filo*r;
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8.3.9 Ulteriore progetto dell’induttore

function [Rl,l_filo,realizzabile,N,Nl_eff]=inductor_r(L)

% realizzabile = 0 se fisicamente realizzabile altrimenti 1

realizzabile =0;

%Dati ferrite

% modello FT-114 J(75) mix

%diametro esterno [cm]

d_ext=2.9;

%diametro interno [cm]

d_int=1.9;

%spessore [cm]

tkh=0.749;

% Al mH/1000 spire

Al=3170;

%Dati filo

% modello AWG - 24

% Diametro filo [mil]

d_filo_temp=20.1;

d_filo=(d_filo_temp*0.0254)/10; %conversione cm

%resistenza ohm /1000 ft
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r_temp=25.67;

r=(r_temp/1000)*0.3048; % conversione ohm / m

lato_l=tkh;

lato_b=(d_ext-d_int)/2;

l_interna= pi*d_int;

l_utilizzabile = l_interna - l_interna*(8/100);

%usiamo 330 invece di 360

S_utile = d_int/2-(d_int/2*(10/100));

% lasciamo vuoto il 10 % del’apertura interna del toroide

N=1000*sqrt(L/Al);

Nt_max=l_utilizzabile/d_filo;

Nl_max= S_utile/d_filo;

Nl_eff =N/Nt_max;

if Nl_eff>Nl_max

realizzabile=1;

end;

%lunghezza filo necessario [m]

l_filo=(2*N*(lato_l+lato_b)+4*d_filo*N*(Nl_eff-1))/100;

%Resistenza parassita
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Rl=l_filo*r;

8.3.10 Costruzione del segnale PWM

function [sig]=prova_pwm(Vdc,t0,T); res=1000; perc_rf=res/10;

rise=linspace(0,Vdc,res/perc_rf);

fall=linspace(Vdc,0,res/perc_rf);

t_on=Vdc*ones(1,res/2-res/perc_rf);

t_off=Vdc*zeros(1,res/2-res/perc_rf); PWM_per=[rise t_on fall

t_off];

n_cyc=ceil(t0/T);

sig=[];

for i=1:n_cyc,

sig=[sig PWM_per];

end;

8.3.11 PSOA

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% particles swarm optimization algorithm %

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

function[popStart,f,xg,fOpt,fStory,storybest,

fStringStory,stringXStory,stringYStory,om_v]=

pso(popStart,maxt,minx,maxx,objf_name,

constr_fname,thres,r_ripple,r_power,current_mode,

Vdc,R,Ron,duty,T,file_name);
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disp(’inizio procedura di ottimizzazione’)

% getting number of population strings and string genes

np = size(popStart,1); % numero individui della popolazione

nv = size(popStart,2); % numero di geni (coordinate)

% initializing time

t = 1;

stop = 1; % setta a ’1’ il flag di stato

% allocate memory

fStringStory = zeros(np,maxt);

% storia della fitness di tutti gli individui dellapopolazione

fStory = zeros(maxt,1);

%storia della fitness dell’individuo migliore storybest =zeros(maxt,nv);

stringXStory = zeros(np,maxt);

% memorizza l’andamento dei geni della popolazione

in funzionedell’iterazione corrente stringYStory = zeros(np,maxt);

indi=zeros(np,maxt);

disp(’ inizio valutazione fitness popolazione iniziale’)

% population fitness evaluation e inizializzazione

for i=1:np,

disp(’valutazione fitness dell’’individuo’);

disp(i);

% popStart(i,:)

f(i) = feval(objf_name,popStart(i,:),r_ripple,

r_power,current_mode,Vdc,R,Ron,duty,T);end
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disp(’ fine valutazione fitness popolazioneiniziale’)

fg = min(f); ib = find(f==fg); xg = popStart(ib,:);

v =zeros(np,nv); xl = popStart; fl = f;

f_pre=fg; flag_ann=0; count_ann=1; thres_ann=4;

om_v=zeros(1,maxt);

om =0.7;

disp(’inizio ciclo PSOA’)

while isequal(stop,1)==1,

disp(’current iteration:’);

disp(t);

% updating swarm particles

for i=1:np,

% checking constraints

indi_constr=1;

% disp(’generazione figlio dell’’individuo’);

% disp(i);

test_count=0;

while indi_constr==1,

r1 = rand;

r2 = rand;



238 Capitolo 8. Appendici

vecTempLoc = 2*r1*(xl(i,:) - popStart(i,:));

vecTempGlob = 2*r2*(xg - popStart(i,:));

v(i,:) = om*v(i,:) + vecTempGlob + vecTempLoc;

popStart(i,:) = popStart(i,:) + v(i,:);

indi_constr = feval(constr_fname,popStart(i,:),minx,maxx);

% disp(’finito verifica per figlio di’)

% disp(i)

% disp(indi_constr)

% disp(popStart(i,:))

test_count=test_count+1;

if test_count>30 popStart(i,:)=(minx

+rand(size(maxx,1),1).*(maxx-minx))’;

test_count=0;

indi_constr=0;

end;

end

end

% population fitness evaluation

for i=1:np,

f(i) = feval(objf_name,popStart(i,:),r_ripple,

r_power,current_mode,Vdc,R,Ron,duty,T);

end
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% updating swarm memory

fgn = min(f);

ib = find(f==fgn);

if fgn < fg,

xg = popStart(ib,:);

fg = fgn;

end

% saving the optimal current fitness value

fStory(t) = fg;

storybest(t,:)=xg;

% updating individual memory

xl = popStart;

for i=1:np;

if f(i)<fl(i),

xl(i,:) = popStart(i,:);

fl(i) = f(i);

end

end

% stop criterion

if t == maxt %| abs(fg) <= thres,

stop = 0;

else

stop = 1;

end
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% saving current population

stringXStory(:,t) = popStart(:,1);

stringYStory(:,t) = popStart(:,2);

fStringStory(:,t) = f’;

t = t+1;

disp(’optimal fitness for current iteration’)

xg

fg

% inertial weight variation procedure

if fg==f_pre

count_ann=count_ann+1;

else

f_pre=fg;

count_ann=1;

end;

if count_ann==thres_ann

om=om+0.15;

count_ann=1;

flag_ann=1;

end;

if flag_ann==1 &

(count_ann<=thres_ann & count_ann>=ceil(thres_ann/2))

om=om-0.02;

end;

if om>2
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om=2;

end;

if om<0

om=0;

end;

om_v(1,t)=om;

disp(’inertial weight’)

om

count_ann

end

% setting fitness story

fOpt = fStory(length(fStory));

disp(’fine procedura di ottimizzazione’);

%%% Plot fitness trend

% figure(1)

%

% plot(fStory,’-’)

% title(’Fitness trend in training’);

%
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savefile = file_name; save(savefile,

’fStory’,’storybest’,’om_v’,’stringXStory’,

’stringYStory’,’fStringStory’);

8.3.12 Programma per il riepilogo dei risultati

close all clc clear all

%maximum allowed %ripple

r_ripple=1;

%require power on output in W

r_power=6;

%current mode CCM ->1 DCM ->0

current_mode=1;

%dc power source

Vdc=12;

%LOAD

R=10;

%DUTY cycle 0<d<1

duty=0.5;

%PWM period

T=1e-3;

Ron=2;

disp(’Soluzione PSOA [L , C]’) xg=[0.03 5.971e-4]

disp(’Frequenza PWM [Hz]’) f0=1/T; disp(f0) disp(’ ’) disp(’DATI

CAPACITA’’’) disp(’Capacit PSOA [F]’) disp(xg(2))

[C_new,Rc,V]=capacitor_r(xg(2),T); disp(’Valore Capacit in

commercio in [F]’) disp(C_new) disp(’ESR [ohm]’) disp(Rc)

disp(’Tensione massima di esercizio [V]’) disp(V)
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Lc=1/((2*pi*f0)^2*C_new); disp(’Induttanza parassita [H]’)

disp(Lc)

disp(’ ’) disp(’DATI INDUTTORE’) disp(’Induttanza [H]’)

disp(xg(1))

%Dati ferrite

disp(’Modello ferrite: FT-114 J(75) mix’)

%Dati filo

disp(’Filo AWG - 24’)

[Rl,l_filo,realizzabile,N,Nl_eff]=inductor_r(xg(1));

disp(’Lunghezza filo in [m]’) disp(l_filo) disp(’Numero Spire’)

disp(ceil(N)) disp(’Numero Layer’) disp(ceil(Nl_eff)) if

realizzabile==0

disp(’Fisicamente realizzabile’)

else

disp(’NON Fisicamente realizzabile!’)

end disp(’ESR’) disp(Rl) SRF=55.97e3*exp(-1.2*log10(xg(1)));

Cl=1/((2*pi*SRF)^2*xg(1)); disp(’Capacit parassita [F]’) disp(Cl)

disp(’ ’) disp(’PERFORMANCE CIRCUITO’)

[out,X,tf,sysON,STAB,damp]=

buck_real_r(Vdc,R,Rc,Rl,Ron,xg(1),C_new,Lc,Cl,duty,T,0);

[perc_ripple,abs_ripple]=ripple(out(2,:),tf,damp);

[perc_ripple_v,abs_ripple_v,V_mean]=Voutmean(out(1,:),tf,damp);

disp(’Percentuale ripple su Vout’) disp(perc_ripple_v)
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[power_out]=c_power(out(1,:),tf,damp,R);

disp(’Damping factor [s]’) disp(damp)

disp(’Rendimento [%]’)

disp((V_mean/r_power)*100)

figure(1)

plot(tf,out(1,:),’r’); hold on plot(tf,out(2,:),’b’);

8.3.13 Calcolo del ripple

function [perc_ripple,abs_ripple]=ripple(v,t,damp)

epsilon=(t(2)-t(1))*2; ind_temp=find(t<(damp+epsilon) &

t>(damp-epsilon)); ind=ind_temp(1,1);

V_mean=mean(v(ind:end)); V_ripple=v(ind:end)-V_mean;

abs_ripple=max(abs(V_ripple));

perc_ripple=(abs_ripple/V_mean)*100;

8.3.14 Programma per il trainig dello PSOA

function[xg]=trainPSO(maxt,npop,file_name,mode)

% maxt = maximum number of iterations
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% npop = number of individuals in population

% file_name = nam eof the file in which data are stored

% mode = 0 if using idel model 1 if using model with parasitic parameters

%%%% fitness function example

% boundString=[3 7;3 7];

% objf_name = ’fitnessShubert’;

% file_name = ’Shubert_best.mat’;

% constraints

% fitness function file

% file in which are saved the data of the best member in the story

close all rand(’state’,sum(1e10*clock));

boundString=ones(2,2);

boundString(1,1)=1e-5; % min L

boundString(1,2)=1; % max L

boundString(2,1)=1e-6; % min C

boundString(2,2)=1e-2; % max C

if mode == 1

disp(’Real model dimensioning’)

objf_name=’fitness_buck’;

else

disp(’Ideal model dimensioning’)

objf_name=’fitness_buck_ideal’;

end;
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%maximum allowed %ripple

r_ripple=1;

%require power on output in W

r_power=6;

%current mode CCM ->1 DCM ->0

current_mode=1;

%dc power source

Vdc=12;

%LOAD

R=10;

%DUTY cycle 0<d<1

duty=0.5;

%PWM period

T=1e-3;

% On resistance of MOSFET

Ron=2;

% bounds of string working space

maxx = boundString(:,2)

minx = boundString(:,1)

constr_fname = ’constr_PSO’; % constraints function

thres = 1e-11;

popStart=zeros(npop,size(maxx,1));

disp(’creazione popolazione iniziale’);

%% Initial population

%-----------------------------------
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for i=1:npop,

indi_constr = 1;

while indi_constr==1,

popStart(i,:) = (minx + rand(size(maxx,1),1).*(maxx-minx))’;

indi_constr = feval(constr_fname,popStart(i,:),minx,maxx);

end

end

%-----------------------------------

disp(’fine creazione popolazione iniziale’);

[popStart,f,xg,fOpt,fStory,storybest,fStringStory,

stringXStory,stringYStory,om_v]=pso(popStart,maxt,minx,maxx,

objf_name,constr_fname,thres,r_ripple,r_power,

current_mode,Vdc,R,Ron,duty,T,file_name);

disp(’optimal string:’);

disp(xg);

%

disp(’optimal fitness:’);

disp(fOpt);

figure(1)

plot(fStory,’-’)

title(’Fitness trend in training’);

figure(2)

plot(om_v,’-’)

title(’Inertial factor during training’);
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% simulazione individuo ottimo

if mode ==1

f0=1/T;

[C_new,Rc]=capacitor(xg(2),T);

C_new

Rc

[Rl,l_filo,realizzabile]=inductor(xg(1)*1000);

Rl

l_filo

Lc=1/((2*pi*f0)^2*C_new)

SRF=55.97e3*exp(-1.2*log10(xg(1)));

Cl=1/((2*pi*SRF)^2*xg(1))

[out,X,tf,sysON,STAB,damp]=

buck_real_r(Vdc,R,Rc,Rl,Ron,xg(1),C_new,Lc,Cl,duty,T,0);
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[perc_ripple,abs_ripple]=ripple(out(2,:),tf,damp)

[perc_ripple_v,abs_ripple_v,V_mean]=Voutmean(out(1,:),tf,damp)

[power_out]=c_power(out(1,:),tf,damp,R)

damp

STAB

figure(3)

plot(tf,out(1,:),’r’);

hold on

plot(tf,out(2,:),’b’);

else

f0=1/T;

[out,X,tf,sysON,STAB,damp]=buck_ideal(Vdc,R,xg(1),xg(2),duty,T,0);

[perc_ripple,abs_ripple]=ripple(out(2,:),tf,damp)

[perc_ripple_v,abs_ripple_v,V_mean]=Voutmean(out(1,:),tf,damp)

[power_out]=c_power(out(1,:),tf,damp,R)

damp
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STAB

figure(3)

plot(tf,out(1,:),’r’);

hold on

plot(tf,out(2,:),’b’);

end;

8.3.15 Valutazione dei risultati di ripple e tensione d’uscita

function [perc_ripple,abs_ripple,V_mean]=Voutmean(v,t,damp)

epsilon=(t(2)-t(1))*2; ind_temp=find(t<(damp+epsilon) &

t>(damp-epsilon)); ind=ind_temp(1,1);

V_mean=mean(v(ind:end)); V_ripple=v(ind:end)-V_mean;

abs_ripple=max(abs(V_ripple));

perc_ripple=(abs_ripple/V_mean)*100;



8.4. Appendice D:Programmi per l’ottimizzazione multiobiettivo 251

8.4 Appendice D:Programmi per l’ottimizzazione mul-

tiobiettivo

8.4.1 Il MOPS-MO-DB-MOEA

function [ ret_pos, ret_pof ] = mops_mo_dbmoea( nobj, objfun,

constrfun, lb, ub, max_sol_count, max_fevals, tolX, tolFun,

parallel_dirs, refine_pareto, de_popsize, de_prob_cr,

de_is_greedy, de_f, de_lambda, de_iters_to_stop, display,

user_data )

%Solves a multi-objective optimization

problem with a direction-based MOEA algorithm.

%For minimizaton of preference functions,

differential evolution algorithm is

%used. One can note big number of input

parameters that this function takes.

%Reason for this is that for debug purposes,

all the possible adjustable parameters

%that exist in the DB-MOEA algorithm are

made accessible via this function.

%Basic logic for this function is provided

by the CDirBasedMOA and the CDiffEvolution

%classes implemented in the MOPS C++ library.

%

% Input arguments :

% nobj - [1 x 1 scalar] - number of objectives

%(denoted below as M).

%

% objfun - [string]
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%- name of M-file containing objective function

% being optimized.

% constrfun - [string]

%- name of M-file containing constraints function

% of the problem. The constraints function should return value

% <= 0 for feasible points, value > 0 for infeasible ones.

% lb - [1 x N vector]

%- lower bounds for variables in design domain.

% Here N is a dimensionality of the design domain.

% ub

%- [1 x N vector] - upper bounds for variables in design domain.

% max_sol_count

%- [1 x 1 scalar] - maximum number of solutions desired (number

% of search centers).

% max_fevals

%- [1 x 1 scalar] - maximum number of objective function evaluations.

% tolX

% [1 x 1 scalar] - tolerance in design space (used to check

% optimization progress and to apply stop criteria).

% tolFun

%- [1 x 1 scalar] - tolerance in objective space (used to check

%optimization progress and to apply stop criteria).

% parallel_dirs

%- [1 x 1 scalar] - flag defining whether algorithm should

% use preference functions that define parallel set of search

%directions(parallel_dirs = 1), or algorithm should use preference

%functions that define ’bunch of beams’ set of search directions

%(parallel_dirs <> 1).

% refine_pareto

%- [1 x 1 scalar] - flag defining whether algorithm should
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%return all potential solutions obtained (refine_pareto <>

%1), or algorithm should drop dominated ones (refine_pareto

%= 1).

% de_popsize

%- [1 x 1 scalar] - size of the DE population.

% de_prob_cr

%- [1 x 1 scalar] - parameter of the DE algorithm - crossover

%probability (values from 0 to 1, recommended 0.8).

% de_is_greedy

%- [1 x 1 scalar] - parameter of the DE algorithm - type of

% the mutation algorithm (is_greedy = 1 means ’greedy’ DE2

% scheme, any other value of this parameter means ’exploratory’

%DE1 scheme).

% de_f

%- [1 x 1 scalar] - parameter of the DE algorithm - amplification

% of difference between random solutions. Suggested value

% is 1.

% de_lambda

%- [1 x 1 scalar]

%- parameter of the DE algorithm - amplification

% of difference between best and current solutions (used only

%when is_greedy = 1). Suggested value is 0.95.

% de_iters_to_stop

%- [1 x 1 scalar]

%- parameter of the DE algorithm - maximum

% number of iterations that DE will make without having progress.

% Suggested values are from 10 to 100.

% display

%- [1 x 1 scalar]

%- flag defining whether to print out the



254 Capitolo 8. Appendici

% information about current stage of the algorithm. Value

% of 1 instructs the algorithm to print out the results, value

% of 0 suppress all output.

% user_data

%- [user defined]

%- A structure to store user defined data

% of arbitrary type being used during function evaluation

% in Matlab environment.

%

% Output arguments :

% ret_pos

%- [K x N matrix]

%- Pareto optimal points found in design domain

% (Pareto optimal set). Here K is a number of points that

% have been found.

% ret_pof

%- [K x M matrix]

%- Pareto optimal points found in objective

%domain (Pareto optimal front). Here M is a number of dimensions

%in the objective domain.

if (nargin > 18),[ retpos, retpof ] =′′

mlgateway( ’mops_mo_dbmoea’, nobj, objfun, constrfun,

lb, ub, max_sol_count, max_fevals, tolX, tolFun,

parallel_dirs, refine_pareto, de_popsize, de_prob_cr,

de_is_greedy, de_f, de_lambda,

de_iters_to_stop, display, user_data);

else

[ ret_pos, ret_pof ] = mlgateway( ’mops_mo_dbmoea’,

nobj, objfun, constrfun, lb, ub, max_sol_count,

max_fevals, tolX, tolFun, parallel_dirs, refine_pareto,



8.4. Appendice D:Programmi per l’ottimizzazione multiobiettivo 255

de_popsize, de_prob_cr, de_is_greedy,

de_f, de_lambda, de_iters_to_stop, display);

end

8.4.2 Programma per lanciare l’ottimizzatore multiobiettivo

clear all close all clc

rand(’seed’,1234567891123);

% number of design variables

nv = 2;

% bounds of string working space

boundsString = zeros(nv,2);

boundsString(1,1)=1e-5; % min L

boundsString(1,2)=1; % max L

boundsString(2,1)=1e-6; % min C

boundsString(2,2)=1e-2; % max C

maxx = boundsString(:,2); minx = boundsString(:,1);

lb = minx’; ub = maxx’;

max_iter =100; %1000;

prob_cr = 0.8; is_greedy = 1; tolX = 1e-5; tolFun = 1e-5; f = 1;

lambda = 0.95; iters_to_stop = max_iter/10; display = 1;
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nobj = 2;

max_sol_count = 150;%150

de_popsize = 20; %20

max_fevals = (max_sol_count+2)*de_popsize*max_iter; parallel_dirs

= 0; refine_pareto = 1; de_prob_cr = 0.8; de_is_greedy =1; de_f =

1; de_lambda = 0.95;

de_iters_to_stop = 100; %100

display = 1;

objfun = ’fitness_buck_m’; constrfun = ’constrFun’;

%maximum allowed %ripple

r_ripple=1;

%require power on output in W

r_power=6;

%current mode CCM ->1 DCM ->0

current_mode=1;

%dc power source

Vdc=12;

%LOAD

R=10;

%DUTY cycle 0<d<1

duty=0.5;

%PWM period

T=1e-3;
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% Ron

Ron=2;

user_data.r_ripple = r_ripple; user_data.r_power = r_power;

user_data.current_mode = current_mode; user_data.R = R;

user_data.duty = duty; user_data.T = T; user_data.Vdc = Vdc;

user_data.Ron=Ron;

[ret_pos,ret_pof] = mops_mo_dbmoea(nobj, objfun, constrfun, lb,

ub, max_sol_count, max_fevals, tolX, tolFun, parallel_dirs,

refine_pareto, de_popsize, de_prob_cr, de_is_greedy, de_f,

de_lambda, de_iters_to_stop, display,user_data);

% Solves a multi-objective optimization problem with a

direction-based MOEA algorithm.

disp(’POF in design space:’); disp(ret_pos);

if (nobj == 3),

figure(1)

plot3(ret_pof(:,1),ret_pof(:,2),ret_pof(:,3), ’b*’);

end

if (nobj == 2),

figure(1)

plot(ret_pof(:,1),ret_pof(:,2), ’b*’);

end

save result_multi_18_feb.mat;
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8.4.3 Funzione di Fitness multiobiettivo

function [out] = fitness_buck_m(X,user_data)

[npop,dim] = size(X); out = zeros(npop,2); kNum = dim/2;

r_ripple=user_data.r_ripple; r_power=user_data.r_power ;

current_mode=user_data.current_mode; R=user_data.R ;

duty=user_data.duty ; T=user_data.T ; Vdc=user_data.Vdc;

Ron=user_data.Ron;

for kk=1:npop,

x = X(kk,:);

f0=1/T;

[C_new,Rc]=capacitor(x(2),T);

[Rl,l_filo,realizzabile]=inductor(x(1)*1000);

Lc=1/((2*pi*f0)^2*C_new);

SRF=55.97e3*exp(-1.2*log10(x(1)));

Cl=1/((2*pi*SRF)^2*x(1));

[out_buck,X,tf,sysON,STAB,damp]=

buck_real_r(Vdc,R,Rc,Rl,Ron,x(1),C_new,Lc,Cl,duty,T,0);
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[perc_ripple,abs_ripple]=ripple(out_buck(1,:),tf,damp);

[perc_ripple_v,abs_ripple_v,V_mean]=Voutmean(out_buck(1,:),tf,damp);

epsilon=(tf(2)-tf(1))*2; ind_temp=find(tf<(damp+epsilon) &

tf>(damp-epsilon)); ind=ind_temp(1,1);

if current_mode==1;

pos_real=out_buck(2,ind:end)>0;

q_pos_real=find(pos_real==0);

if size(q_pos_real,2)~=0

ok_CM=1; %non va bene

else

ok_CM=0;

end;

else

disp(’non ancora implementato’); end;

out1=(perc_ripple/r_ripple);

%abs((perc_ripple-r_ripple)/r_ripple) ;

out2=r_power/V_mean;

%abs((power_out-r_power)/ r_power);
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out3=(damp/0.015);

%abs(5*((damp-0.015)/damp));

out4=ok_CM*1000;

out5=10000*not(STAB);

out6=10000*realizzabile;

out(kk,1) = (out1 + out2 + out4 + out5 + out6)/2;

out(kk,2) = out3;

end
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La Sapienza, 2003.

[11] G.E.P. Box. Evolutionary operation: a method for increasing industrial

production. Applied Statistic, 2:pp 81 e sgg, 1957.

[12] R. Mead J.A. Nelder. A simplex method for function minimization.

Computer Journal, 7:302 e sgg, 1965.

[13] Angelo Marcello Anile. Ottimizzazione. Technical report, Dipartimento

di matematica e Informatica - Università di Catania.
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ricerca stocastica su funzioni di test. Master’s thesis, IIASS, 2002-2004.

[24] I.Khamwa H.Le-Huy P.Viarouge, F.Tourkhani. Non linear optimization

techniques for the design of static converters. IMACS-TCI, pages 543–547,

july 1993.

[25] Yasuaki Kuroe. Computer-aided method of optimal design for transient

behaviors of power electronic control sistem. IPEC-Yocohama, pages 228–

233, November 1995.

[26] G.P.Mccormick A.V.Fiacco. Non linear programming: Sequential un-

constrained minimization techniques. John Willey and Sons Inc.,

1968.

[27] Richard M.Bass Cahit Gezgin, Bonnie S.Heck. Simultaneous design

of power stage and controller for switching power supplies. IEEE

TRANSACTION ON POWER ELECTRONICS, 12(3):558–566, May

1997.



264 Bibliografia

[28] The MAthWorks,Inc. Optimization Toolbox.

[29] P.Lamberti V.Mainardi M.Di Lorenzo del Cesale, Nicola Femia. Selection

of optimal closed-loop controllers for dc-dc voltage regulators based on

nominal and tolerance design. IEEE TRANSACTION ON INDUSTRIAL

ELECTRONICS, 51(4):840–849, August 2004.

[30] R.E.Moore. Interval Analysis. Englewood cliffs,N.J. Prentice-Hall, 1966.

[31] Giovanni Spagnuolo Nicola Femia. Genetic optimization of interval

arithmetic-based worst case circuit tolerance analysis. 1057-7122/99

IEEE, pages 1441–1456, 1999.

[32] R.W.Menzies P.L.Wilson A.M.Gole, S.Filizadeh. Optimization-enable

electromagnetic transient simulation. IEEE Transaction on Power

Delivery, pages 1–7, 2004.

[33] Thomas G. Wang Xunwei Zhou and Fred C. Lee. Optimizing design for

low voltage dc-dc converters. 0-7803-3704-2/97 IEEE, pages 612–616,

1997.

[34] J.Roudet M.Bensaied K.Segueni L.Jourdan, JL.Schanen. design method-

ology for non insulated dc-dc converter: Application to 42v-14v powernet.

0-7803-7262-X IEEE, pages 1679–1684, 2002.

[35] David J.Perreault Timothy C.Neugebauer. Computer-aided optimization

of dc-dc converters for automotive applications. 0-7803-5692-6/00 IEEE,

pages 689–695, 2000.

[36] A.Aldebert O.Bouquet A.Prost J.Vauchel C.Larouci, J.P.Didier. Optimal

design of a synchronous dc-dc converter using analytical models and a

dedicated optimization tool. 0-7803-7906-3/03 IEEE, pages 1623–1628,

2003.

[37] 2004 digi-key Catalogue IT-EN-042. Digi-Key corporation, 2004.



Bibliografia 265

[38] M.K.Kazimierczuk M.Bartoli, A.Reatti. Minimum copper anc core losses

power inductor design. 0-7803-3544-9/96 IEEE, pages 1369–1376, 1996.

[39] F.C.Lee R.B.Ridley. Practical nonlinear design optimization tool for pow-

er converter components. 0275-9306/87/0000-0314 IEEE, pages 314–323,

1987.

[40] Harold A. Wheeler. Formulas for the skin effect proceedings of the i.r.e.

Proceedings of the I.R.E., pages 412–424, September 1942.

[41] Harold A. Wheeler. Simple inductance formulas for radio coils.

Proceedings of the I.R.E., pages 1938–1400, October 1928.

[42] Ferrites and accessories. Siemens Matsushita Components.

[43] Soft ferrites-Data Handbook. Philips Components.

[44] Yuhui Shi and Russel Eberhart. A modified particle swarm optimizer.

0-7803-4869-9/98IEEE, pages 69–73, 1998.

[45] V. Pareto. Cours d’economie Politique. Lausanne,Switzerland, 1896.

[46] C.M. Shetty M.S. Bazaraa, H.D. Sherali. Nonlinear Programming:

Theory and Algo- rithms. Wiley, New York, 1979.

[47] and David Corne Joshua D. Knowles, Martin Oates. Advanced

multi-objective evolutionary algorithms applied to two problems in

telecommunications.

[48] R. S. H. A. Abbass and C. Newton. A pareto-frontier differential evolu-

tion approach for multi-objective optimization problems. proceedings of

the congress on evolutionary computation 2001 (cec2001). IEEE Service

Center, Piscataway, New Jersey, pages 971–978, 2001.

[49] C. Carlsson and R. Fuller. Multiobjective optimization eith linguistic

variables. In Proceedings of the Sixth European Congress on Intelligent

Techniques and Soft Computing. EUFIT98, Aachen,, 1998.



266 Bibliografia

[50] L. Thiele M. Eisenring and E. Zitzler. Con.icting criteria in embedded

system design. IEEE Design Test, pages 51–59, April-June 2000.

[51] E. Zitzler M. Laumanns and L. Thiele. A uni.ed model for multiob-

jective evolutionary algorithms with elitism. Congress on Evolutionary

Computation (CEC-2000), July 2000.

[52] E. Zitzler and L. Thiele. Multiobjective optimization using evolution-

ary algorithms - a comparative case study. parallel problem solving from

nature. PPSN-V, page 292301, September 1998.

[53] K. Deb E. Zitzler and L. Thiele. Comparison of multiobjective evolu-

tionary algorithms on test functions of different diffculty. In Genetic

and Evolutionary Computation Conference (GECCO-99) Bird-of-afeather

Workshop on Multi-criterion Optimization Using Evolutionary Methods,

pages 121–122, July 1999.

[54] Thiele L. Zitzler E. Multiobjective evolutionary algorithms: A compara-

tive case study and the strength pareto approach. IEEE Tansactions on

Evolutionary Computation,, 3(4):257–271, 1999.

[55] K. Deb. Multi-objective genetic algorithms: Problem di.culties and con-

struction of test problems. Kx-23-45231 comp. science, University of

Dortmund, Germany, 1999.

[56] K. Deb. Non-linear goal programming using multi-objective genetic

algorithms. Tech. rep. kx-22-45201 comp. science dep, University of

Dortmund, Germany, 1999.

[57] K. Deb. Nonlinear goal programming using multi-objective genetic al-

gorithms. PJournal of the Operational Research Society, 52(3):291 302,

2001.



Bibliografia 267

[58] N. Srinivans and K. Deb. Multiobjective optimization using non-

dominated sorting in genetic algorithm. Evol. Comput., 2(3):221–248,

1994.

[59] G.Palma P.Amato, M.F arina and D.Porto. An alife-inspired evolutionary

algorithm for adaptive control of time-varying systems. Proceedings of

EUROGEN2001Athens,Greece, Septem ber 2001.

[60] Marco Farina. Cost-e.ective evolutionary strategies for pareto opti-

mal front approximation in multiobjective shape design optimization

of electromagnetic devices. Master’s thesis, UNIVERSITY OF PAVIA

Department of Electrical Engineering, 2000-2001.

[61] A. Savini P. Di Barba, M. Farina. Multicriteria strategy for the optimiza-

tion of air-cored solenoid systems. studies in applied electromagnetics and

mechanics. volume 18, pages 475–478, 1999.


