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Cap. IDinamiche complesse e circuito di Chua

1.11l circuito di Chuabreve storia

Duranteuna visita in Giappone nel 1983, Leon Chua, docent@uellersita di Berkeley (California), reali
z0 un circuito elettronico in grado di produrre il caos.

La natura caotica di questo circuito fu osservata teoricamente per la prima volta da Matsumatayveva
ricevuto le istruzioni al riguardo dallo stesso Chua, nel 1983, e sperimentalmente da Zong e Ayrom nel
1984. In seguito tale circuito & stato oggetto di varie ricerche scientifiche ed attualmente € diventae un p
radigma universale per il caadal momento che pud generare diversi fenomeni cadtici.

E un circuito elettronico non lineare, costituito da quattro elementi lineari (due condensatori, un induttore
ed una resistenza) ed un resistore non lineare, chiamato diodo di Chua. Soddisfa pEgaisiii minimi e
necessari, ma non sufficienti per presentare un comportamento caotico:

A FTftYSy2 (GNB O2YLRYSYiA RAYIFIYAOA O6A RdzS O2y RSy
A almeno un componente non lineare

A almeno un componente attivo

Il diodo di Chua soddisfa le ultimealgondizioni, poiché e un resistore non lineare, localmente attivo che
si comporta come un generatore di corrente controllato in tensiGredi figura 1.4):

T
]
i
]
]

o . N

Figura 1.1aSchema elettrico del circuito di Chua

Il circuito di Chua e attualmente umtei piu significativi strumenti per studiare sperimentalmente i
comportamenti oscillatori caotici, poiché e relativamente semplice da realizzare, ed attraverso le
sue equazioni si puo dare abbastanza agevolmente un fondamento tenatematico ai con-
portamenti caoticj inoltre tutti i suoi componenti, resistori, condensatori ed amplificatori @per
zionali, sono facilmente reperibili in commercio

! Michael Peter Kennedifhree stepstochads | NIi L LY | / KIBREQ®@ns/CroNTRdSystems, BuhdY S NE
mental Theory and Application, vol.40,10, oct.1993



Questo circuito pesentaanchemolte delle proprieta dei sistemi che si basano sul caos detérmin
stico, ricordado che il caos si definisce come un comportamento non predicibile di un sistema d
namico deterministico a causa della sua sensibilita alle condizioni iniziali:

A E molto sensibile alle condizioni iniziali, cioé a variazioni infinitesime degli ingressi, corr
spondono variazioni finite in uscita.

ADNITAS It YSOOIyAaY2 RA daidNBIOKAY3I hyR F2
FAYLFGS Ay dzyl NBIA2yS tAYAGEGE RStt2 aLilla
divergono esponenzialmente.

A Le traiettorie sono imprevedibili a lungo termine.

Possono essere implementate svariate applicazioni del suddetto circuito.
{S &aA |33AAdzy3S dzy NBaAAAG2NBE fAYySINBE Ay (védBNR S
figura 1.D):
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Figura 1.1bSchema elettrico dél Q 2 & O di CHua ( 2 NB

1.2 Equazioni di stato del circuito di Chua

Applicando le equazioni di Kirkhoff al circuito si ottene:
AO O O ¢O
AO 2# 2# #

AO 6O O E
AO 2# 2¢# #

E ponendd - siha:



AO 'O 'O ¢o
AO # # #
AO 'O 'O E
AO # # #

AE )

A G :

con
GO O c L s O %S

cheéQSljdz T A2y S, norlindarévi S Ndekdibdo @ilChuacon una pendenza uguale a
Ga.nella regione interna e ghella regione esterné&vedifigural.6)?

1 A-dimensionalizzazionélel circuito di Chua

Per definizionescalando opportunamente le equazioni del circuito di Chua:

C‘)UOUE e
% % "% T #i

(%]
A — A — no— i —
[ S élj dzl 1 AZYA | IV?AYéyéi\z)fl- fA RSt aradasyl y 2 N I
3 1 (y-x-g(x))
-Q‘I‘Z
I-ry
da cui, essendo:
Co AG-A AL ps O ps
ed in forma lineare a tratti:
bx+b-a OA -w
gx)= < ax se [x|<1

avendo posto:

%Per i parametri £ G, G, vedi pag. 6



1.3 Implementazionecon operazionaldel circuito di Chua

1 Implementazione deHtiodo di Chua

[ QSt SYSyi2 y2y tAYSINBE RSt OANDdzAG2 RA /nKdz
te passivo.

[ QAYLE SYSyitT A2yS RA dzyl NBaAAAGSYT I y$Ticot A oI

per realizzarla é utilizzare un amplificatore operazionale (OP AMP) e tre resistori (vedi fyura 1.

R1

Va

+a

R2

R3

e

Figura 1.2 Dispositivo per implementare una resistenza negativa

Poiché a causa della resistenza di ingréefioita RSt f Qht ! at X NRA UGSy dzi2
NBYyiGS ySt GSNXYAYIFIES RQAYINBaa?

e O O
2
per cui:
6 6 —2 06
2 2
edessendo y=AVy:
2 2 p !
(@) 5 > (@)

®M.P. KennedyRobust oppmpNB F £ AT F (A 2y . Fdiknts KollZi6ONES MAarkARIHZ892,5pag. 660
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ricavandov,da v e sostituendolo nella prima equazione, si ha:

2 2 p !

perA, O b AR, 2

> Vr

&

Figura 1.3 @ratteristica a tre segmenti de¢sistore non lineare

vdzSaid2 RAALIRAAGAG2 & | AAYG20A0FYSY(dS LI aar@d2s
satura,S RA 02y aS3dz2SyT1+ I OF NI (&S Nprésénte@ldue - N
denze positivévedi figura 14):
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N

Figura 1.4 @ratteristica a tre segmenti del resistore non lineare con pendenza p
tiva



Sostituendo v=fe V,=Eanelle equazioni precedenti, otteniamo:

. O
E
2 2 p
% 5
che per gli alti guadagni diventa:
2
%

Lo stesso risultato si ottiene pegvEat.

se colleghiamdra loro due resistori non lineari a tre segmenti avremo il diodo di Ghgara 15):
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Figura 1.5mplementazione con due OP AMPesistenze del diodo di Chua

Poiché i due elementi sono controllati dalla stessa tensione e sono in parallelo, le loro caratterist
che vi si possono sommare ottenendo cosi la caratteristica a cinque segvexdlii figura 1.6):

A

Figura 1.6 @ratteristica a cinque segmenti del diodo di Chua ottenuta sommando due caratteristi

a tre segmenti




| cui parametri sono:

Consideriamo i breakpoints del primo e del secondo circuit@des , e supponero per ipotesi
E< E sihache:

s 21 %
21 21
% 2"
2/b 2|-|>0

Si ricava da queste formule che i param&iG, G: E1 Ex possono essere facilmente modificati
facendo variare le resistenze del diodo di Chua.

La caratteristica del diodo di Chua é:

GaVel sewis o %

g(Ver)= GoVe1t(Gp-G)Eo sewa -Eo

GVert(Ga-G)Eo sewr  o%

Il circuito di Chua puo essere allora descritto in forma lineare a traitché,come gia visto nei
paragrafi precedenti:

AO 'O 'O ¢o
AO # # #
AO 'O 'O E
AO # # #

A

y



U LINRKRYIF SljdzZ T A2Y $SGHREGEAE: = LRYSYyR2 DQ

I %
'y AO # # . #

AO ‘e ' 0O o
v AO # # LR %
p AO ‘e 'O ' "%, . 0
v AO # # m Lo %

T LYLX SYSy Gl 1 A2 ye§uiviteédtt f QA y Rdzl G 2 NB

bSt OANDdzA (G2 RA [/ Kdzr § LINBFSNAROAES dziA€ ATT I NX
composto da due B AMP, quattro resistenze ed un condensattredi figura 1.Y alfine di con-

trollare piu facilmente i parametri parassiti, (non dovendo tenere conto delle tolleranze
RStfQAYRAzOG2NBE NBFES0OZ LISNI LI2GSNI YAAdAHAY-NS RAN
1= £ Qdzf GAY2 LI NF YSGNR tedistedzaliiolireddi pbfsonaJaddficamy iQ | LJL.
parametri dinamici semplicemente facendo variare solamente le resistenze del citautcando

a basse tensioni.

"Tga

N

ics
{‘mo
Figura 1.7Y L SYSy G T A2y S RSttt QAYRdziG2NB StpRMba S G1Sa o

¢ p NNB & “@vevarmbdevatid®: il circuito di Chua presenta uno spettro a banda larga, ma la
maggior parte della densita di potenza & concentrata attorno alla frequenza determinata-dal ci
cuito risonante G, (vedi figura 11a). Quando si utilizza il computer per misuraati deldispos-

tivo, calcolare espressioni complesse basate su questi dati, esercitare azioni di controllo o eseguire
un output grafico, sono desiderabili oscillazioni caotiche molto I€wéeli figura 1.8 Per ralle-

tarle & necessario utilizzare elementi di memoria a maggiore energigasempio valori piu elev

ti di G, G, L. Mentre e facile trovare condensatori con valori elewratin ampio rangelo stesso

non si puo dire per i valori degli induttommmerciali, che quando hanno un elevato valore @i

Rdzi Gyl X a2y2 Y2tG2 3INIYRA S L12O0O2pNNBEOHASA DI

‘T o D, D ¢ p NNB A yIRED ([20 ¢ 4! ER oM &DsEs, "okoveidDetzvall 36, N°23.



puo essere considerato come il primo passo per integrare il circuito di Chua in un singplmoohip
un basso grado di disadattamento dei parametri e nessun componente esterno

N A [22] o
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Figura 1.8 Tensione misurata attraverso il condensatpah€mostra oscillazioni caotiche molto lente

SonoevidentiivanmI A RSt OA NXD dratérz vatiabilé Bi dzflaiz2 oNd eéSidazdrrente
I G G NI @S NaEe2 mbstatoyinRidmiall, ud essere determinata misurando la tensione V
del nodo P (vedrigural.4.6a):

. 6 U

J 2

dove y € la variabile idstato, corrispondente alla tensione, attraverso il condensatogeeC

f rduttore L, nella figura 11.ae R € il valore del resistore mostrato in figura7lln questo modo

si pud ottenere il completo vettore di stato solo misurando le tensioni. Inofr& iy’ R dzii (a2 NE S
lente esibisce una resistenza interna praticamente nuéane verificato in pratica ed evidenziato
dallesimulazioni , anchse si considerinaon ideali gli amplificatori operazionali.

Il range delle frequenze, sopra le quali il circlafgprossima accuratamente un induttore reale, si
estendeoltre |j dzFr G i N2 RSOl RAX fF ljdz2f O2al y.HhcomiOO02Y!
aA2y ST f QAYLX SYSydithld crcitoriie fadilkaylaRcdnOsteh2Idediel tée &ariabili

di sato e ne aumenta la flessibilitd. p NNB & ° s@ggerisBaimh UNANBluzione analoga anche

per i condensatori.

[ QAYRdzG GFyT I SldAdreSyasS [ svY
222 4
’ 2
SCATdzNF NI GdF RI [ Gopdeitgag. ¢PUNNB S YR [ ®! @ ! Idzh NNB

I ! ®. ® ¢ p NNB ap.cit paglofed! & | I dzh NNB =



T LYLX SYSyiGlT A2yS RSEfQAYGSNR OANDdzA G2 RA

PPaaAl Y2 RS4d42 RGE QDX VIS NS ffighaiud) anfizBapdo Rdiodd dK dzt

figural15S f QAYRdzGG2NB S dzA @1 €t SydS RA FAIAzZNI wmo
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CA3IdzNIT mMdp LYLX SYSyidatiTaz2yS F

+

Abbiamofissatoi parametri del circuito di Chua e le condizioni iniziali in modo che il circwsto pr
asSyuia fQFrOGGNF GG2NS R2dzof S aONRffY

CG=10nF, G prnml &hpi (,Lhé 2 p8xY+1l

G=-0.756mS, G=-0.409mS, E=1V

| parametri adimensionali (vedi paragrafo 113sultanoin questo caso:

| pTh [ -183% d»mph728 A

Il parametro di biforcazione € la resisterka

Nel paragrafo successivo vedremo come variano le traiettorie al variare della resistdalzaaB-

/

K

NE RA Hnapnam FAY2 | | dzSt fzbneRBwitcharcad, prima netipianotdalle T | y

fasi e poi nello spazio di stato

1.4 Dinamiche e biforcazioni del circuito di Chua

| punti di equilibrio del circuito di Chua sono i punti di intersezione della caratteristica del diodo di
Chua con la retta — (vedifigural.6):

10



Al variare di R, variano i punti di equilibrio delle regioni esterne.

Per R sufficientemente grande R SASYLIA 2 HnanpnKOX A LldzydA RA Sl
AGFoAfAT YSYGNB fQ2NRIAYS & dzy Lidzyi(i2 Ayadl oAt

Il sistema si portera con una traiettoria a spirale, a seconda delle condizioni iniziali, in uno dei due
punti di equilibrio stabile per rimanervi indefinitivamen{@edi figue 1.10):

Vivel)

ive2)
AN A A AR

ﬁ\ j \ ! I\ I \\ J‘l “”f \‘f l‘|‘ /\ J" 4 I‘, ‘.‘.‘p\f\f \ N A A R A AR AR A R A S e S A e S
R A

Figura 110a 8nulazionespiced 2 f dzl A2y S adGt T A2yl NR I

CA3dzNF mdmMno {AYdzZ FTA2yS &LIAOS

Se diminuisc&, il numero di oscillazioni cresémché si arriva ad una soluzione periodica e p
riodo T inorno al precedente punto di equilibrio (vedi figura1):

“ '“

""" m H \ \ il ‘\ !
”u A , ’1} ,"\Vlj')w] U\r u/\/ W “ W] I } )d W (| \L/ | ‘h ( \ I \ \W l ~1 l w H M/I

\I|
Ay

Figural.11Simulazione spic& 2 f dzl A2y S LISNA2RAOI &dl oAt S
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Per valori ancora pill bassi della resistenza R, le orbite arannJS NA 2 R2 H ¢ Z12n ¢ X X ®

CAIdzNF wmomMHI {AYdzZ T A2YyS &LIAOS:E &2f dz

Vpvel)

20dB:

10dB:

-10dB:

s Lo
4046 J \M AN | |
A S
| L Ww
B ~

-90dB-

-100dB:

100Hz 1KHz 10KHz 100KHz 1MHz

Figura 1.12@rasformata di Fourier per R=19680 ®[ 2 & LISGINR Ay FINB|
moniche

N

CAIdNI MOMHO {AYdA FTA2yS &LAOSE y
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Con un ulteriore lieve diminuzione della resistenza si osservano raddoppiamenti del p@ealio
figura 113):

il

i

ll} \‘M

R

‘“”' il wi"\f\.’f

|‘||I

u ‘|’ l\ M
w | ‘ J/W;/AJI

"""V".-‘-_-'L',,.Fu‘ M \‘ f'\ HI \l‘ ‘ll‘lll\‘ I" ‘”L‘H“ I“ l‘lll I‘W'J \‘\ \ IH |' \ \ “' I\" “ H 181 |‘|”\” f‘ III IH|I

||‘

Figura 1.13a Simulazione spice: soluzione periodica stabile dRo2rion ¢ = LJS N

Figura 1.13b Simulazione spice: soluzione periodica stabile di pe
R2 n¢X LISNI wlhmdoym

Se si fa diminuire ancora la resistenza, i cicli limite assumono un periodo che tende a diventare i
finito, i punti delle regioniesterne diventano instabili e di conseguenza si osserva un continuo
OF YOA2 RA NBIA2YS RIF LINIS RStftQ2NDAGF Ze-OKS
gioni. Il moto della traiettoria € apparentemente irregolare in una regione di tipo a spiletta
GIHIINT G0 G2 NB Rigural.®)dzl ¢ 0 DSRA

"
\

;U‘u]ﬂ \M H AN ‘1 |( Jl [J ’\ ‘ﬂl ” [ l\[ ILH‘ \ \1”“‘ “ l”“ i i [ JM[”F V\\ [, \J‘ﬂ!\v'w‘;h'rllj ]( H “ HU fm\ W\J

Figura 14a Traiettoria caotica, per R=1810
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Figura 1.14b Trasformata di Fourier, per R=110

Figura 1.14ciBwlazionenello spazio di stato, per R=19

Con ulteriori riduziondel valore di R, compaiono due attrattori di questo tipo separati da una zona
FYoAAdzZ = Ay [[dzSaiG2 OF&az2 &aix LI NAS RA alF GONY G062

Vivel] vivez|

I

el ‘]I" “'Hi‘l ‘1 "M (.‘u“;i"th

w"”“|.' .-KM.\\|'”‘f

/v“
e
VI

TV ‘
[ V‘.'l‘\

\ ffl}‘l"'\hf \

.Mr . v A |

.‘I'f';“".‘l“f'ul i "““J‘J"II'I‘; i "\IJ\'I“I f "Ivaln‘ll‘l“fl‘u‘

T

CA3IdzNF wmModmMpl ¢NIFIASGG2NRI OF23GAO0!I
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Figura1.156 A Ydzf I T A2y S y St 2

aLJ T A2
t SNJ OFf2NA RA w FyO2Nl LIAG olaair aAr 20@edSy S f
Figurd.16 e 1.17

CA3dzNI wmodmcl ¢NIASGOI2NAF RA GALR

CAIdzNI mMdmMco {AYdd FTA2yS yStf
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CAIdzNI wmodmTl {AYdzZ FT A2y S ySt

Figura 1.17b Simulazione nello spazia di I (i 2 = LISNJ wli mT

Se la resistenza R continua a diminuire, si giungenaeélcritico, oltre il quale unalteriore dim-

ydzZ A2yS RSA @Ff2NA RA w LINE @2 OK S NdBbbetSQ ANTOM 14 (
una divergenza a spirale verboQ A y, md aytaleiv@lore non & possibile arrivare con un circuito di
Chua reale, quindi questo risultato si utilizza come un ipotetico limite inferiore per la resistenza R.
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Cap. 2Sincronizzazione e controllo di sistemi caotici

2.1 Sincronizzazioe

La proprieta essenziale di un segnale cadti€odi non essere asintoticamente stabile, di avere
cioe traiettorie strettamentedipendenti dallecondizioni iniziali, e che rapidamente diventamne i
correlate; recentemente € stato dimostrato che e possibile costruire una rete di circuiti caotici tali
che le loro traiettorie abbiano un comportamento identic@sincronizzaté. Quando si ha a che
FINE O2y dzy araidSyl Ol gilelind&e canpletaddedte d p@rdamieiieh NS
il comportamento caotico, oppure scegliere in quale attrattore si vuole che il sistema fun&oni.

K £ AAYONRYATTITA2YyS RA RdzZS aAadSYA |jdzr yR2
aglistessivtf 2 NA RSt f QFf G4NI T SR Sy i NPoKEES siskdidingmigi2 y 2
caotici sono molto sensibili alle condizioni iniziali, anche se presentano gli stessi attrattori nello
spazio di fase, le rispettive traiettorie diventano rapidamenta rcorrelate, e quindi € molto diff

cile costruire in laboratorio dei sistemi sincronizzati; per questo motivo sta assumendo una grande
importanza lo studio delle tecniche di sincronizzazione di due o piu cifeadora e Carroll hanno
dimostrato che codizione recessaria e sufficiente affinchuma traiettoria caotica w(t) sia asiot
ticamente stabile, e che gli esponenti condizionali di Lyapunov, (usualmente chiamati CLE), siano a
parte reale negativdvedi pag.1& seguenti)La sincronizzazione in questaso € quindi indipe

dente dalle condizioni iniziali dei due sistemi.

Le tecniche di sincronizzazione si dividono in due classi:

1)accoppiamento direzionaléo drive-response) quando il circuito driver controlla il circuito slave
(o response)

2)accoppiamento non direzionalguando entrambi i circuiti, connessi tra loro, si influenzan® a v
cenda.

Vediamo come possiamo applicare queste tecniche a due o a piu circuiti di Chua.

2.1.1 La Master Stability Function

La sincronizzazione nei sistemiatimici complessi e stato un elemento di continuo interesse. Uno
a0NHzYSyd2 ol aAtlNB yStftQl ylt Al MasttkBabity Fghetibidh ~ LINE
(MSFY. La sincronizzazione di un sistema dinamico complesso, consistente in un numscikdi

tori accoppiati identici, si raggiunge dal momento in cui le traiettorie di tutti gli oscillatori si avv
OAYlFyYy2 fQdzyl FffQFfGNF FaAAYG20A0IYSyiSo

In assenza di collegamento i singoli circuiti si comporterebbero indipendentemente, la dimensione
del ottospazio nel quale si trova la soluzione sincrona € necessariamente piu piccola di tutto lo
spazio di fase, matematicamente il sottospazio sincrono & chiamato collettore di sincronizzazione.
Se il collettore e stabile rispetto alle perturbazioni, netgspazio complementare o nel sottosp

" Cfr. Leon Chua, Makoto Itoh, Ljupco Kocarev e Kevin E¢kéttl, 2 & { @ Y OKNRB Y A T Houmn@ ¢fciA y / K dzl
cuits, Systems and Computers, Vol. 3 N° 1(1993)Pad083

8ctr. Huag, Chen, Lai, Pecoi@eneric behavior of maststability functions in coupled non linear dynamical system

Phisical review E 80,036204, pag.1 e sgg.
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zio trasversale, la sincronizzazione puo essere osservata in un ambiente fisico; la MFS mésura il ta
a2 RA @St20AGt SalLRySyiTlAFtS Ftfl ljdatS dzy QAYy T
Nella terminologa dei sistemi dinamici, MSF € il piu grande esponente trasverso di Lyapunov del
sottospazio di sincronizzazione. Una condizione necessaria per la sincronizzazione é che la MSF sia
negativa e che i corrispondenti parametri normalizzati di accoppiamentterati da un s
aUSYF RA 230AtfIFTA2yS FOO2LIALIGF0O OFRIFEy2 yStf

Nel 2002 il formalismo MSF fu utilizzato per sincronizzare reti formate da pochi componenti; qu
aliz2z asS3ayl tQAYAT A2 RA dzy QIONBYO ARIAZ NRSG S N a GwyS yN
ingegneristica: la sincronizzazione nelle reti complesse. Il formalismo MSF é richiesto perché pe
mette che le proprieta dei singoli oscillatori siano separate dalla matrice di accoppiamento A, che
caratterizza laopologiadella rete. In particolare, s& e un parametro normalizzato di accoppi

mento, la MSF puo essere calcolata come una funzione di K, basata solo sulla conosceniza delle d
namiche dei singoli accoppiatori e sulla funzione di accoppiamento. Cioé, laldSiSsere og-

nuta indipendentemente dalléopologiadella rete collegata, che supporta un grande numero di

tali oscillatori. Una tacita assunzione nella letteratura della sincronizzazione delle reti € che la SMF
sia negativa in alcuni intervalli{Ky, ), dove K<k, La rete e sincronizzabile se tutti gli elemeriti d
versidazeroO O AT HE X® b0 OF R2 Y& uipararReSaidiiazcoppignieStoNs |
OKS OF NI GGSNRTT I  QAYy (§9diolgihatgvslori dellaRmidte accopp- I A
ta, N & il numero di oscillatori nella rete, e si assugien ® 51 2 K uha/réteSdNuda f f 2
specificatopologialJdz5 S&&aSNB LIAG FIFOAfYSYGS aAYONRBRYATT |
tovalore minore di zero e piu picaol

/' A OKASRAFY2 &S tF LINRPLINASGEL RSt QSendaditipgiyl I F
oscillatori non lineari. In generale, questo problema é difficile da risolvere poiché esiste un infinito
numero di possibilita per gli oscillatoringmici.

In questo paragrafo noi esamineremo sistematicamente una rete di i cui nodi sono circuiti di Chua.
Vari calcoli ed analisi (vedi gli studi di Chuang, Chen, Cheng Lai e Pecora) portano a credere fort
YSyiS OKS @A aAil dzyl a esSeyeéyghtialin ubJNBridiaKiBio di paR St Qe
metri, il risultato & che per ognuno di questi oscillatori esiste sempre in questo intervallo uno
schema di accoppiamento per il quale si puo realizzare la sincronizzazione della rete di un gran
numero di &li circuiti

Analisi di sincronizzazione con la MSF

Consideriamo un sistema dinamico complesso, costituito da circuiti di Chua tutti collegati, per i
jdzZ €t AX I OFdzal RSEtQAYUINRYyaSOl y2y f AgoluniNA L
Ogni circuito isolato e descritto da

3 &D )

Per ottenere una sincronizzazione caotica scegliamo i parametri di ogni circuito, in modo tale che
guesto risulti un attrattore caotico. La tipica equazione per le dinamiche di una rete di N oscillatori
accoppiati e:

~

g &@ A A(@ a2 ©)
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dove ( @ NXN 2 Ja funzione che definisce quale variabile di stato & stata usata per
f QF OO2LILIALF YSYy G2 60SyarzyS adzZ LINR VRdz2a lamezt (aASYQ
game non conveniente come abbiamo gia visto). Piu dettagliatamente:

p m M . . o
H(x)=Tt 1, se il collegamento avviene attraverso le tre variabili di stato

P
T T P

m T

Tt

p
H(x)=T1t 1t , se il collegamento avviene attraverso la x (ovvero la tensione
T T T

sul condensatore V(g

m T T
H(x)=mt p T, se il collegamento avviene attraverso la y, ovvero la tensione
T T T

sul condensatore V4};

T 1T T
H(x)=mt 1 11, se il collegamento avviene attraverso lawevero la tensione
T T p

ddzf f QAY Rdzi G2 NS @

Come abbiamo visto nei paragrafi precedert?0 e il parametro globale che rappresenta

f QAYyGSyaAridtr RSEfQFOO2LILIAIYSyilz2z I § ftbpo-YI G NA
logiadella rete ed N € il numero di circuiti chengpongono la rete.

La matrice A soddisfa la condizione:

A m VE )
Di conseguenza lo stato sincroma=x> 8 8 8 =94, dove — = F(x), € una soluzione
RStfQSIAB QRS LI NS y2A | dadzYAl Y2 OK® f1 Y
2y FEATTFGOL O2y dzyX aSOUMRXI W @zi2BRE 2 NFEBNBLaNA & b3

rete € connessa in modo chesiaun sdo autovalore uguale a 0 e gli altri autovalddarsdel tipo
11 T 21 ) dut SNI Af aAa0SYl RSHE00 NRCISIj2dzIR | Af 26 yO&S ljRIZF F AN

A2 o1 A A( O “
A0 (o

Dove) @xi-se Je lo jacobiano della funzione F .

Aquestolddzy 122X LR GSYR2 RAF3A2yFEATTIENB tF Y30GNROS
AT MZHZ Xod Sbo S D2y hmIMNIAXISHHY &4 X | P &S%H KRB
trice che ha per colonna gli autovettori di A, si ottienengli:

AU P (5)
—_ * "
6 O Ak( 07U

ponendo K=A3> € QSljdzt T A2y S R Aesclusbyl para@étrdl® dzhJs RJ © dzdz3a dzf Q.
Si puo riscrivere come:
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— 0 E(O0U (6)

5FffQdzAE GAYIl SljdzZrTA2yS aAa Llaazy2 NAOIF @GNS 3t ;
Master Stability Functio§ ESe® E& negativo, anche un piccolo disturbo dello stato di si
cronizzaione decrescera asintoticamente a zero e sara martiea sincronizzazione, o al limite

nelle vicinanze.

La soluzione sincrona €& instabile e non puo essere realizzata fisicaménte & positiva, poiché

eventi di disturbo si amplificheranno facendo perdere del tutto la sincronizzazione.

Se si trova il vare Eper cui¢ B)=0 e ordinando gli autovalori come

m 11 kB 88naAN | ONX AaAYONRYAITITAZ2YS &S O x

Una soluzione per calcolare la MSGHINRA a2 f OSNE Ay O2y GSYLERNIyYySHE fC
£ Q8ljdzZ T A2yS o6c0 dzalyR2 OPIYE QQgIR aimatdcyidentidydii T A |

ordine N.

t SNJ OF £t O2f I NB f Qa{ C Ay dzy nOddeiddikuitdvedrpag. B K dzl N

@ 1 (y-x+g(x))
Prz
I -ryd
le equazioni del diodo di Chua sono:

-bx-b+a se x<1
g(x)= ax se| x|<1
-bx-a+b se x>1

Per calcolare la MSF possiamo considerare una versione piu semplice del diodo di Chua, cioé una
versione con solo tre tratti, poiché il diodo nelle nostre simulazioni non lavorera mai nelle fasce
esterne.

SceglienddH(x)= 1 in modo da utilizzare solo la prir @+ NAF oAt S RA a0l G2
avremo la seguente matrice jacobiana di F(s):

n on-AOM o
*O A '% p
P Y
T i !
La MSF sara allora:
AV L 6 B
AO

Tale funzione puo essere tranqunlamente integrata anchesnei punti di discontinuitapoiché
sia nel punto 1 che nel puntm 3T' {iEE
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Per collegamenti con la variabile di stato x, la MSF ha un valore decrescente, per cui aumentando
KI dzy Sy dF f1 &AYONBYATT T AR36.81 (dnlbkk trovato pek platae- t 2 A O
tri misurati sperimentalmente)?, questo é il valore limite per ottenere la sincronizzazione tra i
Chua. Con un valore maggiore del valore limite, si ha una migliore sincronizzazione poiché gli
esponenti di Lyapunov sono tutti negativi, con un valore minoredilelt 2 N3 f AYA({iSsE O
esponente dLyapunov positivo, e questo porta alla desincronizzazione del sistema.

Tornando al modello fisico

E

Vediamo adesso come la variazione dei parametri dei singoli circuiti Chua influiscono suta sincr
YATTFTA2YyS RSt axaaSyl o [ I L &praidarnentd BsiglificaRt8 &i O f
fini della sincronizzazione, mentre un aumentoGdifa aumentare+, e quindi migliora la sinor
nizzazioneviceversa con un aumento @i si ha una diminuzione e con relativo peggioramento

della sincronizzazione. Per quel che riguarda i valori della resisinaasituazione é alquanta-d

versa, poiché no si pud parlare di una relazione lineare fa AK),§3a Sy R2 € Q2 NDA (|
Chua molto sensibile a piccole variaziorRdi

La MSF calcolata come sopra, riguarda circuiti identici che compongono una rete, ipotesi faolto di
ficile da verificarsnella realtg soprattutto per quel che riguarda i condensatori che difficilmente
hanno tolleranze inferiori al 3%.

1 Analisi delle soglie dsincronizzazione per una rete di Chua
| parametri nominali di ogni circuito sono, come gia detto al capitolo primo:
2 pxynmh ,1=10nFG=100n#, G=-0.757mS, G=-0.409mS

Da cui si ricavano i valori dei parametri adimensionali:

# . #2 . ] o
h#—prhl—py@h A ' 2 p® TMA ' 2 X C
Con il Matlab abbiamo trovato graficodella MSF per questi valori nominaliiderametri dei
Chua(vedfigura2.1)

MSF

I

—
— |

, . LY T Qu
Figura 2.1 Simulazione Matlab della MSF di | tipo (i valori sono inizialmente positivi,per poiedect

re, fino a diventare negativi in corrispondenza dicernto valore di K).

® Vedi tesi:Dr. Maiorao ClaudioAnalisi sperimentale della sincronizzazione di circuiti di Gffedti di accoppiame-
ti dinamici e topologie con elevati numeri di nddi. Cesarino ClaudiAnalisi sperimentale della sincronizzazione dei
circuiti di Chuaeffetti topologici di link direzionali e non direzionali
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Per poter ottenere una buona sincronizzazione didlihuadi una rete dobbiamo scegliere K he

la regione negativa della MSF,e percio si aviguesto casan K>= 7.01 , poiché per questi valori

di K gli esponenti di Ljapunov avranno tutti valori negativi. Per valori minori del valore limite
(K=7.01) ci sara almeno un esponente di Ljapunov con parte reale positiva e cio portera &l una d
sincronizzazione del sistema.

Essendo :

<#2
2 #

Anche la vaazione dei parametiC;, & R, R, come abbiamo gia visto nel paragrafo precedente,
facendo aumentare o diminuirk, ha influenza sulla sincronizzazione. Naturalmente questo non

vale tanto per il parametrd?, dal quale dipende il comportamento caotideer trovare il valore
RStfF NBaArAadagSyll RA O02tftS3FYSyid2 (NI,che @A NDdz
massimo autovalore, diverso da zero, della matrice di collegamanta quale varia a seconda
dellatopologiadi connessione.

2.1.2 Accoppiamento di due circuiti di Chua
Consideriamo due sistemi caotici identici, di cui il secondo@gia z h ,ton legstesséh UG
h U

equazioni di stato che abbiamo visto nel paragrafo precedente per il singolo ci@uitg
U Defigiamo un sistema differenza z b z doveN z h O z h

Z

b z @ zz
N z -W6 zz
O z -UB zz

Le equazioni adimensionali dei due circuiti saranno allora:

(@ 1y-x-ge))+ 1« 8P
Prz+ 1y P
Fory+1z &p
<® | 8B6 C 19086
6 -U6 bfhf/-U b

\[ 81U B1z-U 6

se i due circuiti sono collegati attraverso tutte e tre le variabili di stato.
Supponiamo che esistan@lori ¢ 1 = ,) tale che pet1<if 43 R 2 @S ,& , o ylRpadel
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reale degli autovalori delle due matrici jacobiane ricavate dalle equazioni precEdenti

h A h Tt
P p P
T i cl
h Ah cl h TT
P p P
T i ¢l

aSyaz2z OKS (dzidS €S GNIASGG2NAS ySA RdzS aradsSy
dentemente dalle condizioni iniziali, cggnifica che esse sono nella zona di attrazione. €ons
guentemente abbiamo:

19-1p-1[9(X)-C @D «p
N -gB-21,q
- 9-2)

dal momento cheg(x)-C @06 Q06 s Aon@ede i due valori a, bdetto sistemasi ricu-
ce al sistema lineare:

1) D)
N !N
o) o)
52@¢S tF YFGNROS ! § Omadelnaticizpieha mRrizionat@aly parte2 R

NEBIfS RA GdzidA 3FtA Fdzi2@01f2NR RA [[dzSadS RdzS Y
E importante tener presente che questo teorema da solo condizioni sufficienti per la sinaronizz
zione,qh Y RA | yOKS aS y2a§ ,ldaestddoh Sigaifical dNEilBSistéhdd nan pud
essere sincronizzato debolmente, nel senso che se le traiettorie perturbate corrispondend-alla r
gione internaQRA @SNH2y 2 RIff Q2 NR IAY &), uaiKSrrispondentizalie dzy S
altre regioni (per ipotesi assunte come asintoticamente stabili), possono convergere allo zero, cosi
OKS y2y 0Q8 ltooladlyll G4SYL®2 LISNI 23a3yA GNFASGG
di raggiungere di nuovie altre due regioni Qo D; , dove B € la regione dello spazio compresa

tra i pianix=-1 e x=1, D.1 € la regione dello spazio a sinistra del piawo1, D:1 € la regione a

destra del pianx=1.

9Cfr. Leon Chua, op. citpag. 97
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1 Circuiti accoppiati attraverso le variabili x, y,z

Consideriamo due circuiti accoppiati attraverso la salaabile di stato x (vedigura?2.2)

AVAVAY
Rc

Figura2.2 Due circuiti di Chua accoppiati attraverso la variabile x

Le equazioni in questo caso diventano:

(B 1 (yx-gM)*+ 1% &P

_Q.[-Z
<l Ty o
@ )| @ C oo
6 -Ubdd USd
I UG
-~
dove:
2
,{ —_
2

Il sistema differenza g

109-1P-1SiP-21xp

N -gB
149
quindi:
1) h O ¢¢ b M
N p p p N
O T I m O

Doves=a, b; i=1, 2
[ QSljdzr T A2yS OFNIGGSNRaAGAOlL 8§Y
13 E3 m1l A ™

as © pEME  aAllofp=9x=0 Sé un punto stabile e i sottosistemi saranno sincroaizz
ti.
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t 2y SyR?2 AR @POPpER@NBRRAO2yaS3adzsSyil I A
5.56 . Per valori minori & impossibile fare previsioni, ma daideire sperimentali e numeriche

aA NAROI @I OKS Af OANI:d@orsigerigimo tuie cirduli yoComayl dittave | 2
so la variabile edi figura23):

M
"\"llﬁ"'v'llhl".-"
Re

Figura2.3 Due circuiti di Chua accoppiati attraverso la variabile y

Le equazioni di stato in questo caso sono:

(@ 1(y-x-9(x)

Prz+ 1y 505
bty )
<@, &% C 06
6 -Umb fyf/-U b
&5 UGB
o
dove:
2
,{ E—
2

Sfortunatamente & impossibile applicare il teorema precedente in questo caso, poiché shha se
pre almeno un autovalore positivo, ma questo non implica che questo sistema non saramai si
cronizzato. Sperimentalmente si ha sincronizzazibde )35.% e con calcoli numertéisi ha per
+y>1.Consideriamo adesso due circuiti accoppiati attraverso la variabile z:

(D1 -Hg(x)
-@'I‘Z

c

L &P

6 C o
-U®dd UB

[ U Az-UB

<o

Qu
Qu
Qu

1

q)ll Qu

\i

1 Cfr. Leon Chua, Makoto Itoh, Ljupco Kocarev e Kevin E¢kéttl, 2 & { @ Y OKNR Yy A | Hduind of ciA Y
cuits, Systems and Computers, Vol. 3 N° 1(1993)Pag. 100
12 Cfr. Leon Chua, op. citpag. 100

/ Kdzl
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O2YS LISNJ £ QF OO02LIIA L YSyYy (2 FFGGNY 9SNER2 fF OFNAIO
teorema pecedente, per la stessa ragiodumericamente la sincronizzazione é stata trovata per
n @ TR, per un set particolare di condizioni iniziali.

1 Condizioni di accoppiamento

Si consideri una rete di N circuiti caotici collegati tra di loro attraverso ypia wariabili di stato.
Chiamiamo A la matrice di connessione, tale che:

| E E

se il nodo i ed il nodo j sono accoppiatiz1, altrimentia;=0

| i=

3t A StSYSYGA RSttt RAFI2YIFES LINAYOALI S &2RRA
A A b AP plti8 &

Questa condizione implica che un autovalore della matrice A € 0 con molteplicita 1 e gli altri sono
negativi.

Gli stati di sincronizzazione dei circuiti nella rete possono essere caratterizzati da questlivalori
versi da zero della matrice A.

Si dice che una rete dinamica é sincronizfasntoticamente) se :

xi(t)=x 2 O 8888 O : AlTT O°mw

Conoscendo le dinamiche di un nodo isolato ed il legame di connessione con gli altri nodi, si ha che
lo stato della rete sincronizza con la soluzic@® ¥ p  di un nodo isolato se :
sh)=x 1()=x 2 O 8gaB O ATT O°mw

R2@S aoiduv LJdz5 SaaSNB dzy Llzyd2 RA SljdzAf &0 NR 23
mica della rete & determinata dalla dinamica di un nodo isolato:

0 £ 0 O
Lemma 1: consideriamo la rete costituita daiMwiti identici accoppiati linearmente attraverso il

primo stato di ogni circuitgnodo).Ogni nodo costituisce un sistema dinamico n dimensionale del
tipo:

i=f(x )+ui peru = A @ (vedi paragrafi seguenti).

{ dzLJLJ2 vy A |,¥ig il pld r8nde<autovalore diverso da zero della matrice di connessidoe A,
stato di sincronizzazione alla rete definito come sopra € asintoticamentstabile se
4

YR

3 Cfr Leon Chua, Makoto Itoh, Ljupco Kowvaeekevin Eckert/, K| 24 { @8 Y OKNR Yy Al Hédum@ ¢fciA Yy / K dz
cuits, Systems and Computers, Vol. 3 N° 1(1993)Pag. 103
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1)
dovec>0 e il legame di accoppiamento della retél@& una costante positiva della rete, tale che
zero € un punto di stabilita del sistema Edlimensioni
I1=f1(2)-Tz1
l2=f 2(2)
88888
88888
I'n=Ffn(Z)

Tale sistem¥ & il modelo di un singolo nodo con autetroazionezTz: , dove T & la costante pies
tiva tale da, come detto prima, stabilizzare una singola cll@ A y (i S NI tabiliBzatdSsa@A Sy S
spetta la condizione (1).

2.1.3 Topologieregolaridi N circuiti di Chua

Mostriamo adesso alcune possitdpologie di connessiortéfra i nodi di un circuito:

[

a)globally co- b)nearest neighbor
c)star d)array

1 Globally-coupled network

Tale configurazione si ha quando ogni circuitodo e direttamente connesso a tutti gli altri nodi

della rete.
O—0)

val

Figura 2.4 globally connected
La corrispondente matrice di connessiache

Y fr. PosadasCastillo,Hernandez,Criternandez e Lope@utierrez{ @ Y ONB Y AT F GA2Y Ay | ySig2]
forth lasted International conference , CIRCUITS, SIGNALS AND SYSTEMS,novembre 2006,San FranciBeg., CA,USA.
237

!> Cfr. Posada<Castillo,Hernandez,Critternandez e LopeGutierrez op.cit. pag. 237
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~ P P P I::. P 1
11 e ~ p 9 E Q >
! 1 e E E E e =~
't p p p 8 p "
U p p p E pU

Questa matrice ha un singolo autovalore uguale a zero e tutti gli altri ugghlli lasecondo aud-
valore piu grandé»q=-N decresce atbper. © H

| E4 Tt
Esempio con quattro reti Chua
c p P P
=P c p P
P P o p

PP P Y

Questa matricgoresenta un autovalore uguale a zero e tre autovalori padi,jper cui anche
1o=-4, e chiamandoR:la resistenza di collegamento tra i Chua della rete

# 2K S
+ #

PpCcMoO

Per i seguenti valori nominali:

G pnl h2 sF4KE&3)C;=100n, ed anche con uno scostamento di circa £4@i R; Si

avra sincronizzazione, tanto migliore quanto piu bassa e la resistenZaiRentando, invece la
resistenza, si avi@rima un peggioramento, e poi un miglioramento. Per un vafalec=10, con le
condizioni inizialki1=1, X12=-1, X13 =3, X14=-3,ed un collegamento attraverso la prima variabile

di stato, la sincronizzazione si raggiunge in circa 5 sec. Per un colldgaattesverso la seconda
variabile di stato, per esui, X22, X32, X2 la sincronizzazione si raggiungera in circa 15 sec.,e cosi
pure per unlegame attraverso la terza variabile di stato,ad g, X23, X33, X3,

1 Nearestneighbor coupled network

Questa configurazione contasin N circuiti collegati adanello (vedi figura2.5) ed ogni cella i
adiacente alle celle vicile p h E ¢ hdovek=castartie. 888 h E E7T¢

O<—0

| ]
O<«—0O

Figura 2.9\earest Neighbor coupled networl

Le equazioni dstato della rete sono :

®Cfr. Posadas Castilbp.cit,pag.239
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~ ~

i:f(Xi)'l‘CBj! (Xisj+xi-2x) DAO E p h ¢ h 88 h

La matrice A € data da:

~ ¢ P n E E Il
WP ¢ p T E,
Ac=1é€ E E E En~
'm E p ¢ p?
up nm E p ¢V

e il secondo autovalore pigrande puo essere trovato in questo modo:
i
< OAIT-
1 E4 Tt
oK

Questa condizione implica che la rete non € sincronizzata, se il numero di circuiti € grande.
Esempio con quattraircuiti di Chua:

¢ p T P
_p ¢ p m
Ao P G p
p T p G

Gli autovalori songy=4 ,<,=<3=2, <=0 con il legame di connessione c=10 e come condizieni in
ziali le stesse del caso precedeniletempo perraggiungere la sincronizzazione con un cailleg
mento di tutti i nodi attraverso a prima variabile sara di circa 20 seaggiore quindi del caso

precedente’’ In tal casodovra esserdR. X pcnMKE dziAtATTlIYyR2 tF F2N
paragrafo:
# 29 8
2 T

e gli stessi parametri nominali di cui sopra.

Tale valore costituira, come visto sopra, il limite massimo tra sincronizzazione € non
sincronizzazione.

T

Y Cfr. Posadas Cd#,op.cit,pag.239
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9 Star coupled network

Laconfigurazione di accoppiamento di tipo star € mostrata nella figura seguente:

©
B<—>W<—>E

Figura 2.6 Collegamento a stell

la matrice A e:

~ p P P E P Il
o P p mE m,
AFi 6 E E E €&~
oo n n E én
U p n nE pVU
Gliautovalorisono {ONm % -1X X

5QFf NI LI NIS Af &S O251R 2he hoh Slegatdlally dhiensiordzaald rf 2 NB
te, poiché:

| Ed p

Per cinque circuiti accoppiati bidirezionalmente a stillenatrice di connessione é:

UL S N N
1P p T T T,
! 1p T p T 10
lp  m m p W"
Up nn n m pY

Gli autovalori sono: {05,-1 ,-1 ,-M Y @2y <
9 Circuiti di otto Chua

Per una connessione di tipearest neighbordi otto Chua(vediFigura2.7),

SN

© ©,
©

o

Figura 2.7 Collegamento di tipo nearest neighbor, con otto circuiti
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la matrice di collegamento e:

¢ p WM T T T T P

P ¢ p M M M M oW :,Il

B L SO ¢ p T T T T,

I Tt Tt P C P Tt Tt 1o
' (IN) 1 SR | SR | S o) ¢ p T T
Ihm 1T 1T T P ¢ p TN

Ubn n n nm m p ¢ p"

Uup . nn n n n p ¢V

| cui autovalori sono=4.0000 -3.4142 -3.4142 -2.0000 -2.0000 -0.5858 -0.5858
0.0000,come si puod vedere tutti interi, poiché la matrice &€ simmetrica, e negativ,5858 e la
resistenza di collegamento sara allora, &h = 6.31, (valore trovato sperimentalmente in laber
torio) e s 3=0.58
<#2
+#

2 p& X m+

che possiamo considerare il limite massimo per ottenere una buona sincronizzazione.

Per una connessione del tigobally connected deglotto Chua,figura2.8)

Figura 2.8collegamento di tipo globally connected, con otto circuiti di Chue

La matrice di collegamento é:

X P P P P P P P
P X P P P P P P,
P P X P P P P P,
. P PP X P P P Pa
1p- PP P X P P PN
o p p p P X P PT
o p p p p p Xx p"
Up p p p p p p XV

| suoiautovalori sono-8.0000 -8.0000 -8.000 -8.000 -8.0000 -8.0000 -8.0000 0.0000,0e
me si puo vedere tutti interi, poiché la matrice € simmetrica, e negativ -8 e la resstenza di
O2t €t SAFYSyd2 aFNE Fff2Nh> LISNI ljdzSadA QI f 2NR
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<#2
+#

¢ B UL 9

che possiamo considerare il limite massimo per ottenere una buona sincronizzazione.

Per una connessione di tigdub degli otto Chua (vedigura?2.9)

09 00

& e

Figura 2.9 Collegamento di tipo Hub di otto circuiti

La matrice di connessione é;:

FL S - R T B A LU S LS
[P p T WM W W T T,
P T p M M M T T,
I 1P T T P Tt Tt Tt i
' np T M T T p P pn
T 11 1m 1P p T T
Um m nm m p m p mh
Uug nn nn n p 1n 1w pY

| suoi autovalori sone5.6458 -4.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -0.3542 0.0000
1,=-0.3542 R hchchm @

Per una connessione di tipecondnearest neigbordegli otto Chua(vedtigura2.10):

&Q

() ‘Q

© /

Figura 2.10 Configurazione second nearest neighbor

la matrice di connessione €:
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T p p T T T P P
%0 1t p p m om m p!
WP T op op omom ﬂ::
_ Tt T Tt Tt

&nn—lln 19[ B p p.[ 8 p T[':'
"m n m p p 1 p p!
lp m m m p p 1T pH
Up p m T T P p T

Gli autovalori di tale matriceono:
0,-259 -541 -4 ,-6,-2.59 -6 ,-5.41
1,=-259 R X8aome+m

Mostreremo in seguito alcune verifiche eseguite con il programma SwitcherCad della sirgronizz
zione di 4 e 8 circuiti, utilizzando per le resistenzeallegamento tra i vari circuiti il valore della
resistenza di soglia, cioe della resistenza ottenuta con il programma Matlab per valori nominali dei
circuiti di Chua, la quale, come detto precedentemente, costituisce il limite tra sincronizzazione e
non sincronizzazionePer verificare sperimentalmente i circuiti c@witcherCaded avvicinarsi il

piu possibile alla realta, sono state introdotte le tollerari@®1% per le capacita, 0.5% per lei+es
stenze). Infatti a livello industriale & pressoché impluisirealizzare resistori 0 condensatori ide

tici, ed inoltre & importante conoscere le condizioni iniziali di un sistema caotico per verificarne il
comportamento degli istanti successivi

2.1.4 Simulazioni corBwitcherCad
1 Quattro circuiti di Chuagconnessi in modalita globally connected

Nella figura seguente € mostrato il comportamento di quattro circuiti di Chuae , X% , X ini-
zialmente non accoppiati.parametri di questi circuiti sono gli stessi che abbiamo usato precede
temente, ma coruna tolleanzarandom di max 0.5% per le resistenze e di max 0.01% per & cap
cita. Nella figura successiva mostriamo la simulaziSnétcherCadiel comportamento degli stessi
quattro circuitixsy , % , X%, % collegati tra loro secondo la modalita globally connected attraverso la
variabilex:

Figura 2.11a Schema di quattro circuiti di Chua, non collegati tra loro
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Figura 2.11b Simulazione SwitcherCad nel piano delle fasiomiglortamento di
quattro circuiti di Chua con parametri e tolleranze definiti precedentemente, n
collegati tra loro,

Nella figura successiva mostriamo, con una simulazg&wiécherCagdil comportamento degli st
si quattro circuiti collegati tra loro, secondo la modalita globatipnnected, attraverso la variabile
X, con una resistenza di collegamerf® p p 1 mlmmgsistenza di soglia pan retedi questo t-
po, con quattro circuiti di Chua come nodi, in modagjtabally connected, trovata con il Matlab, e
Rh=MMHY NMX LISNJ LI NI YSONKIMEBXA¥H4E A RA ljdzSada

Figura 2.12a schema di quattro circuiti di Chua, collegati tra loro secondo la modalita glc
connected attraverso barametro x. con R11000

al | i N ” f o il N '\ o
il “ ‘ i il I S 41 oy o . i i i
i i AT it ‘ FilH) A ’ \ ull i
|I ¥ ‘Il | ' ‘\-‘ '| [ ‘ H 4 ull“!‘l = ‘""-‘ ‘l £ ‘!l | ‘ L M \ L i || -’ J‘ ‘ Il Py ‘JII

A I“{\ ‘M'J‘ \fwm( ”H'”tfi A 4[ VA i}f ’t\"f”lq Afif f\ W J'\m W j;‘ A \‘\/\ A {\ s ’\l” ‘1 ’I” A\ ‘fl W\ \Nn Wt f‘\w ”3
H\ ‘f |‘\ I I I I ‘ ‘ ) l EH
|

W "\ I il .
i | q w, | Al
I | \ ‘f M R.“ “_I‘H‘ . .‘I;,‘Jll“.”

if “;"HH“\ ) L”“Il ] |I\|

vl J 8 I L

T|II
_||H| i
“u., J|J

Figura 2.12 b Simulazione SwitcherCad, nel piano delle fasi , del comportamentt d
tro circuiti di Chua, con parametri e tolleranze precedentemente citati, collegati tra Ic
attraverso il parametro x
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Figura2.12c¢ Simulazione SwitcherCad, nello spazio di statordel «
portamento dei precedenti quattro circuiti di Chua

Gli interruttori utilizzatinella figura 212a permettono di avere una fase iniziale in cui i circuitolav
rano autonomamente; ao la chiusura degli interruttori si ha interazione tra i nodi e si poss@Ao v
lutare le condizioni di sincronizzazione.

{1 Otto circuiti di Chua connessi in modalita globally connected

Per le prossime simulazioni, a causa del grande numero di nodcendessioni, utilizzeremo |l
subcircuito mostrato in figura 23, che comprende anche le tolleranze random per resistenze e
capacita fatta eccezione per R, per poter rappresentare i circuiti di Chua con il new synpbol ra

presentato in figura 2.4:

.param tol=0.01 .param R1=mc(220,rtol) .measure R1_param r1

=) - .param R2=mc(220,rtol) .measure R2_param r2
z sparan Hol=0S .param R3=mc(2.2Kk,rtol) .measure R3_param r3
o .param C1=mc(10n,tol) .param R4=mc(22k,rtol) .measure R4_param r84
@ -param C2=mc(100n,tol)  .param R5=mc(22k,rtol) .measure R5_param r5
Vi V2 -param C3=mc(1utol) .param R6=mc(3.3K,rtol) .measure R6_param ré
2 = SN = .param R7=mc(1k,rtol) .measure R7_param r7
A€ V(Ve2)=0.1 V(Ve1)=0 ) ( .param R8=mc(1K,rtol) .measure R8_param r8
T 9 AC10 g .param R9=mc(330,rtol) .measure R9_param r9
AC10 .param R10=mc(53.7,rtol) .measure R10_param r10
= =
R8
2 S 220'
=
3 2
X l
>
ek Teos2 <I_ Rl a—
|2 u2
= [
R7 © |
Ve2 ——+—A780——s Vel d z
¢ L5 d s R10
100n 10n AR V'
22k R11~ 20
R2 2.2k
<733k I

Figura 2.13 Subcircuito che comprende anche le tolleranze random per i@ar
tri del circuito
2 Vc1+
Chua WS
o Vc2 -

Figura 2.14 new symbol del circuito di Chua
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Ve2
1 Rez Re21 an/
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Figura 2.15a Schema di otto circuiti di Chua, collegati tra loro secondw la
dalitagloballyconnected attraverso il parametro x, COf’ R4 H 1 1 1 M

Figura 2.15b Simulazione SwitcherCad, nel piano delle fasi del comportamento di-ott
cuiti di Chua, con parametri e tolleranze precedentemente citati, collegati tra loro attrar

so il parametro x

Figura 2.15c Simulazione SwitcherCad, nello spazio di stato del comportamento deg
circuiti precedenti
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2.2Controllo
2.2.1 | sistemi drivec response®

Come abbiamo gia visto nel paragr&d, si parla di connessione direziona(e,drive-response)

guando il circuito driver controlla il circuito slave (o respori®e¢ora e Carrol hanndimostrato

che i sistemi saranno sincronizzati se i CLE sleh® response sono tutti negativi. | CLE @véano

Ot O02ftFyR2 3fA SalLRYyBuwnbistenR dimdnsohaddzyan@arahds dliesti Q A y
agli esponenti di Ljapunov del sistema drivdimensionale. | rimanenti-m esponenti di Ljapu

ov saranno i CLE del sistema respoies8 dzy Y Siveghddt2 seMBlielpeér vedere se i CLE
saranno negativisupponendo chél sottosistemasialineare. Siaut)=w(t) -x & , cbiamandouil
sistemadifferenza,avremo: s O - ® =06(v,w) -E O hSedl sottosistema & lineareha

biamaus Out),HdoveA é una(n-m)x(n-m) matrice costante. Consideriamo come autovalori di
Al:h2hR 848 ; le pattireali di questi autovalori sono per definizione i CLE cesmtitti |

CLE sono negativiallorg—vO nS A az2it2aradSYA alNryy2z2 airyol
i sistemi si svilupperanno separatamente pill lontano, Pékb e di conseguenza non saranno mai
sincronizzati. Un caso intermedio occorre se uno o piu CLE somonza nessuno € positivo; per

O ®bi sottosistemi saranno separati da una distanza fissa B, dipendente dalla condizioni $wziali.

i sottosistemi sono sottocircuiti lineari con elementi passivi, € banale calcolare i CLE, sei+ sottos
stemi sono non lineari CLE non sono cosi facilmente determinati, quindi € necessario ricorrere ad

un software In seguito ci occuperemdi tre configuraziondi sistemi driveresponse.

Configurazionk-drive, y-drive, zdrive

Nella configurazione-drive, come nellealtre due configurazioni prese in esame, il circuito master
e collegato al resto del sistem@ella figura 2L6 ad un altro circuito)attraverso unamplificatore
operazionale di tipo buffer, che, causa della sua resistenza di ingresso infinita, @ teksa ras
stenza di uscitgpermette il collegamento monodirezionatke! driver al master.

I"L-'

E— ;
g - - ANAS \s -’

. AN —
-+ R |+ '
. v < .=
> C2 Cy 9 C Gy 9
- - -— C - -

Figura 2.16 Configurazionelxive
Le equazioni di stato diventano:
AU o -U

2 U U
I -ry

Qu
Ou
Q

U

Qu

Qu
Qu

'8 Cfr Leon Chua, Makoto Itoh, Ljupco Kocarev e Kevin Ec¢kéttl, 2 & { @ Y OKNR Y AT Houmn@ ¢fciA y / Kdzl
cuits, Systems and Computers, Vol. 3 N° 1(1993)92g. sgg.
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Il sistema differenza in forma matriciale sara allora:
N p p N
O i m O
| CLE sond).5 ,-0.5 e i sistemsincronizzano.

Nella onfigurazione ydrive, rappresentata nella figa seguente:

‘:_ R

A AN

>,
+
I l AAN - ] AAN i
AA— e = VATAS— -
- v < LS v vy <
\‘/ ) C Cy . ! ‘- : ETCZ CTF | <

Figura2.17Configurazione-yrive

Le equazioni di stato sono:

AaQ @ | B& o6 8
Pz l 81U 6
Ty

| CLE sone2.5 , +0.05 , fcome da aspettativa il sistema sincronizzea U  2U 8 rimarranno a

una distanza costante B tra di loro
Nella @nfigurazione drive, le equazioni di stato del circuito sono:

A-x-gifx)) 6 -B& o6
Ptz 6-U8 UG
I -1 U

In questo caso sperimentalmente si & visto che e impossibile avere sincronizzazione, poiché i CLE
non sono tutti negativi.

2.2 1l pinning

Il pinning e la tecnica che consente di pilotare una rete di dispositivi attraverso un dispostivo le

der.
Il

Globally connected Nearest neighbor couplec
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Il leader & collegato in modo unidirezionale tramite un amplificatmperazionale ad uno o pitid
alLl2aAliAgGA RSttt NBGS S G4SYRS I F2NIFNB jdzSaidQ
Consideriamo la sincronizzazione multipla di circuiti di Chua accoppiati, in comportamento caot

co; imponiamo particolari dinamiche da un cito master ai circuiti slaves della rete complessa,
guando i circuiti sono accoppiati con divetspologie come per esempio accoppiamenti di tipo
globally coupled, nearest neighbor, star.

| sistemi naturali ed artificiali sono composti da migliaia mtau(celle), delle quali noi possiamo
conoscere 0 non conoscere il comportamento individuale.

Consideriamo una rete complesdeN celle identiche, accoppiate linearmente attraverso la aari
bile x; ogni cella costituisce un sistema dinamicoNadimensonicome segue:

i=f(Xi)+u i
oppure in modo esplicito:

i1=f1(Xi)+uU i1
i2=f 2(Xi)
8888
8888
in=f n(Xi)

dovexi = (Xi1, X2h 8 8nd™TN@T  sono gli stati della cellaui ™ T, u1=c A @ N T sono

gli ingressi della cell#=(aij)nxn € la matrice di accoppiamento che rappresenta la configurazione
di accoppiamento nella rete, e ¢ > 0 rappresenta il legame di connessione tra i nodi della rete.
Poichék A, ed essendd»<0 , A<O , la disuguaglianza & equivalentd\a — € nel caso di

collegamento attraverso la sola variabile x, possiamo metfere A= 10. Un grande valore del
modulo dil, implica che la rete pud essere sincronizzata per un piccolo valore del parametro di
connessione.

Ui Stati Vi
——>

ingressi X Uscite

Figura 2.18 cella isolata con ingressstati ¥ ed uscite y

La figura mostra la struttura di una cella isolata con un singolo ingresso ed una singola uscita;

f Q2 dz( LJdzi LIdz5 S §&EGMNRIoveESST AdAALIG 2F dR1IYAS2 Yy S y2y fAYS
LI NGS Ay Y2tGA OF&ar fQdzaoOAaAdl OKS ONu=xiyCidsSiINS & & |
primo stato di ogni cella.
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1 Star coupled network con un nodo isolamaster)
Nei casi precedenti aldmo considerato una rete di circuiti di Chua senzaaisdlabnZ Q Y ;& (i S NI:

adesso consideriamo il caso in cyiéNisolato e questo nodo imprax le sue dinamiche agli altri
(N2, N5, Ni) come da figur&.19:

(2
(8
/

Figura2.19 Network di quattro celle accoppiate in configurazione star con il nodt
isolato N che impone le sue dinamiche caotiche aqli &i, Ns, N: )

La corrispondente matrice donnessione la seguente:

A=

© OO o
43404
4o A4
L

| corrispondenti autovalori sonb; 21 31 43%-1, con il fattore di accoppiamento ¢=10 e con
condizioni iniziali le stesse del caso precedente, con questi VdEmima 1 garantisce la completa
sincronizzazione del network della rete.

Noi possiamo osservare che il tempo di sincronizzaZiquer il il collegamento attraverso lav
riabile x dei circuiti di Chugi1, %1, %1 ,X41) € approssimativamente 20s.

1 Globally coupled network con nodo isolafmaster)

Consideriamo un network di circuiti di Chua in configurazione globally co(fijexd10.3 dove |l
nodo N € isolato ed imporra le sue dinamiche caotiche agli altri nodi della(riste, N5, Ns ) .

(v
Chand©

Figura2.20 Network di quattro celle accoppiate in configurazione globally coupled ¢
il nodo isolato Nche impone le sue dinamiche caotiche agli @i, Ns, Ny)

La matriceAqc sara data da:

T T T Tt
, P O p P
P p O p

P p p o©

| corrispondenti autovalori sono 3=-4h ,=1p k-1 1 4/0) }

9 Cfr.Posada€astllo ed altrgp. cit,pag.240
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2.2.3Collegamenti masterslave

Il circuito s funge da master per la rete di otto circuiti collegati carotdigurazione globally oe
nected, cioé impone le sue dinamiche agli altri nodi del cir¢xitox , X, X, X%, X%, X7, X8 )

Figura 2.21 configurazione di tipeaster slave di una rete di otto Chua con collegamentc
tipo globally connected. Il circuito s funge da master ed é collegato ad un solo nodo.

La matrice di connessione per tale rete € la seguente, se il circuito master & colldgatosalo
nodo:

rvT[ TU Tt Tt Tt Tt Tt Tt Tt l’l
P WP P P P P P P,
TP X P P P P P P,
T P P X P P P P Pa
! m PP P X P P P PN
M p p P P X P P PN
Mt p p p P P X P pv
t p p p p P P X p"
ot p p p p p p p XV

Gli autovalori sono:

-0.1125 -8.0000 -8.8875 -8.0000 -8.0000 -8.0000 -8.0000 -8.0000 0

12=-0.1125

Re=0MT m

S i nodi pinnati sondN, cioe tutti i nodi del circuitos, € sempre uguale al ,altrimentiha un a-
lore maggiore (minore in valore assolutpgr cui anche Rliminuisce con itliminuire delnumero
dei nodi pinnati.
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2.2.4 Simulazioni corBwitcherCad

1 Pinning di otto Chua globally connected

Vel =
Chua WS {Re}
Ve2
A /(\R,:i ———
Re)
7
*, N | — Y
)i e Re)
VG2
A = "N
() ) {Rel Ny
g ACT0 g {Re)
AC1D
-+
tran 60m uic
Vel —ai

paramRe=300 |y e e e r e el
ua WS
Vez + L vez Chua WS
b ve2 L

A —d . L
ey <[ E | {R:)? (m% (n:)
J

Re}" (Re}.
e

Figura 2.22a Schema SwitcherCad del pinning di otto Chua con connessione glabal
nected , con 1 nodo pinnato edrRo n1 Ny 0 MW M

vy iy vivn) ) vive) v ive) ivs) W[n006) Vgnon3)
o ; | 1 I | i i 1 i

il

Lt |
'L Al j’” ”mj JUI ‘.“‘

”"‘Hi d"’ Al J"‘I‘ ‘IulI ‘MH]‘ nf“‘lu.\"m 'w"l

Figura 2.22b Simulazione SwitcherCad, nel pilatie fasi, del pinning di otto circuiti di
Chua globaly connected ,con un nodo pinnato, cdndR1 Nyh D MW M

Figura 2.22c Simulazione SwitcherCad, nello spazio di stato, del pinningrotto
cuiti di Chua globaly connected ,con un aginnato, con € 0 1 1y D MW M
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1 Pinning di ottoChua nearesneighbor coupled

Rc1 Rc2 Rc3
Re A N AN
SAVAY {Re} {Re} {Rc}
Rc!
{Re} B Vet 1 P Vel V2 Vel = P Vel V4 1
Chua Ws Chua WS Chua WS Chua WS Rc42
Ve2 Re8 Ve2 o Ve2d P Ve29 (Rey.
{Re} -
b Vet } b et P vet 8 [ ver P8
Chua WS | v Chua WS Chua Ws Chua WS
P Ve2d P Ve24 Ve24a P Ve25
Re7 Rcé RcS
. / AN — VA
(™) {Re) {Re} {Re}
7, AC10 ot
AC 1
_tran 60m uic
.param Rc=200

Figura 2.23a Schema pinning di otto Chua con connessione nearest neighbor paf s
zione SwitcherCad, con un nodo pinnatd, R 1 ngf H 1\ M

Figura 2.23b Simulazione SwitcherCad, nel piano delle fasi, del pinning di otto circuiti
Chua nearesteighbor coupled, con un nodo pinnato, cofl R 1 gk X 1@ M

Figura 2.23c Simulazione SwitcherCad, nello spazio di stato, del pinning otie «
ti di Chua nearesteighbor coupled ,con un nodo pinnato, coff R N1 gk D Mw
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Come si puo notare, in entrambe le simulazioni, J&ittizzate sono molto basg¢rispettivamente
onnm Sedraumentaho per ogni nodo pinnato in pit, finoadivare entrambe aff HY H 1 M X
LJS pH1,<se tutti i nodi sono pinnatcome si vedra in seguito nelle simulazioni Matlab.
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Cap.3 Caratterizzazione topologica di reti complesse

3.lintroduzione

Unarete ?° & un insieme di elementi, chiamati vertici o nodi, connessi tra di loro; nel mondo reale
abbondano i sistemi che prendono la formareti, per esempio Internet, reti neuronali e metab
liche e molti altri.

Un esempio diete con otto vertici e dieci conrssioni € mostrato nella figura 3.1

nodo

collegamento

Figura 3.1 Esempio di rete

Una rete puo essere rappresentata da un grafo; la teoria dei grafi € una branca della matematica
discreta. Pesso si citaame primo aprofondimento della teoria delle reia soluzione del mr-

o0f SYI RSt LR2yidS RA YIYyAao0SNH RSt mMTop®

A sono varie topologidli reti, per esempio con differenti tipi di nodi, o con differenti tipi dneo
nessioni, e sia i nodi, sia le connessjpossono avere differenti proprietd, come per esempio nei
social network.

Anche nella scienza sociologica le reti sono stiteliate intensivamente. Gia nel 1939 i sociologi
RAY2a0UNINRYy2 fQAYLRNIFIYyTIl RSttS O2yySaairzyir i
nel fare circolare questionari, nei quali si chiedeva di rispondere in dettaglio sulle relazioni con gl
altri.

Ned A dzf GAYA FyyAS RQIFIfGNI LI NISE OQs aidl i2 dzy:
con pochi nodi e poche connessioni altegrieta statistiche dei grafii larga scalaQuesto nuovo
approccio e stato in gran parte dovuto alla dispalitédo dei computer e ddle reti di comunicaz-

ne, che ci permettono di analizzare dati su scala piu estesa rispetto al passato, quando gh studi r
guardavanaeti di dieci oal piucento nodi, mentre adesso non é difficile incontrae¢i con milo-
nnoanKS YAfAIFINRA RA yY2RA® vdzSad2 OFYoA2 RA aol
problematiche che precedentementeranostate poste negli studi di piccoleti, non sono utik-

zabili in molte reti di piu larga scala; molte domande alle qualite&aodare rispostaegli studi di

piccole retj non sono interessanti imolte retiLJA G IANJ Y RA® | v I LINR oof SYI (i
cial network poteva riguardare la rimozione di quale nodo potesse essere cruciale per la eonnett
vita del sistema, ma talproblema € poco significativo nella maggior teadelle retiaventi milioni

%0 Cfr.M.E.J.NewmayiThe Structure and Function of Complex Netwdsiam Review, vol. 45 N°2, pag. 168 e sgg.
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di nodi, poiché nessun singolo nodo una volta rimosso ha un grande effetto in tali reti. In questo
caso una domanda ragionevole potrebbe riguardare solo quale percentuale ddeoeiessere
rimossa per compromettere sostanzialmente la connettivita della rete; questo tipo ditquesi

un significato reale nellereti £ F NAF aOFf+F® 5QFf dNF LI NIS OQs
giustifica il cambio di approccio allo studielle reti Per le reti comprese tra dieci e cento nodi, e
relativamente facile ottenere ugrafodelle reti, con i suoi nodi e le sue connessioni e dare una r
sposta alle specifiche domande circa la sua struttura esaminamggafd. Questo e stato undei

primi metodi di analisifin da quando e cominciato lo studio delle reti; corawete di oltre un m-
fA2YyS RA Y2RA 1jdzSAaGdQF LILWINRPOOA2 8§ AydziAf Sdi- bSft
ci e stato molto utile per studiare il comportamto dei network complessi, cioé delle reti che
hanno un numero diverso di connessioni per ogni nodo (a differenza di quanto avviene per le reti
regolari).

Lf Y2 RSt fha dankatopBrziNcd quaranta anni sugli studi dei sistemi complessi e cid &

stt i2 R2@dzi2 Ay 3INIY LI NIS |ffQl &aSyié retireRliAa dzy Q2
larga scala.

| piti recenti studi sui circuiti reali compleSssupportati dalla possibilita di acoe ad un grande

numero di datisulla topologia complesgielle retireali, fanno ritenere invece che molti di talr-ci

cuitinon sono né completamente regolari né completamente random.

{dz ljdzS§aid2 I NH2YSyid2 S RdzS csmah@dlisimd BoddlixsGaleNS OSy
free¢ della maggior parte delle reti complesse.

Watts e Strogatz (WS) nel 1998 introdussero il concetto della rete -srodtl, prendendo un
esempio riguardante le relazioni umane; se due persone fanno conoscenza e scoprono di avere

amici in comune, entrambizOf I YI y2Y & /2YS § LIAOO2ft2 Af Y2y
attraverso unacatena di conoscenti.

[ 2 LJAAO2f 232 aAfaINIY ySt t2yidly2 mdbdcnI AYUNRF
sostenne che negli USA il numero medio dei conasck due persne estranee tra di loro é sei,

egli congetturd che questo avviene in tutto il mondo.

Negli ultimiannié statoi2 A G N> 62 OKS |jdz82 N RY2RSRH YA GBMBESH
reali e nei circuiti elettronici.

La caratteristica pgominante delgrafo9 w 0 Y2 RSt f 2 NI yR2 w02 N RRS {5 YOK
distribuzione della connessione della rete raggiunge un picco ad un valore medio e poi decade
esponenzialmente, per cui queste reti sono chiametgponential networks ; esse nonsono
omogenee, cioé ogni nodo non ha lo stesso numero di connessioni.

Ly QFfGNF NBOSYdGS aO2LISNIF AAIYAFAOIGAGI ySt O
numero direti I € F NBIF &OFf 3> Ay OkNBR: L yASNISHelznodd 2 2 A
hanno pochissne connessioni e solo poché hanno molte; € molto importante caratterizzare la

L Xiao Fan Wang@;omplex networks: topology, dynamics and synchronizaitié@rnational journal of bifurcation and
Chaos, Vol. 12, N°5 (2002), pa8g§5916
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struttura delle reti complesse, poiché questa influenza il comportamento del sistema dinamico,
LISNJ SaSYLRA 2 f I -TOBBE S ANByitRberdndezagi@ios, ma pid vulnerabile

agli attacchi esterni, come hanno dimostrato tra gli altri Albert, Callaag ChoeR?.

Spesso ldopologiadi legame fra i nodi della rete gioca un ruolo cruciale nel determinare il suo
comportamento dinamicoLJSNJ S&ASYLIA 23 | RAaALISGG2 RSttt OBSOARS
te portera alla sincronizzazione una rete di circuiti identici, come sostenuto wa \@hua nel

1995, ma anche molte reti con accoppiamenti relativamente deboli didipalworldé portano i

nodi della rete alla sincronizzazione.

3.2 Proprieta dei grafi

Tra tutte le quantita e le misure studiate negli ultimi anni, riguardanti i netwodkaplessi, sono

tre i parametri che giocano un ruolo chiave nella teoria e nella modellizzazione di tali retn- la lu
ghezza media del percorso, il coefficiente di clustering, e la probabilita che la rete abbia un dete
minato grado medio (distribuzione digrado).

1 Lunghezza media del percorso

In una rete la distanzd; tra il nodo i ed il nodg, & definita come il numero di connessioni lungo il
piu breve percorso, che connette i due nodi

Il diametroD di una rete € la massima distanza tra un paio di tjuesdi.

La lunghezza media si definisce come la media delle distanze tra due nodi; tale distanza determina

f QSTFSOHGADLE YAadaNF RSttl NBOIS®» bSt yStég2N] FN
piccola che connette due nodi. Chiaramehi#®® p; seL/D=1 la rete e globalikcoupled, cioe,

come abbiamo visto nel capitolo precedente, ogni nodo & connesso con tutti gli altri.

Una delle piu importanti scoperte nel campo delle reti complesse, € che le lunghezze medie del
percorso della maggioparte delle reti reali a larga scala sono relativamente piccole, anche se
hanno un numero di connessioni inferiore rispetto alle reti di tipo globally coupled con lo stesso
numero di nodi; si verifica cosi il cosiddetto savadlrld-effect .

D=d,s=3
L=1.6

Figura 3.2 Diametro e lunghezza media di path per una rete con cinque nodi e cinque collegam

%2 Albert & Barabasi A.. [2000];Topology ofcomplex networks: Local events and universaftyys. Rev. Let. 85(24),
5234, 5237

Callaway, Newman, Strogatz, Watts[2008Etwork, robustness and fragilitizercolation on random graphs, Phys.
Rev. Let. 85(25), 5468, 5471

Tu Y [2000]How robust is internetNature 406, 35354

Cohen e altri, 2002001

47



1 1l coefficiente di clustering

In una rete di amicizie & possibile che gli amici degli amici siano anche amici diretti, o per dirla in
unaltroY2 R2X RdzS RS3ItEA | YAOA RA dzyl LISNB2YIl X &aAl
chiamata clustering.

Supponiamo che un nodo i della rete hddgami che lo connettono agli altri nodi.kAl massimo
possono esister&l(N-1)/2 legami fra tutti i nodi, e questo accade solo se ogni hodo € connesso a
tutti gli altri. 1l coefficiente di clustering; €il rapporto tra il numerd; di connessioni idun nodo e

il numero totale N(N-1)/2 di connessioni possibili:

CEE
p

Lt O2STFFAOASYGS RA Of dzia (i S NE yCGhiarameRe#f f;Q9p¥10aS NI N
rete & globallycoupled.

In un network completamente randoi@ ~ N1, ed e stato provato che le reti reali a larga scala
hanno una tendenza ad ave@> N1, anche se significativamente minore di uno.

Un altro modé&® per definire il coefficiente di clustering riguarda la proprieta transitiva del ne
62N T aA 8§ GNROIFIG2 OKS a4S Af y2R2 ! & 02yySa
babh ft AGLt OKS Af y2R2 ! aA O2yySdaidl It y2Re [ T
co é come se fosse anche tuo amico. In termini di topoldgike reti, la transitivita implica la jg¢

senza di un alto numero di triangoli nel network, cinsiémi di tre vertici, ognuno dei quali erco

nesso agli altri (vedigura3.3).

La definizione di coefficiente di clustering diventa allora:

U € O )}
ol Of MOBOEAARIAOxT OE
T O MOBOEMITTA AGBOAE

Cmisura la frazione di triple mancanti di una sola connessione per completare il triangolm-I fatt
re tre nel numeratore e utilizzato poiché ogni triangolo contribuisce a tre triple, e assicura che C
appartenga ad un intervallm  # . m termini sempliciC indica la probabilita che due nodhe

sono i vicini di uno stesso nodo, diventeranno essi stessi vicini.

Ly Ol t OGN RSFAYAT A2YyS RA O28STFAOASYGS RA Of dzad
(2)

o2l O MOBOEAARIAIOXT OE

I

# O MBAOAABPOIECEAUUA

23 Cfr.M.E.J.NewmarThe Structue and Function of Complex Netwarsam Review, vol 45 N°2, pag. 183
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Questadefinizione e stata molto utilizzata negli studi sociologici, fisici e matematici (Barrat e
Weight).

Una definizione alternativa molto usata € stata data da Watts e Strogatz:

oi MBOEARCT T EDDE @
5T AKB O EIOA TAOTORIBD E A A

4 I
1

Per i vertici con grado 0 oppure 1, per i quali sia il numeratore che il denominatore sono uguali a
zero,poniamoC n® Lf O2SFFAOASY(HS RA Of dz2idSNAyYy3I LISNJ |

(4)

Figura 3.3 lllustrazione della definizione del coefficiente di clustering C, calcolato con la (1)
network ha un triangolo e otto triple connesse e quindi il coefficiente di clustering (1) &
C=3X1/8=3/8. hodi individuali hanno coefficiente di clustering(3)2 C 1, 1/6, 0, 0, dikeo
seguenza il valore medio del coefficiente di clustering (4) € C=13/30

Come si puo vedere il coefficiente di clustering calcolato con la (1) € diversoaffitiente calo-

fl 442 O2y I 6nod b2NXIEfYSYyGS fQSljdaiTA2yS om0
calcola efficacemente con il computer ed ha trovato un grande utilizzo in studi numerici ed analisi
di dati, per cui & importante chiarirquale definizione del coefficiente di clustering é stata usata
negli articoli che trattano questo argomento.

1 Il grado medio della rete.

La caratteristica piu semplice e piu stai@i di ogni nodo ¢ il suo gradbgrado kdi un nodo i & il
numero totale elle sue connessioni. Il grado medio della réf€)é la media dei gradii .

1 La funzione ddistribuzione del grado

La probabilita che un nodo, scelto a caso, abbia esattamente k connessioni e caratterizzata dalla
funzione di distribuzion®(k). Tutti i nodi di una rete regolare hanno lo stesso numero di calleg
menti, e cosi il diagramma della distribuzione di grado contiene un solo picco; al contrario, ogni

49



casualita nella rete ampliera il numero di picchi. Nel caso limite di una rete completanen-
dom, la sequenza dei gradi obbedisce alla distribuzione di Poisson, con

0E & A0

EA

La figura della distribuzione di Poisson, decade esponenzialmente dal valore dif@d&ccausa
di questa decadenza la probabilita di trovare un nodo con k conmassioenta molto piccola per
El &QdovedO: valore di picco .

Negli ultimi anni, un gran numero di risultati empirici, hanno dimostrato che per i networkna gra
de scala, per esempio internet e WWW, la probabilita del grado di connessione si alloigtafita s
cativamente dalla funzione di probabilita di Poisson, ed €& piu accuratamente descritta
RIFEffQSldza T A2y SY

0 Ex B

Questa funzione di probabilita decade piu gradualmenteirth funzione esponenziale, pertne
GSYR2 | LR2OKA y2RA dzy 3IAINIR2 RA O2yySaarizyS Yz
rete conN=100 000 nodi, che verifica la precedente funzione di probabilita con esponente due,
allora un nono dei nodi, circa 11 111 saranno connessi tre volte ed un decimillesimo cioédieci n

di, avranno cento connessignina rete con una distribuzi@ndi tipo powerlaw, € chiamatascale

free network.

018 : : 10
016} 24
2
014} 10t =1
01z}
01} 1t =2
= 5
[n o
008}
10°
005} —
004}
om | 1wt
D 1
1’ 10! 10 10°
K
(a) (h)

Figura 3.4 (a) Distribuzione del grado gaussiana¥0on5 , 10 e 5
(b) Distribuzione di grado di tipo powtaw comm =1, 2 e 3 rispettivamente

24 Figura tratta daXiao Fan Wan@omplex networks: topology, dynamics and synchronizaitid@rnational journal of
bifurcation and Chaos, Vol. 12, N°5 (2002), pag.889
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3.3 Topologia dellereti complesse

3.3.1Retiregolari

(b)

Figura3.5 ue esempi di network regolari, a)globally coupledet® regolare i cui nodi ha-
no tutti lo stesso grado.

Per capire la strutturai una rete, misuriamo in primo luogo i tre parametri:
lunghezza media del percorgg coefficiente di clusterin@, funzione di probabilitd@ (k).

E noto che un network globally coupled, ha la pit piccola lunghezza media di pdrgsrbae il
piu grande coefficiente di clustering=1. Sebbene i modelli di rete globattpupled compre-
dano le proprieta di smaMvorld e di clustering di molti network reali, sono evidenti i suoi limiti:
una rete di questo tipo cohl nodi haN(N-1)/2 connesioni, mentre la maggior parte dei tveork
reali a larga scala, tende ad avere generalmente connessioni di d¥ignetosto cheNZ2.

Un grafo accuratamente studiato, regolare e con poche connessioni, € il network nearest
neighbor, in cui come abbiamo tasprecedentemente ogni nodo € connesso solo con pochi nodi
vicini.

Il termine retelJdz5 RIF NBE f QAYLINB&aaAz2yS RA dzyl 3INRARIE AL
avere altre geometrie. Una rete minima € una struttura monodimensionale come una rigadi pe
sone che si danno la mano; una rete neanesighbor consiste iftN nodi che formano un anello

dove ogni nodo i & adiacente ai nodiimicE p h E ¢ h EcomKpdri. Per8/aoritli E +
K elevati, la rete nearesheighbor coupled ha molteonnessioni, il coefficiente di clustering é:

o+ ¢ O
T + T
Al contrario
, —OH AT TOH
+
.. pr:] E +
OE mh E +



Ci chiediamo se esista amete OKS O2y GSYLR NI ySIYSyGS aail

RA

abbia una piccola lunghezza medi@ percorso. Un semplice esempio di tale rete & il network di
GALR adlF N O2dzLJ SR y St ljdzr £ S ODriodi dnonngsgorRdo aOS Yy

questo.

TN

Figura 3.65tar coupled network

Per questo tipo di collegamento:

: C S P pOcDADOH:
.. p
.p R
# O p DA B

Il modello star € utilizzabile peeti di tipo sparse, clustering e smablorld, okre che per molti &
tre reti reali, meglio di quelleegolari.

3.32. Reti probabilistiche

Dalla parte opposta rispettalle reti con strutture compléamente regolari, ci sono quelleon
strutture completanente random, che furono studiateJS NJ f | LINA Y I @2 G
9NRI & S wSyeéeiro
Il grado medio di ugraforandom é:

GEGp(N -p é b.

Sia Liand la lunghezza media del percorso di una rete random. Intuitivameatcircade®  no-

di della rete, sono ad una distanzarad 0 ancora pitl vicini. Ne consegue chex 680°  per
Cui:

(@}
Q

Questo incremento logaritmico e tipico dello small weféect.
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Poichélog N cresce lentamente al crescere Mj la lunghezza medidel path pud essere molto
piccola anche in un sistema con molti nodi.

Il coefficiente di clustering del modello ER e:

# b Lo
Questo significa che un network o una rete random a larga scala, no§ pud SNB & Of dza G SN
t SNJ dzyy ANI YRS Db fQFft3I2NRAGY2 9w 3ISYSNI dzar ySice
YFEGAGEYSY(dS 1 RA&GGNAROdZ A2yS RA t2A&dazy RSa&aol
del grado dei networks reali devia significativamente dalla distribuzione di Poissgnafietan-

dom. Ladigribuzionedel grado dei networks reali puo ottenere costruendo grafiandom, con
determinate probabilita, i cosiddetti Generalized Random Graph:

(a) (b) (€)
Figure 3.7 Evoluzione di un gratmdom: dati otto nodi isolati si connette ogni paio di
nodi con probabilita a)0.21 b)0.3 ¢)0.5

1 Reti di tipo snall-world

Una rete regolare éclustered ¥ y 2y Lldzs | gSwoill. t QSFFSG G2 avl ff

5Ql f G NIgrafaMINYIRS2 WX Y 2 & (0 Ndvorld, iaShériFo8elidid2 clusierimgf non so
prende che il modello di reti regolari ed il modello di reti random falliscono entrambi nel riprodu
re alcuni importanti aspetti dei network reali, poiché gtieson sono né interamente random, né
interamente regolari.

Allo scopo di descrivere il passaggio da una rete regolare ad una random, Watts e Strogatz nel
1998 introdussero un interessante modello di network smadfld (WS), che descriviamo come
segue:

1) Inizio con una rete regolare.

Si inizia con un network neareseighbor coupled che ha N nodi costituenti un anello; d

ve ogni nodo i & adiacente ai suoi nodiviéini p h E ¢ hdowkéus numere + ¥ ¢
LI NA® t SN | OSNB dzy yS062N] aGaLI NBSEZ YU
N>>K>>In(N)>>1

2) Rendere random la rete.

Questo richiede che ogni collegamento della rete abbia probabilita p . Si sostituisce-il coll
gamento tra due nodi delleete nearesty SA AK62NJ S aA O02yySmisS fQ
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do scelto a caso in tutto il network, con il vincolo che due differenti nodi non poss@io av

re piu di una connessione tra di loro, e nessun nodo pud essere connesso con se stesso.
Questo processmtroducepNK/2 collegamenti, che connettono nodi, ckeeanoconnessi
diversamente. Facendo variare la p, la transizione tra ordine (p=0) e cagpaliih puo

essere strettamente monitorata.

rete iniziale con 8 nodi, 4 connissmm per nodo e probabilita 0 rete Small-world con 8 nodi, 16%onnessioni e probabilita= 0.1.
lambda2= -2.5858

lambda2= -2.0765

rete Small-world con 8 nodi, 16'connessioni e probabilita= 0.5. . . e
lambda2= -0 95792 rete Small-world con 8 nodi, 16 cbnnessioni e probabilita= 1.

lambda2= -3.382

Figure 3.8 Il moello WattsStrogatz nel quale i collegamenti tra due nodi presi-a
S0 si sostituiscono ad un collegamento precedente

Questa ricerca ha stimolato molti studiosiravare delle varianti del modello WS, fra cui quella di
Newmane Watts, nota come NW smatiorld model.

Nel modello NW non si deve eliminare nessuna connessione tra due neaigbbor, ma aggiu+
gere una connessione con probabilgdra due nodi scelti a caso.

rete iniziale con & nodi, 4 connessioni per nodo e probabilita 0
lambda2= -2.5858 rete Small-world con 8 nodi, 18 Connessioni e probabilita= 0.1

lambda2= -2.916

rete Small-world con 8 nodi, 26 connessioni e probabilita= 0.5. ' — .
lambda2= -5 rete Small-world con 8 nodi, 28 connessioni e probabilita= 1.
lambda2= -8

Figure 3.9 Il modelldlewmannWatts nel quale si aggiungono i collegamenti tra du
nodi presi a caso.

Comunque, anche in questo caso, nessun nodo puod essere collegato a se stesso per piuldi una vo
ta, o collegato piu di una volta ad un altro nodo. Be0 il modello NW si riduce al network ae
rest-neighbor coupled; pep=1 diventa un globally coupled network.
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I modello NW ¢ piu facile da analizzare del modello WS, poiché non permette la formazione di
nodi isolati, che invece possono trovarsi nel mod®#i8. | due modelli sono equivalenti se lajpr
babilita p e sufficientemente piccola e la rete ha un grande numero di nodi; per entrambi i metodi
il modello di riferimento & lo smailorld.

Nel modello WS pep=0 ogni nodo ha lo stesso gradg seb =i introduce disordine nel rie
work, ma il grado medio e ugualekaquesto significa che il modello smaibrld puo essere visto
come un modello omogeneo in cui ogni nodo ha lo stesso numero di collegamenti.

Watts e StrogafZ studiarono in particolare il comportaento del coefficiente di clustering(p) e

della lunghezza media del percors(p), parametri entrambi in funzione della probabilita p. Una
rete regolare ad anellgp=0) ha un alto coefficiente di clusteringt 1 & ma anthe una
grande lunghezza medidd A1 DA OAT OO0I | due Ticeréatoil trogatonolchme ®er una
piccola probabilita, quando le proprieta locali della rete sono ancora quasi le stesse di quelle della
rete originale regolare, e quando il coefficiente di clustering non differisce sostanzialmente dal suo
iniziale walore # D D # lunghez4a media del percorso decresce rapidamente, ed & dello

stesso ordine di quella delle reti random, B | (vedifigura 3.10)25. Questo risultato e in
effetti naturale; intuitivamente é sufficiente aggiungere alcuni collegatingi tipo random, pe-
OKS fI fdzy3akKSTTF+ YSRAI RSt LISNO2NE2 RSONBaol

connessioni non pud cambiare in modo cruciale le proprieta di clustering locali della rete- La lu
ghezza media del percorso di unaeesmaliworld obbedisce alla formula genera{Barrat &
Weight, 2000):

che soddisfa:

Figura 3.10 lunghezza media del percorso e coefficiente di clustering del modellovent@lVS, come
funzioni della probabilita di connessione p. entrambi sono normalizzati al loro valore iniziale per p=C

*Xiao Fan Wang@;omplex networks: topology, dynamics and synchronizaitide@rnationaljournal of bifurcation and
Chaos, Vol. 12, N°5 (2002), pag.897
2 Figura tratta di ¥a0 Fan Wangp. cit.
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Nel modello WS pers0ogni nodo ha lo stesso grado, di modo che la distribuzione di grado € una
funzione delta, centrata ikk. Una probabild ® 1introduce disordine nella rete, modificando la
distribuzione di grado, affinché il grado medio rimanga uguale a k, in tal caso si e trovato che un
grande valore di N, la distribuzione di grado dei modelli smaild e:

h D_+ -
B E 3 I A

perE + B dKk,K)=min(k -K/2,K/2). La forma della distribuzione dgirado di una rete small
world, & simile a quella della distribuzione di grado di Poisson: ha un picd&@er+ e decade
esponenzialmente per un elevato valorekdiCome @i detto, questo significa che il modello small
world puo anche essere visto come una rete regolare, nella quale tutti i nodi hanno apprassimat
vamente lo stesso numero di connessioni.

1 Retiditipo scalefree

t SNJ LA S3II NBE Q2 Nyrala geSipopSnfeiav, Bardha®i @d Albkrt pkoero R A
un nuovo modello di reteprendendo spunto dal fattohe in alcuni modellsi trascurano impe

tanti caratteristiche. In pmo luogo gran parte delle reti reali sono aperteprendono forma g
giungendoin continuazione nuovi nodi al sistema, ma molti altri modelli sono statici: anche se i
collegamenti possono essere aggiunti o sostituiti, il numero di nodi non cambia mai. In secondo
luogo sia i grafi random, sia i modelli smatirld assumono probabibt costante quando si creano
nuovi collegamenti, ma questo non e realistico in nessuno dei due casi.

Barabasi ed Albert, ritennero che reti ONBS 4 02y 2 O2y i AydzZ YSYy(GS Oz2y f
nuovi nodi sono di preferenza collegati ai nodi esisteh# hanno gia un gran numero di cosre
AA2YA OGNAOK 3ISGa NRAOKS NiEed &l segientéhasatddu queste dieSt Y
condizioni:

1) Crescita: si comincia con un piccolo num@r) di nodi, in ogni intervallo di tempo si-i
troduce un nwvo nodo e si connette agh b) esistenti
2) Collegamento preferenziale: la probabilRache il nuovo nodo si connetta al nodo i dipe
de dal grado iidi tale nodo, in modo che :
E

O BE

Dopo t intervalli di tempo, da questo algoritmo si ricavano imatwork N=t+ng nodi e mt cok-
gamenti. Sda retesi ingrandisce seguendo queste due leggi, la forma della distribuzione di grado
non cambia con il tempo. Tale distribuzione é descritta con una ptamecon esponente 3:

OExci™E' ATT - p o

J

In altre parole la probabilita di trovare un nodo con k collegamenti & proporzionale al terfine k
| risultati numerici indicano che, comparato al grafo random con la stessa misura e grado medio, la
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lunghezza mediaal percorso di un modello scafeee € piu piccola ed il coefficiente di clustering
§ Y2tG2 LIAG Ifi2% ljdzSaid2 aA3aIyAFTAOL tfQSaraidsSyl
Il BA scaldree model € basato sulla crescita lineare e sul collegamergferenziale ed ha unai-d

stribuzione di grado di tipo potenza con esponente ugual@, @ piu esattamente per le reti reali
compreso tra3 e-1.

Per alcuneeti reali la distribuzione di grado puo anche non essere una potenza ad esporeente n
gativo, maun esponenziale. Recentemente sono stati introdotti alcwrovimodelli scaldree an-
che da Albert e Barabasi

-fiad] inkziali
" - L
. [ ]
- -®
. - nodo hub
L L]
- ®
- ]
- -
. . h=-1
- -

.
rete di tipo scale-free con 3 nodi iniziali @ 20 nedi finali

Figura 3.11 evoluzione del modello schke di Barabashlbert
m, € il numero di nodi iniziali (in rosso) f & il numero di nodi finali (in blu)

M1 Altri modelli di reti

Modello weighteeevolving

Alcuni sistemi biologici, ecologici ed economici, sono ben descritti da questo tipo di mMigdeto
trodotto recentemente da, 221 SR Ff ONRA y St wnnamd Ly [jdzSad?2
fQFfONR | GGNY OSNE2 fS3AFYA RA FOO2LIAIydBpid2 O
RAX IR 23yA AYyUSNBIft2 RA GSYLR &aAr o)hodilghiesR dzOS
stenti; la probabilita che un nuovo nodo j sia connesso con un gia esistente nodo i € data da:

0

Assegnando un peso al nuovo legame tra j ed i, si assume che il j{e8§)wsia proporzionale al

grado kdel nodo i, cioé il nodo con maggiori connessioni ha il piu grande peso.

Poniamo per ipotesi :

" Xiao Fan Wang@p. cit.pag. 900
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52@3S AQ NI LIWINBaSydal tF az2yvyyl RA GdzidA A y2RA

'R 23y A f S3degn&oilpesq: 2 § |
. 1

& (1)

B E

In conclusione, il modello WE si definisce come segue: ad ogni intervallo di tempo si aggiunge un
nuovo nodo con m legami, il quale € connesso con uguale probabilita ai nodi gia esistenti sul s

stemaA  LJISAA RSA fS3AFYA az2y2 aaS3ayrda RItt QS| dz

Modelli deterministici

Le reti di tipo smallorld e scaldree presentano sempre qualche grado di casualita. Reeent
mente ha destato molto interesse lo studio di modelli deterministici di tale tipa.gh altri Baa-

basi e Ravastz nel 2001 hanno presentato un modello semplice che puo generare una rete dete
ministica di tipo scalree, usando una costruzione gerarchica.

Ad ogni stemn, si aggiungono due unita di"3nodi, che sono identici alla rete creata nello step
precedente(n-1) ed ogni nodo di queste due unita & connesso alla radice dellamet®). La d-
stribuzione di grado per questo network deterministico di tipo séede &2

0 ExE

n=0

n=1 m

Figura 3.12 Una costruzione gerarchica di un network deterministico-seal¢Barabasi & &
vasz, 2001)

3.4 Connettivitadelle reticomples®: roustezza e fragilita
Le recenti scoperte nel campo delle reti complesse, indicdrla topologia della rete gioca un
ruolo cruciale sui possibili guasti di questa.

28 Figura tratta da Xiao Fan Wang, op.cit. fig.13 pag. 901
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Se ad ogni intervallo di tempo viene rimosso un nodo di una rete completamente connessa, la
scomparsa di tale nodo implica la rimozione di tutte le sue connessio).(38 NJ Iig Bonn&2

sionitra i due nodi i e j, la diruzione di una di quellla aumentare la distanza;dra di essi, e

j dzSadG2 Lizs OF dzal NB F yOKS dzy FdzySyid2 RSf fal f dzy
a2 LIS33IA2NBI | ddayrRsalo chliggarhehtb traY ) yfaidBStrufioReSdi uno di questi
RdzS y2RA FIF aW OKS A RdzSS y2RA RAQGSylAy2 Aazfl
tollerante agli errori), se la maggior parte dei nodi resta collegata, anche sgicoc@a frazione di

essi é stata rimossa. Albert e altri nel 2000 paragonarono la robustezza del grafo random ER, che
ha una distribuzione di grado esponenziale ed il modello di Barabasifsmalehe ha una distr

buzione di grado powelaw. Si € discusscirca due tipi di guasti: quelli dovuti alla casualitafur

no modellati rimuovendo una frazione di nodi scelti a caso, quelli dovuti ad attacchi intenzionali
(hakers), furono descritti imuovendo i nodi con il piu alto numero di connessioni. Gli aafoa-

citati sono giunti alla conclusione che i networks s@alMBE S Y2 a i NI y2 dzy QSt S@
fronte ai guasti di tipo casuale, poiché la distribuzione pelaerimplica che solo pochi nodi ia

no un gran numero di connessionmientre la maggior paé di essi ha solo poche connessiaok,

sicchéla probabilita che sia colpito uno di questi ultimi € molto alta, con minori conseguesize n
gative sulla rete. Al contrario, questo tipo di rete € molto piu colpito dagli attacchi intenzionali,
poiché quando soo colpiti i nodi con un grande numero di connessioni la rete non funziona piu,
molto pit rapdamente che nel caso randofwedifigura3.13).%°

remove I, l remove I,

A [ ]

remove l'l

l

D

Figura3.13 Effetti della rimozione di un nodo in un network inizialmente connesso:in tale gfato d
dco=2. Dopo la rimozione del nodg d,s=8 , dopo la rimozione del nodg dp=7. Dopo la rimozione di
entrambi i nodi il network si divide in tre gruppi isolati.

Inoltre consideriamo tutti i nodi, collegati ad altri nodi, suscettibili di irfez(i cosiddetti virus)
attraverso il collegamentcSe chiamiamet 1 A DOT AAAEI EOU AAE T I1AE O
OAT OAOA ET EAOOEh A T A POl AAAEI EsOddettiiliddEingd I AE

29 Figuratratta da Xiao Fan Wandnternational Journabf Bifurcation and Chap¥0l.12 N° 5(2002) fig.14 pag. 902
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v

zioni, consideriamd - e 1.>0 il valore disogliadi;senellaretd I QAYFST 2y S &
ga e persiste nel tempo,de I QAYFST A2yS RSOFRS @St 20SYSyiS
scalefree, a differenza che in quelle di tipo randoi,= 0, ma per questoipo di reti una gra-

de percentuale di nodi hbL 1.

3.5 Sincronizzazione di reti complesse

La sincronizzazione, come abbiamo gia visto nel primo capitolo, & un processo dove alcuni sistemi
(equivalenti o non equivalenti), modificano il loro comportamesia a causa di una successiva d
GSNEI O2yFAIANI T A2yS RA | OO02LIALFYSylG2s &Al |
parola deriva dal grecoea A Ay A FA Ol G O2yRAGARSNBE Af G(GSYLRE®
e stata rivolta essemamente ai sistemi periodici, mentre recentemente si & spostata sui sistemi
caotici. Quando questi sono accoppiati, possono avere luogo diversi tipi di sincronizZazione

1) Sincronizzazioneompleta o identica, € la piu semplice forma di sincronizzaziamnsiste
in un perfetto aggancio delle traiettorie di sistemi caotici identici nel corso del tempo.

2) Sincronizzaziondi fase, si ha quando coppie di oscillatori non identici a regime raggiu
gono la sincronizzazione della fase, anche senza la sincrdni2zzgzS RSt f QF YLIA ST 1

3) SincronizzazionBlA G F NRF G = AYLIX AOF dzy NRGFNR2 I-GNI f
tro.

4) Sincronizzaziond SY SN} t AT T il O2yaARSNI} airaid&yYa R
mal f f Q2 dz(i LJdzG RA dzy FfGNB &aA&aGSYl @

5) Ritardointermittente, cioé il fenomeno ella sincronizzazione ritardaggud essere inte
rotto per brevi periodi.

6) Sincronizzazione iperfetta di fase, quando la sincronizzazione di fase viene interrotta per
brevi periodi.

7) Altritipi.

Gli studi piu recenti hanndguardato i sistemi estesi nello spazio o di dimensioni infinite, per st
diare meccanismi che riguardano la desincronizzazione e per definire un approccio formale un
forme, che si possa applicare a differenti tipi di sincronizzazione; a tale riguardtoesstdiato il
comportamento di reti complesse con diverse topologie di accoppiamento, in particolare di tipo
smallworld e scaldree. Il metodo chiamato Master Stability Function (vedi cap. 2 par. 2.2) , in
zialmente introdotto per reti di oscillatoricaoppiati, € stato piu tardi esteso al caso di retineo
plesse di sistemi dinamici, accoppiate con topologie arbitrarie. Ricordando che la MSF nalla term
nologia dei sistemi dinamici, rappresenta il piu grande esponente di Lyapunov, e viene valutata
graficanente in funzione del parametr8 A dove c & la costante di accoppiamentondizione
necessaria per ottenere la sincronizzazione é che la MSF sia negativa al crescere del parametro k.

Si possono distinguere tre tipologie di M8Fcui perk=0 la MSF asume valori positivi:

%3, BoccalettiV. LatorabY. Morenge M. Chavez , BJ. Hwanga Complex networks: Structure and dynamiisys-
ics Reports 424 (2006), 1¢308,pag. 237
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1) La MSF e monotonicamente crescente ed inizialmente positiva.

2) La MSF e monotonicamente decrescente, inizialmente positiva e diventa negativaiin corr
spondenza di un determinato valoreldi

3) La MSF e inizialmente positiva, diventa negain corrispondenza di un determinato valore
ka per poi ridiventare positiva per un determinato valdig conkp>K 5

MSF ¢

—cCasol
—Caso 3

\/ YT Oxcaso?

EQ S @A R eyl $timQikeSasi la soluzione & banak&pé si ha sincronizzazione seicondo
caso a partire da un valore di k per cui la funzione si annullatenzelcasoperk N ka ,kp].Una ®-
luzionenon banalenel secondo caso, che e il piu ricorrente, si ha quando la funEpfes pero-
RAOIFZ SR § LIS[NMoRimRcui@GaMSE sannylifa bkIaui 16 coddizione di stabitita
ra sempre soddisfatta ogniqualvoltaX 2< ku/ ka €ssendgpcome gia not& , ilimaggiore autos-
lore della méarice di connessionegscluso lo zero, &y il minore (e viceversa, se si congiaeo i
valori assduti dei due autovalori)Nel primo caso,invece,si deve dire che non si avra mai nRa Si

ONBYATTITA2YS &GFoAfSd {A @d2tS Ay2fiNB RAZGA

matrice di connessione ;Aha solamente autovalorieali, che possono essere ordinati come
m 4 1> 8 8 8 1}y dauna configurazione in cui la matrice di connessione € asimmetrica e di
gonalizzabile, nella quale alcuni autovalori possono essere complessi coaiggppie

Nei paragrafi seguenti siattera della sincronizzazione di reti non omogenee, in particolare delle
reti di tipo scalefree e di quelle di tipo random.

1 Sincronizzazionéelle reti di tipo smallworld

Si puo costruire la matrice di connessione di un network dinamico con conniedsitipo NW
smallworld (Wang & Cheng, 2001Nella matrice diconnessione nearesteighbor Anc, Se

Aj = Aj = 0 si poneAjj = Aj = 1 con probabilita p, poi si utilizza il solito metodo per gli elementi
della diagonale principale. Chiamiamo questa matAeg e sial 2swil suo autovalore maggiore e
diverso da zero, per cui se:

A A
l

313, BoccalettlV. LatorabY. Morenge M. Chavez , BJ. Hwanga Complex networks: Structure and dynamRisys-
ics Reports 424 (2006), 1¢308,pag. 240
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la corrispondente retsmallworld sarasincronizzatgvedifigure 3.14 e 3.15%

Ricordiamo che mentre per le reti di tipo globally connected e sufficiente per ogni N che iH coeff
ciente di accoppiamento ¢ sia maggiore di zero, per le altre reti esiste un fattore di accoppiamento
di sogliaA &l Ttper cuila rete sara sincronizzataA A

" ":I"E:w nigm

(a1} \‘a i)
0 A0mE
100 R“\ 0| b ~,

LY . .a00 | “"\h
150 Y | MH“H
S,
20, 0s 1 By 05 |
P P

Figura3.14 ®lori di<sw(p,N) come funzione della probabilita p: (a) N=200 ; (b) N=500

Ao Az
(a) (b)
10 20
20 A0
30
A0 B0
200 400 €00 8O0 1000 200 400 €00 800 1000
N N

Figura 3.15 #&lori di<sw(p,N) come funzione di N: (a) p=0.05; (b) p=0.1

Si puo vederehe:
1)Per ogni valore di  #aw(pIN) decresce aN per p che aumentada 0 a 1
2) Per ogni valore diyo n Z o N) decresce dbper. © Hb

[ risultati ottenuti implicano che per ogni tipo di accoppiamento ¢ > 0

3) Perogni . —, esiste un valore criticd), tale che se®b B p la rete dinamicai tipo
smallworld si sincronizzera.

4) Perognb N esistefun \@lore critico, , tale che se . la rete raggiunge la sincrani
zazione.

% Figure tratte da Xiao Fan Wang, op.cit. fig.19 pag. 907
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Questi risultati implicano che la possibilita di raggiungere la sincronizzazione nella rete nearest
neighbor coupled si rafforza molto aggiungendo una minuscola frazione di connesisingo aay-
gio, e questo spiega il vantagglelle retidi tipo smalworld per la sincronizzazione del caos.

1 Sincronizzazione delle retli tipo scalefree

Se Ai(l ,N) & la matrice di connessione diarete dinamicacon connessioni di tipo scafece -
Oy R2 fQFf 32NJA0YR2 R Ae statb ichvatd’ che per uSfissato valore di | il
secondo maggiore autovalore della matrice di connessibagl ,N), & una funzione decrescente
e limitata di N.

5QFf 4N LI NIS

T E¥N Th ¥ I @

o

Il che significa che il secondo autovalore decresce verso una costante negativa, con il tendere di N
Fff QAYTFAYAGZID oh L3 HalispeltigaimenteB | LIS-WN9I4 -0.97 -0.98 .

vdzSaid2 AYLI AOF OKS f Qdcakefiek deyivdrk noRpud ridulze 1@ gincrgr® RA A
zabilita della rete.

A causa del processo di auboganizzazione di una rete scdfee, la possibilita di sincronizzara-t
li networks con un gran numero di nodi rimane quasi invariata aggiungendone nuovi.

Riordando chél >sc= -1 per uno starcoupled network, la sincronizzabilita diarete di tipo s@-

le-free & quasi la stessa di quella di una rete a stella. Questo puo essere dovuto alla distribuzione
di connettivita estremamente disomogenea dello sefmbe, nel quale pochnodi hub si compo-

tano come un singolo centro dello staetwork.

Per un numero sufficientemente grande di nodi la sincronizzazione puo essere raggiunta se :

~ A
A —
<

per esempid* peri o fv fxh la sincronizzazione pud essere gagta, rispettivamente, con
c>135,c>1.31,c>1.30cona=1,27.

3.6 Robustezza e fragilitin reti scalefree

Mettiamo a confronto la robustezza della sincronizzazione in tali networks, con quelli di tipo ra
dom, rimuovendo una piccoksazione di nodi dalla rete.

Chiaramente la rimozione di alcuni nodi dal network, puo solo cambiare la matrice di connessione,
Yl  &8mage invariato, la sincronizzabilita del network rimarra invariata dopo la rimozione.

% Wang & Cheng, 2001ib :Xiao Fan Wang;omplex networkgopology, dynamics and synchronizatjomternational
journal of bifurcation and Chaos, Vol. 12, N°5 (2002), pag.908
34Wang & Chen op. cit. pag. 909
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Per semplificare poniamb N el N per indicare rispettivamente le
matrici di connessione del network originario con N nodi, e del nuovo network ottenutcorimu
vendo [N] nod®. Consideriamo i valori medi degli autovaleri e< e supponiamo che i nodi
rimossi siana: , iz, X X[in]; Si pud costruire la nuova matrice di connessioneda quella orig
naria! in questo modo:

1) Siforma la matrice minoreNB togliendo le righecolonne di indice: , i,
88 ) E
2) La matricé si ottiene dalla matrice B, ponendo A per:

E N A A A

h

Nella simulazione Wang e Chen hanno pds$&8000 e mo=3, per cui il network originario ¢o
teneva tremila nodi e circainquemila connessioni; hanno scoperto che anche quando venivano
rimossi casualmente il 5% dei nodi, il nuovo autovaloree 1 |, questo significa la sincronaz
zione € quasi inattaccabile per gli errori di tipo random.

Invece si dimostra particolarménvulnerabile per gli attacchi intenzionali. Per simulare il compo
tamento della struttura scakree rispetto agli attacchi intenzionali, rimuoviamo per primo il nodo
O2y LIAG Ffd2 3INIYrR2XZ SR Ay aS3dza G2 O2sténtedaizA | Y2
loro gradi. Facendo cio, si e trovato che la grandez3a decresceva rapidamente quasi fino a
YSGt RSt &ddzz2 @It 2NB 2NAIAYINA2I ljdzt yR2 &2f2 f

A

glia critica/e P18 G\PYNLINR @A al YSYy(iS aOSyRS@GIF | 1T SNRI |
scomponeva in clusters isolati.
[ G2t SNFyT I £t QSNNRBNB N}yR2Y S I Jdrey SNI 6

networks, dipendono dalla loro estremamentiisomogenea distribuzione di connessione. th e
fetti, se. | p A Anorfingorta se i nodi rimossi sono stati scelti a caso o selezionati specific
tamente, si ha sempre :

Yoo " o, )

dove B & un minore dina matrice A, ricavata come Vvisto sopra; viceversa se sono rimossgta ma
gior parte dei nodi connessi, allora la nuova matrice di connesg@ ottiene dalla matriceB
aggiungendo una matrice diagonale non negativa, con un numero elevato sulla diagonaleaprincip
le, per cui si avra un drastico incremento nel secondo autovalore della matrice, che risultera cosi
Y2fG2 YI3IIA2NBE RSEfQldzi201f2N5 RSttt YIGNROS

In conclusione, la connettivita e la sincronizzazione dei networks-f&sesono robuste nei o

fronti delle infezioni casuali, ma fragili di fronte agli attacchi intenzionali; questi risultati, insieme
con alcuni recenti studi circa il robusto ma fragipetto nei sistemi comples8indicano che tale
proprieta (robust yet fragile) € una caratteristica comune ed essenziale in essi.

% [fN] indica il piu piccolo e piu vicino intero al numero reale fN
% Carson & Doyle 1992000
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3.7 Controllo pinning di reti complesse

bS3AtA dzZf GAYA RSOSYyyA tQlylfAar JeRetiicompasdal NB f f
dzy 3INF YRS ydzYSNRP RA OANDdzZAGA RAYFYAOASZT KI &dz
parte di questi lavori si sono concentrati sulle strutture con connessioni completamente regolari. Il
principale risultato di queste arcletture semplici, € aver permesso la focalizzazione delha-co

L SaaAirdtr OFdzal dF RIFIffS RAYFYAOKS y2y f A¥SI NA
sita delh stessa struttura della retevSOSY G SYSy (iS 8§ FdzySyidlridz2 € QAy
modalita che caratterizzano la formazione e la topoladgde varie reti complessencluso Inte-

ySGi X 22NR 2ARS 2S63x S GFryaGA FEOGNARD® [ QF LILI NBy
la struttura di una rete facilita o contrasta i comportamentigdiesta. Solo negli ultimi anni, grazie
FftF 3IANFYRS LRGSYyl I RA OFftO2t2 RSA Y2RSNYyAiA OF
dati di tali sistemi. Tradizionalmente un network di topologia complessa era descritto da un grafo
completamente rand YZ OKS & Sal ddFyYSydsS fQ2Ll2ai2 RSt
paragrafi precedenti, la maggior parte delle reti reali non sono né completamente regolari, né
completamente random. Per descrivere il passaggio da una rete regolare ad una randtisne Wa
Strogatz hanno introdotto il network cosiddetto small2 NI RT f Ql aLJS G2 02 Ydzy
del modello WS, € che la distribuzione di connettivita ha un valore medio dei picchi, che decade
esponenzialmente, questo significa che ogni nodo ha agoregivamente lo stesso numero di
O2yySaarz2yAd ! yQlfadNF aO02LISNIF AAIYATFTAOFGADLE
O2yySaarz2yir & fQ2aaSNBIT A2y S OKre, dd han® Nistrip- LI NI
zioni di connessione powdaw, e di conseguenza molti nodi hanno poche connessioni e paehi n

di hanno molte connessioni. Questo aspeftedi paragrafo precedente), le rende tolleranti agli

errori di tipo random(come per esempio una rimozione casuale di nodi), ma estremameadéi fr

agli attacchi esterniWwang e Chetl hanno studiato il problema del controllo di amete dinamica

scaleF NBST | LILIX AOFYyR2 FR dzyl LAOO2ftF FTNITA2YyS R,
stata una tecnica comune per il controllo del capazotemporale nelle reti dinamiche regolari. |

due studiosi hanno ricercato gli effetti di due tipi di pinning: nel primo sono connessi al master un
LIAOO2t 2 ydzYSNRP RA y2RA 02y Y2ft0S O2yySadi2yAz
strato che a causa della distribuzione di connettivita estremamente disomogenea di un network
scalefree, € molto piu efficace il pinning su alcuni nattie hanno molte connessignispetto al

pinning sullo stesso numero di nedcelti casualmente.

Supponiano che noi vogliamo portare una retk tipo scalefree ad uno stato stazionario definito
da

X1=X2= . . . =%=0 (1)
e che
A m (2)
LISNI NBFEATTINBS f2 a02L2 RA O2yGNRff2fO2yi0ARA
nodi.

¥ Xiao Farwang, Guanrong CheRjnning control of scalfee dynamical networkPhisica A 310(2002) pag. 522
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Supponiamo cheé, ic i dis@odi siano stati selezionati , dove sta per il piu piccolo e piu wic

y2 AYGSNR f ydz¥SNR NBIES tbod [S Slidad T A2ya R
@ =f(@)+cB A 30-cd@ -g PAO E phcgh8li (3a)
G=f(@B)+cB A 30 PAO E 1 ph 1 chsgs. (30)
dove d>0 e il guadagno di feedback.
Per studiare la stabilita dello stato staziona@dinearizziamo la prima equazione intorno &d
Questo cporta a :
s s Z9p#Bs3h )
doveDf(@ ¥ T  é&lojacobianodfsu@' TH B8 n~nT
consi(t) = xi(t) -4  perE p,eCc h 8.
B =AzD, D=diag(di=do=...=d) (5)
Dove:
dik = d per -p E dxl hm BPAO 1A »p E . 8
Sianol:1 12 13 sssleegli autovalori della matricé h A BBcrsBag X T siano i
corrispondenti auteettori, che soddisfano la condizione:
BB Bk E p8c88. (6)
9aLJ yRSYR2 23yA O2f2yyl ' adzZftl o6FasS vz200GSyA
s B o (7)
R20S fF YFGNAROS A a2RRA&TFI S &aS3dsSyidr O2yRAI
O= D AD] A3 (8)
con} A E1Algh) 3} s slay. Siakla knariga din. Allora:
O =[D A + cl3]u E phg¢hs. 9)

Abbiamo cosi trasformato un problema di stabilita di un sistengia @ N) dimensioni, in un -

blema di stabilita dN numeri di sistemi lineari a n dimensioni. Dalla teoria dei sistemi lineari ne
consegue che, se la matrifie A2 & 1& una matrice di Hurwitz, cioé le parti reali dei suoi a
tovalori sono tutte negative, i sistemi lineari sono tutti esponenzialmerdbit la qualcosa impl

ca che lo stato stazionario omogeneo di un sistema controllato € localmente esponenzialmente
AGroAtSod 5QF f GNIF 1) ND SEstate ktaziondrd BrBoganéd diQii Sstema
controllato e instabile s&non & un puntdi stabilita di un nodo isolato. Ne consegue il lemma:

[ Qaa! M® [/ 2YAARSNRAFIY2 dzy ySGg2N] O2y(NRffl G20

[D AD mséa una matrice di Hurwitz. Siail piu grande autovalore della matri&=A-D.
SeA} Mo stato omogeneo stazionari@ddel network controllato e localmente ed espane
zialmente stabilePoichél <0 e m |, ladisuguaglianza e equivalente a:
A —
<
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I R dzy LJA OO 2cbrispogde tinrdgiaiitle \Rilbre @i 2| per cui il network controllato si pud
stabilizzare in uno stato stazionario con un piccolo coefficiente di accoppiamento.

5QFf GNF¥ LINIHS>S 1 adlroAtAadr RSt ySiééo2N] a-NR & LIS
ratterizzata da un grande autovai, della matriceB. Si possono scegliere gli | nodi pinnati, e il
guadagno di feedback d tali chesia il piu piccolo possibile.

Per un dato schema di piing, . & funzione decrescente di d. Supponiamo ché&X Xsiado A
scelti come nodi per il pinning, e slaXT la matrice minore di A, che si ottiene daegu
sta rimuovendo lés,ih  Brighe Edonne diA. Allora abbiamo:

I E4 " <!

(0]

In effetti nel limiteA © Hgli stati dei nodi controllatiy,i;S ,iXpossono essere sicuramente coleg
ti tramite pinning allo stat@che si vuole raggiungere. In seguito dobbiamo solo ricercare l& stab
litd del seguente sistema:

g O
@ =f(@)+cB A 30 perE 1 ph I ¢h88 h.

1 Controllo di un network scaldree con differenti schemi di pinning

Wang e Chentf hanno fatto una simulazione sulla stabilita di un network dinamico scagéecon
diversi schemi di pinning. In tale simulazione si pone il numero@#iNF3000 e me=m=3 ; no-
minativamente, il network originale contiene tremila nodi con circa novemila connessioni. Nello
d0KSYlI RA LAYYAY3I RA (GALERZ NYyR2YX aA Oz2ftfS3al
schema specifico dello scale fres collega al master il nodo con piu alto grado, ed in seguito agli
altri nodi in ordine decrescente di gradi. Le matrici di connessione dei due schemi, sono denotate
rispettivamente come Pe D, i pitl grandi autovalori sono denotati rispettivamente comeS <
S azy2 TFdzyl A2yA RSONBaOSyiA RStftl FNITA2yS 1
Si puo dire che:

I Ed tPA < +h I E4 {PA < 4

Dove< 1 e< 1 sono i piu grandi autovalori delle matrici minori della matrice di ac@eppi
mento A,rispetto allo schema random ed allo schema specifico dello-$ezde

come si pud vedere nella figura seguetite

% Wang e Chen,op. cit. pag.526
%9 Figura tratta da Wang , CheRinning controll of scalree dynamical network$hysica, A 310(2002) pag.527
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work dinamico scakree, lo schema di pinning specifico richiede un numero molto minorerdi co
trollori locali dello schema di pinning random; questo aspetto dei networks dinamici-seale
determinato dalla loro estremamente disomogenea distribuzione di connettivita, dal momento
che la maggior parte dei nodi hanno poche connessioni, questi saranno selezionati in uno schema
di tipo random, con una maggiore probabilita.se | e1p L Ngn soprende vedere che per la
aldlFoAfAlL RSt f-fek yastS8oNR di poshiinad ddd moite@onheSsioni, € molto pi
importante della stabilita dello stesso numero dei nodi con poche connessioni, inoltre perzstabili
zare un network scalree con un numero minimo di controllori locali, questi si aggiungonaai p

chi nodi con gradi molto alti.

1 Esempio: controllo pinning di circuiti di Chua

Wang e Chelf hanno fatto un esperimento, usando un network sehige, avente per nodi odei
latori di Chua.

Come visto nella prima parte, le equazioni adimensionali del circuito di ©hoa s

d 1 2-+f(x 1))
@B= X1- X2+ X3
G-1D-1G

40 Wang e Chen,op. cit. pag.528
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e la funzione lineare a tratt(x) e:

-b x1-b+a sei<-1
f(x)= axi sexis p
-b x1-a+b se>1
cony mthr >p, e a<b<® h

Supposto che due oscillatori di Chua siano collegati atteavkx prima variabile di stata, per cui
mIrRAFIAoOmMZInsn0x €S Sljdza 1 A2yA RSEfl NBGS &azyz2 |

@ | Butf(xin)+cB A @

@h= Xi1- Xi2+ Xi3

Gh= - Ch -1
Se i parametri del sistema sono:
h  I'mnodnnnns 1 T 0.p700) brhi680D.f QR AOAO Y pE2NB RA [/ Kd:

caotico, con tre punti di equilibrio instabile:

Se vogliamo stabilizzare il network portandolo ad uno stadio omogéhkey, applicando un ao
trollo di tipo pinning alla prima variabile di stato di una piccola frazioneRA Yy 2 RA Xt S S|
network controllato sono:

@ | oBatfi(xun)+cB A@ O

@h= Xi1- Xi2+ Xi3

Ba=-| G-
peri=1,2Xb X 02YyY
u=AA @ h PAOE Eh EmBani AQI BABE
Poichém -4,71, per guadagno di feedback sufficientemente grande d,
la stabilizzazione puo essere raggiunta se:
Al I8P

Consideriamo un determinato fattore HiO 02 LILIA I YSY (iR si(plipicoli &aloti waldri 1

RA + O2y A ljdzh fA Liz5 NI} I3IAdzyISNBE fF aAyONRYyAI
rete di tipo scale free.

1,S a2y 2 FdzyT A2y A RSt 02 ST Wan@iHeypérsn grakde raty® 2 LILJ
RSt O2STFTAOASY (IS RR{HAOALINGA Guis@mdRtraieha lo schema
scalefree richiede un numero molto inferiore di controllori locali dello schema random.

In conclusione, & stato dimostrat®0KS Af YSU2R2 LIAG SFFAOFOS LISN
della rete, e collegarli ai nodi con un numero piu alto di connessioni, principalmente a causa
RStfQSaidNBYlI RAA2Y23ASy&delit RSA ySGg2Nla RA GA
Questo risultato spiega anche peereti complesg, come ad esempio Internet e le reti metab

liche, rimangano stabili, nonostante i frequenti esempi di instabilita di alcuni nodi locali.
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5QFf GNF¥ LI NISZO02YS 3IAL @GAalG2 ySt LI NI 3INeF2 y=
sentano il maggior numero di connessioni, pud avere una grande influenza sulla stabilita
RStfQAy(SiME NBGS aol S

Questo indica, ancora una volta, che la stabilita di questo tipo di rétéN&® 6 dza & & SdG  F NJ 3

3.8 Analisi numerica della topologidelle reti complesse
3.8.1 confronto tra varie topologie

Per sceglieréa migliore configurazione tra le varie topologie di reti occorre tenere conto dgt ma
giore autovalore non nulldz di ogni rete.
Il sistemadN/ Kdz& & | aAyd2dA @onanhte yhaggiorediiLlyapunbve neggadivofla S &
gualcosa si verifica 9¢m € maggiore o uguale ad un valore che abbiamo trovato essere uguale a
6.31 per i parametri nominali dei circuiti di Chua, data la condizione di sincronizzAziong da
cui si ricas.:

# 2 # 2

- =0 -—
#21 EOC 2 E#l 2

Per gli esempi seguenti realizzati con il Matlab sono stati considerati i valori nominali delle capac
taCG =10 nF,C pnimtl &h 2essepd8 qugst dgti di ingresso della funzione utilizzata,
possono esserganquillamente sostituiti.

M Confronto tra sei reti con otto nodi, realizzato con il Matlab

Per confrontare le sei reti seguenti utilizziamo le funzioni:

1) function [Ac, & 2Rc] = MetodoCartaPenna2(x,C1,C2,R,Klim)
Questa funzione restituisce una reteqlialsiasi tipo e per qualsiasi numero N di nedinel @-
rametro x sono indicate tutte le connessioni dei nadimodo unilateraleNel parametro ypre-
sente nella funzione,le connessioni vengono prese in Senso inverso.
PARAMETRI di uscita:
Ac=matrice di connessione della rete iniziale.
< ril piu grande autovalore delle matrici di connessiasgluso lo zero
Rc=valore massimo della resistenza di collegamento tra i circuiti di Chua
PARAMETRI DI INGRESSO:
x=tutte le connessiorfra inodii,j in un solo versoyn segnale di errore avverte sina connes-
siore e ripetuta, in gnso diretto o in senso inverso.
C1, C2, Rparametri del circuito di Chua
Klim =K limite
OUTPUT
Ci=gradi di ogni nodo
C=grado medio della rete
Gradi=gradi in ordi@ decrescente
Nodi=rispettivi nodi
grado_max=grado massimo
nodi_hub=nodi aventi il grado massimo
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esempio perd confgurazioneN°® 1:
[Ac, & 2Rc] =MetodoCartaPenna2 ([1223342445565767 7 8],10e -
9,100e - 9,1780,6.31);
run3_ MetodoCartaPenna :
guesto programmautilizza la precedent&nzioneper confrontare lesei configurazioni, trovarne
fl YAIEtA2NE S ONBI NB dzyted R, | poeSetefitrambblik ording degti A O |
scente.

;:\(o:niigurazione 1 configurazione 2
= Acs
:1L é (1) g (O) 8 g 8 rete con 8 nodi 2 100 0 001 rete con 8 nodi
1 -3 1 1 0 0 0 O
0O 1 -2 1 0 0 0 O 012 100200
01 1 -3 1 0 00 01 13 100 0
0O 0 0 1 -3 1 10 000 13110
0O 0 0 0 1 -2 10 0000 1210
00000011 00001131
autovaloridiAc = -4.7321 -4.0000 -3.7321 "
autovaloridiAc = -4.8136 -4.0000 -4.0000
L 0000-0.2679.0.0000 -3.0000 -2.5293 -1.0000 -0.6571 0.0000
e o lambda2 = -0.6571
Rc = 755.8630 Rc =1.8536e+003
g'_: 22530 2383 231 Ci=2 3 2 3 3 2 3 2
= 2. C =2.5000
Rc = 755.8630 Rc=1.8536e+003
configurazione 3 confugurazione 4
Ac_2 110 0 0 0 0 rete con 8 nodi Ac 5 10100 0 0 rete con 8 nodi
12100 00O 12 1 0 0 0 0 O
11 -4 1 1 0 0 O 01 -2 1 0 0 0 O
60 1-210 00 10 1-3 1000
0 0 1 1 -4 1 10 0O 0 0 1 3 1 0 1
0O 0 0 0 1 -2 1 O 0O 0 0 0 1 -2 1 0
g 8 g g é é 301 00 0 00 1 -2 1
1 -1 0O 0 0 0 1 0 1 -2
autovaloridiAc = -5.4954 -4.4950 -3.7714 autovaloridiAc = -4.9032 -4.0000 -2.8061
-3.0000 -1.7277 -1.1060 -0.4045 -0.0000 -2.0000 -2.0000 -2.0000 -0.2907 -0.0000
:gmbgaji;g—o.élo%g?: lambda2 = -0.2907
c=1 e+ Rc = 820.1107
Ci=2 2 4 2 4 2 3 1 Ci=2 2 2 3 3 2 2 2
C =2.5000 C= 2.2500
Rc = 1.1409e+003 Rc = 820.1107
configurazione 5 rete con 8 nodi configurazione 6 rete con 8 nodi
Ac = Ac =
3 1 0 1 0 O 0 1 -1 1.0 0 0 0 O O
1 -2 1 0 0 0 0 O 131 10 0 00
012100 00 6 1-2 100 00
101 -3 1 0 0 0 61 131000
00 0 1310 1 060 013101
0000 1-2 10 60 00 1-2 10
0O 0 0 0 0 1 -2 1 0O 0 0 0 0 1 -2 1
10 0 0 1 0 1 -3 0 000 1 0 1 -2
autovaloridiAc =-5.4142 -4.0000 -3.4142 autovaloridiAc = -4.8280 -4.0000 -3.4664
-2.5858 -2.0000 -2.0000 -0.5858 -0.0000 -2.3154 -2.0000 -1.1116 -0.2786 -0.0000
lambda2 = -0.5858 lambda2 = -0.2786
Rc = 1.6525e+003 Rc = 785.8652
Ci=3 2 2 3 3 2 2 3 Ci=1 3 2 3 3 2 2 2
C = 2.5000 C= 2.2500

Rc =1.6525e+003 Rc = 785.8652

<, per tutte le configurazioni esaminate

< =-0.2679 -0.6571 -0.4045 -0.2907 -0.5858 -0.2786
resistenze di soglia per tutte le configurazioni esaminate in ordine decrescente
Rn = 1.0e+003 *
1.8536 1.6525 1.1409 0.8201 0.7859550
<= -0.6571 -0.5858 -0.4045 -0.2907 -0.2786 -0.2679
tutti gli autovalori< Hin valore assoluto, delle configurazioni, in ordine crescente e le relative
configurazioni
<=0.6571 0.5858 0.4045 0.2907 0.2786 0.2679
CONFIGURAZIONI CORRISPONDENTI=2 5 3 4 6 1

La configurazionemigliore con il maggiore valore assoluto €4, quindi con la maggiore Rth € la
ne 2
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TABELLA RIASSUNTIVA

CONFIGURAZIONI < Rn 6 MmO
CONFIGURAZIONE 2| 0.65708 1854
CONFIGURAZIONE 5| 0.58579 1652
CONFIGURAZIONE 3| 0.40446 1141
CONFIGURAZIONE 4| 0.29072 820
CONFIGURAZIONE 6| 0.27858 786
CONFIGURAZIONE 1| 0.26795 756

¢ Confronto tra sei reti con otto nodi, realizzato con il Matlab

Ac

configurazione 1 configurazione 2

POOOOORN |
coocooRrNR
coocordro
cocordroo
cordrooo
ordroOOOO
rNRrOOOOO
NRrOOOOOR
RPOOOOORN |
coococokrir
coococokro
cocorikooo
corNrOOO
orlbroOCOO
rbrooooo
NrooooOoR

autovaloridiAc =-4.0000 -3.4142 -3.4142 autovaloridiAc = -3.8478 -3.4142 -2.7654 -2.0000

-2.0000
B N r N -1.2346 -0.5858 -0.1522 0.0000
2.0000 -0.5858 -0.5858 -0.0000 lambda2 = -0 1522

IamEJdaZ: -0.5858 RC = 429.4594
Rc = 1.6525e+003 iz 2 2 2 2 2 2
Ci=2 2 2 2 2 2 2 2 ci= tt

Ac

Ac = ) . 7 1 1 1 1 1 1 1
2 1 0 0 0 0 0 1 1 -1 0 0 0 0 0 O 1 1
14 1 1 0 0 0 1 ConflguraZI()ne 3 1 0 -1 0 0 0 0 O COI’]fIgUI’&ZIOﬂG 4
01 -2 1 0 0 0 O 10 0 -1 0 0O 0 O
0O 1 1 -4 1 1 0 O 10 0 01 0 0 O
0O 0 01 -2 1 0 O 10 0 0 0 -1 0 O
0O 0 01 1 4 1 1 1 0 0 0 0 0 -1 O
0O 0 0 0 0 1 -2 1 1 0 0 0 0O O 0 1
11 0 0 0 1 1 -4
autovaloridiAc =-8.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000
autovaloridiAc = -6.0000 -4.7321 -4.7321 -1.0000
-4.0000 -2.0000 -1.2679 -1.2679 0.0000 -1.0000 -1.0000 -0.0000
lambda2 = -1.2679 lambda2 = -1
Rc = 3.5768e+003 Rc = 2.8209e+003
Ci=2 4 2 4 2 4 2 4 Ci=7 1 1 1 1 1 1 1
C= 3 C= 1.7500
Ac= 1 1 Ac= i i
1 610 0 0 0 configurazione 5 L 010 11 configurazione 6
1 -2 1 0 0 0 0 O 1 -1 0 0 0 O 0 O
01 -2 1 0 0 0 O 1 0 -1 0 O O O O
1 0 1 -3 1 0 0 O 0O 0 0-1 01 0 0
O 0 0 1 4 1 1 1 1 0 0 0 -1 0 O O
0O 0 0 0 1 3 1 1 O 0 01 0 -2 1 0
0O 0 0 0 1 1 -3 1 1 0 0 0 01 -2 0
O 0 0 0 1 1 1 -3 1 0 0 0 0O O O -1
autovaloridiAc = -5.3234 -4.0000 -4.0000 autovaloridiAc = -6.0548 -3.1610 -1.5068 -1.0000
-4.0000 -2.3579 -2.0000 -0.3187 0.0000 -1.0000 -1.0000 -0.2774 0.0000
lambda2 = -0.3187 lambda2 = -0.2774
Rc = 898.9405 Rc = 782.5424
Ci=2 2 2 3 4 3 3 3 Ci=5 1 1 1 1 2 2 1
C= 27500 C= 1.7500

<, per tutte le configurazioni esaminate

<= -0.5858 -0.1522 -1.2679 -1.0000 -0.3187 -0.2774
resistenze di soglia per tutte le configurazioni esaminate in ordine decrescente
Rn= 1.0e+003 *
3.5768 2.8209 1.6525 8989 0.7825 0.4295
<= -1.2679 -1.0000 -0.5858 -0.3187 -0.2774 -0.1522
tutti gli autovalori in valore assoluto delle configurazioni in ordine crescente:
<= 1.2679 1.0000 0.5858 0.3187 0.2774 0.1522
configuraioni corrispondenti= 3 4 1 5 6 2
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la configurazione migliore con il maggiore valore assoluto d< Hquindi con la maggiore Rth & la n° 3

TABELLA RIASSUNTIVA

CONFIGURAZIONI| <, Rn (W) Rn (W) effettiva
CONFIGURAZIONE 1.27 3576.7822 3648
CONFIGURAZIONE 1 2820.9192 2877
CONFIGURAZIONE 0.58 1652.4562 1685
CONFIGURAZIONE 0.32 898.9405 917
CONFIGURAZIONE 0.28 782.5424 798
CONFIGURAZIONE 0.15 429.4594 438

Mentre la Rth &icavata dai parametri nominali dei circuiti di Chua, la Rth effettiva é ricavata dai
parametri misurati in laboratorio, C2=103 nF,e C1=10.1nF.

9 Confronto tra sei reti con 16 nodi, realizzato con il Matlab

autovaloridiAc =-4.0000 -3.8478 -3.8478 -3.4142
-3.4142 -2.7654 -2.7654 -2.0000 -2.0000 -1.2346
-1.2346 -0.5858 -0.5858 -0.1522 -0.1522 0.0000 . .
configurazione 1
lambda2 = -0.1522

Rc = 429.4594
Ci=2222222222222222

C= 2

gradi in ordine decrescente e relativi nodi
gradi=2222222222222222
nodi=12345678910111213141516

Rc = 429.4594

autovaloridiAc = -6.4495 -4.8260 -4.8260 -4.0000
-3.4142 -3.1524 -3.1524 -2.0000 -2.0000 -1.6145 . .
-1.6145 -1.5505 -0.5858 -0.4071 -0.4071 -0.0000 Conflgu razione 3
lambda2 = -0.4071

Rc = 1.1485¢+003

Ci= 2 2 4 2 2 2 4 2 2 2
4 2 2 2 4 2

C= 25000

gradi in ordine decrescente e relativi nodi

gradi= 4 4 4 4 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

nodi= 3 7 11 15 1 2 4 5
6 8 9 10 12 13 14 16

Rc = 1.1485e+003

autovaloridiAc = -5.8681 -4.4173 -4.0000 -3.7652 Conflgu razione 5
-3.4507-3.4142 -3.1258 -2.2505 -2.0000 -2.0000

-1.1902-1.0760 -0.7383 -0.5858 -0.1179 0.0000

lambda2 = -0.1179
Rc = 332.4469
Ci=2 2 2 2 2 2 2 3 4 2

gradi in ordine decrescente e relativi nodi
gradi= 4 3 3 3 3 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

nodi= 9 8 11 14 16 1 2 3 4
5 6 7 10 12 13 15

Rc = 332.4469

<, per tutte le configurazioni esaminate

autovaloridiAc =-3.9616 -3.8478 -3.6629
-3.4142 -3.1111 -2.7654 -2.3902 -2.0000
-1.6098 -1.2346 -0.8889 -0.5858 -0.3371
-0.1522 -0.0384 0.0000

lambda2 = -0.1522

Rc = 429.4594
Ci=2221122222222222
C= 1.8750

gradi in ordine decrescente e relativi nodi
gradi=2222222222222211
nodi=12367891011121314 1516
45

Rc = 429.4594

autovaloridiAc =-16.0000 -1.0000 -1.0000
-1.0000

-1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000
-1.0000

-1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000
-0.0000

lambda2 = -1.0000

Rc = 2.8209e+003
Ci=15111111111111111

C= 18750

gradi in ordine decrescente e relativi nodi
gradi=15111111111111111
nodi=2345678910111213141516
Rc = 2.8209e+003

autovaloridiAc = -13.0077 -3.2222
-1.5373-1.0000

-1.0000-1.0000 -1.0000 -1.0000-1.0000 -1.0000
-1.0000-1.0000-1.0000 -0.2328 -0.0000 0.0000

lambda2 = -0.2328

Rc = 656.6952
Ci=12111111112211011
C =1.7500

gradi in ordine decrescente e relativi nodi
gradi =

12221111111111110
nodi=110112345678912131516 14

Rc = 656.6952

< =-0.1522 -0.1522 -0.4071 -1.0000 -0.1179 -0.2328
resistenze di soglia per tutte le configurazioni esaminate in ordine decrescente

Rth = 1.0e+003 *

2.8209 1.1485 0.6567 0.4295 0.4295 0.3324
< = -1.0000 -0.4071 -0.2328 -0.1522 -0.1522 -0.1179
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tutti gli autovalori<,, in valore assoluto, delle configurazioni, in orddeerescente e le relative

configuraziori
<2 =
CONFIGURZIONI CORRISPONDENA 3

b O2y FA3dz2NI T A2y S YAIE A2NB ,Qdni conta mggi@artheNsS o1 f

n°4

TABELLA RIASSUNTIVA

CONFIGURAZIONI < RnO MU

CONFIGURAZIONE| 1 2821

CONFIGURAZIONE| 0.40714 1149

CONFIGURAZIONE| 0.23279 657

CONFIGURAZIONE| 0.15224 429

CONFIGURAZIONE| 0.15224 429

CONFIGURAZIONE| 0.11785 332

6

1.0000 0.4071 0.2328 0.1522 0.1522 0.1179

2 1 5

Il valore di Rth & ottenuto peri valori nominali dei parametri dei circuiti
Come si puo notare, confrontando questa tabella con quella precedente, aumentando il numero

RSA y2RAZ OF YOAL

t Q2NRAYS RSEtS O2yTFAIANIT AZ2Y

1 Confronto tra sei reti aventi 32 nodi ognuna, realizzato con iltMa

lab

autovalori di Ac = -4.0000 -3.9616 -3.9616 -3.8478 -3.8478

3.6629 -3.6620 -3.4142 -3.4142 -3.1111 -3.1111 -2.7654 . .

27654 -2.3902 -2.3902 -2.0000 -2.0000 -1.6098 -1.6098 COﬂfIguraZIOﬂe 1
12346 -1.2346 -0.8889 -0.8889 -0.5858 -0.5858 -0.3371

0.3371 -0.1522 -0.1522 -0.0384 -0.0384 0.0000

lambda2 = -0.1522

Rc =429.4594

Ci=22222222222222222222222222222222

c=2

grado max = 2

gradi in ordine decrescente e relativi nodi

gadi=222 2222222222222
2222222222222222
nodi=1234567891011121314 1516 17 18 1020 21 22
232425 26 27 28 29 30 31 32

rete regolare

autovaloridiAc = -6.4721 -4.8284 -4.8284 -4.0000 -3.8478
-3.8066 -3.8066 -3.4142 -3.4142 -3.2945 -3.2945 -3.2787
-2.7654 -2.5859 -2.5859 -2.0000 -2.0000 -1.8046 -1.8046
-1.7700 -1.2346 -1.0706 -1.0706 -0.5858 -0.5858 -0.4872
-0.4872 -0.4792 -0.1522 -0.1221 -0.1221 0.0000

lambda2 = -0.1221

Rc = 344.5176

Ci=22224222222242222 2224222
22224222

C =2.2500

grado max =4

gradi in ordine decrescente e relativi nodi
gadi=44442222222222
222222222222222222
nodi=51321291234678910111214

1516 17 18 19 20 22 23 24 25 26 27 28 30 31 32

nodohub=5 13 21 29

configurazione 3

autovaloridiAc = -5.7399 -4.5743 -4.2320 -3.9563 -3.8426
37787 -3.6702 -3.6180 -3.6180 -3.3075 -3.0828 -3.0000
3.0000 -2.7584 -2.3307 -2.2091 -1.9418 -1.8714 -1.5963
-1.3820 -1.3820 -1.1554 -1.0000 -0.7461 -0.6617 -0.5349
-0.3226 -0.2793 -0.1947 -0.1729 -0.0404 -0.0000

lambda = -0.1729

Re = 487.7626
Ci=22222222222222342223222222232223
C=21875

grado max = 4

gradi in ordine decrescente e relativi nodi
gradi=43333222222222222222222222222222
nodi=1615202832123456789101112131417181921
222324252627 293031

nodo hub = 16

configurazione 5

<, per tutte le configurazioni esaminate
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autowalori di Ac = -3.9904 -3.9616 -3.9139 -3.8478 -3.7638

-3.6629 -3.5460 -3.4142 -3.2688 -3.1111 -2.9428 -2.7654 . .

-2.5806 -2.3902 -2.1960 -2.0000 -1.8040 -1.6098 -1.4194

-1.2346 -1.0572 -0.8889 -0.7312 -0.5858 -0.4540 -0.3371 Conflgura2|0ne 2
-0.2362 -0.1522 -0.0861 -0.0384 -0.0096 0.0000

lambda2 = -0.0861

Rc = 242,9357

Ci=22211222222222222222222

2222222

C=1.9375

grado max = 2

gradi in ordine decrescente e relativi nodi
gadi=222222222222222222222
22222222211
nodi=12367891011121314151617 18
192021222324 2526 27 282930313245

nodihub=1 2 3 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32

autovaloridiAc =-32.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000
-1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000
-1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000
-1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000
-1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -0.0000

lambda2 = -1.0000

Rc = 2.8209¢+003
Ci=31111111111111111111111111111111
C=1.9375

grado max = 31

gradi in ordine decrescente e relativi nodi
gradi=311111111111111111111111111111111
nodi=12345678910111213141516 17

18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32

nodo hub =1

configurazione 4

autovaloridiAc = -30.0012 -3.2379 -1.5480
-1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000
-1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000
-1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000
-1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -0.2128
lambda2 =-0.2128

Re =600.2788
Ci=291111111111111122111111111111111
C=1.9375

grado max = 29

gradi in ordine decrescente e relativi nodi
gadi=292211111111111111111111
111111111

nodi=1 16 17 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
13 14 15 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
29 30 31 32

nodo hub=1

-1.0000 -1.0000
-1.0000 -1.0000
-1.0000 -1.0000
-1.0000 -1.0000
-0.0000

configurazione 6



< =-0.1522 -0.0861 -0.1221 -1.0000 -0.1729 -0.2128

resistenze di soglia per tutte le configurazioni esaminate in ordine decrescente
Rth = 1.0e+003 *

2.8209 0.6003 0.4878 0.4295 0.3445 0.2429

< in ordine crescente:
<= -1.0000 -0.2128 -0.1729 -0.1522 -0.1221 -0.0861

Tutti gli autovalori<, in valore assoluto, delle configurazioni, in orditeerescente e le relative
configurazioni

<= 1.0000 0.2128 0.1729 0.1522 @122.0861

CONFIGURAZIONI=4 6 5 1 3 2

la configurazione migliore con il maggiore valore assolute<diquindi con la maggiore Rth € la
n° 4

TABELLA RIASSUNTIVA

CONFIGURAZND <2 RnO m
CONFIGURAZIONE 1 2821
CONFIGURAZIORE 0.2128 600
CONFIGURAZIONE 0.17291 488
CONFIGURAZIONE 0.15224 429
CONFIGURAZIONE 0.12213 345
CONFIGURAZIONE 0.086119 243

1 Esempi di tutte le connessioni possibili a partire da una configurazione tipo
nearestneighbore ricerca delle configurazioni piu convenienti.

La rete di partenza € una rete di tipearestneighbor con otto nodi, le reti seguenti si ottengono
F33AdzyISYR2 dzyl O2yySaaiazyS ltftl @2t XFAy?2
seguente funzione:

[A, & 2Rth]=TutteLeConnessioni2(8,2,10e -9,100e -9,1780,6.31, 'NN'),

dove 8=numero di nodi, 2numero di connessioni per nodo, seguono i parametri nominali dei Ci
OdzA A RA [/ Kdzl 5/ M3/ HEZIWIYEAYZIQbbQS Af GALR RA

iniziale con 8 nodi e 2
9, R:

ele connes
#a--0 5857 u

i

=1652; coeff. c

nadi hub= tuth | nod
.

sioni per nodo
st =028571
i
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Tutti gli autovalork;, in valore assoluto, iardine decrescente e le relative configurazioni
76



<=

8.0000 6.0000 5.0000 4.5858 3.8299 3.5188 3.3820 2.7312 2.4384 2.3249
2.2679 1.6751 1.3905 1.2765 1.2254 1.1981 0.9016 @OMQPE3 0.58580.5858
CONFIGURAZIONE =

21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 1 2

La configurazione migliore con il maggiore valore assolutegiquindi con la maggiore Rth & la
n°21

TABELLA RIASSUNTIVA

CONFIGURAZIONI < Rh6 m 0 Coefficiente | nodi hub

di clustering
CONFIGURAZIONE | 8.00 22567 1.00 Rete regolare
CONFIGURAZIONE | 6.00 16926 0.96 123457
CONFIGURAZIONE | 5.00 14105 0.93 12347
CONFIGURAZIONE | 4.59 12936 0.89 1234
CONFIGURAZIONE | 3.83 10804 0.86 123
CONFIGURAZIONE | 3.52 9926 0.82 123
CONFIGURAZIONE | 3.38 9540 0.79 123
CONFIGURAZIONE | 2.73 7704 0.75 12
CONFIGURAZIONE | 2.44 6879 0.71 12
CONFIGURAZIONE | 2.32 6558 0.68 12
CONFIGURAZIONE | 2.27 6398 0.64 12
CONFIGURAZIONE | 1.68 4725 0.61 1
CONFIGURAZIONE | 1.39 3922 0.57 1
CONFIGURAZIONE | 1.28 3601 0.54 1
CONFIGURAZIONE | 1.23 3457 0.50 1
CONFIGURAZIONE | 1.20 3380 0.46 1
CONFIGURAZIONE | 0.90 2543 0.43 1
CONFIGURAZIONE | 0.71 2010 0.39 1
CONFIGURAZIONE | 0.62 1744 0.36 1
CONFIGURAZIONE | 0.59 1652 0.29 13
CONFIGURAZIONE | 0.59 1652 0.32 Rete regolare

Come si puod osservare, in questo tipo di configuraziphidzy Sy i 02y f QI dzySy dl |
connessioni, e quindi le configurazioni piu efficienti sono quelle che piu si avvicinano alla globally
connected. Cio avviene anche se si cosiderano reti con un maggior numero di nodi. Qui di seguito
consideriamo ledbelle relative a reti di 16 e 32 nodi:
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Reti di 16 nodi
La configurazione migliore con il maggiore valore assolutegiquindi con la maggiore Rth & la
n° 105

TABELLA RIASSUNT I reti di 16 ndi

CONFIGURAZIONI < RnO0 m U | coefficiente
di clustering
CONFIGURAZIONE 1{ 16 45135 1
CONFIGURAZIONE 1{ 14 39493 0.99167
CONFIGURAZIONE 1 13 36672 0.98333
CONFIGURAZIONE 1{ 12.5858 | 35503 0.975
CONFIGURAZIOMNEL 11.8299 3337 0.96667
CONFIGURAZIONE 1{ 11.5188 32494 0.95833
CONFIGURAZIONE 9¢ 11.382 32108 0.95
CONFIGURAZIONE 9{ 10.7312 30272 0.94167
CONFIGURAZIONE 9| 10.4384 29446 0.93333
CONFIGURAZIONE 9( 10.3249 29126 0.925
CONFIGURAZIONE 9! 10.2679 28965 0.91667
CONFIGURAZIONE 9 9.6751 27293 0.90833
CONFIGURAZIONE 9] 9.3905 26490 0.9
CONFIGURAZIONE 9] 9.2765 26168 0.89167
CONFIGURAZIONE 9] 9.2254 26024 0.88333
CONFIGURAZIONE 9{ 9.1981 25947 0.875
CONFIGURAZIONE 8! 8.6405 24374 0.86667
CONFIGURAZIONE 8{ 8.3611 23586 0.85833
CONFIGURAZIONE 8| 8.2467 23263 0.85
CONFIGURAZIONE 8( 8.193 23112 0.84167
CONFIGURAZIONE 8; 8.1667 23038 0.83333
CONFIGURAZIONE 8y 8.1522 22997 0.825
CONFIGURAZIONE 8] 7.6175 21488 0.81667
CONFIGURAZIONE 8] 7.3416 20710 0.80833
CONFIGURAZIONE 8] 7.2275 20388 0.8
CONFIGURAZIONE 8 7.1724 20233 0.79167
CONFIGURAZIONE 7{ 7.1437 20152 0.78333
CONFIGURAZIONE 7{ 7.1289 20110 0.775
CONFIGURAZIONE 7.1206 20087 0.76667
CONFIGURAZIONE 7( 6.601 18621 0.75833
CONFIGURAZIONE 7] 6.3277 17850 0.75
CONFIGURAZIONE 74 6.2143 17530 0.74167
CONFIGURAZIONE 7] 6.1587 17373 0.73333
CONFIGURAZIONE 7] 6.1286 17288 0.725
CONFIGURAZIONE 7| 6.1118 17241 0.71667
CONFIGURAZIONE 7{ 6.1029 17216 0.70833
CONFIGURAZIONE 6 6.0979 17202 0.7
CONFIGURAZIONE 6{ 5.5887 15765 0.69167
CONFIGURAZIONE 6| 5.3174 15000 0.68333
CONFIGURAZIONE 6{ 5.2047 14682 0.675
CONFIGURAZIONE 6] 5.149 14525 0.66667
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CONFIGURAZIONE 64 5.1182 14438 0.65833
CONFIGURAZIONE 6] 5.1003 14388 0.65
CONFIGURAZIONE 6] 5.0899 14358 0.64167
CONFIGURAZIONE 6] 5.0842 14342 0.63333
CONFIGURAZIONE 6( 5.081 14333 0.625
CONFIGURAZIONE 5 4.5791 12917 0.61667
CONFIGURAZIONE 5{ 4.3094 12157 0.60833
CONFIGURAZIONE 5] 4.1974 11841 0.6
CONFIGURAZIONE 5( 4.1418 11684 0.59167
CONFIGURAZIONE 5 4.1108 11596 0.58333
CONFIGURAZIONE 5{ 4.0922 11544 0.575
CONFIGURAZIONE 5] 4.0808 11512 0.56667
CONFIGURAZIONE 5] 4.074 11492 0.55833
CONFIGURAZIONE 5] 4.0702 11482 0.55
CONFIGURAZIONE 5( 4.0681 11476 0.54167
CONFIGURAZIONE 4{ 3.5714 10075 0.53333
CONFIGURAZIONE 4{ 3.303 9318 0.525
CONFIGURAZIONE 4] 3.1917 9003 0.51667
CONFIGURAZIONE 4{ 3.1363 8847 0.50833
CONFIGURAZIONE 4  3.1052 8759 0.5
CONFIGURAZIONE 4y 3.0863 8706 0.49167
CONFIGURAZIONE 4] 3.0743 8672 0.48333
CONFIGURAZIONE 4] 3.0667 8651 0.475
CONFIGURAZIONE 4] 3.0621 8638 0.46667
CONFIGURAZIONE 4{ 3.0595 8631 0.45833
CONFIGURAZIONE 3{ 3.0581 8627 0.45
CONFIGURAZIONE 3{ 2.5651 7236 0.44167
CONFIGURAZIONE 3] 2.2978 6482 0.43333
CONFIGURAZIONE 3{ 2.187 6169 0.425
CONFIGURAZIONE 3§ 2.1319 6014 0.41667
CONFIGURAZIONE 3y 2.1008 5926 0.40833
CONFIGURAZIONE 3] 2.0817 5872 0.4
CONFIGURAZIONE 3] 2.0695 5838 0.39167
CONFIGURAZIONE 3] 2.0614 5815 0.38333
CONFIGURAZIONE 3( 2.0562 5800 0.375
CONFIGURAZIONE 2{ 2.0529 5791 0.36667
CONFIGURAZIONE 2{ 2.0511 5786 0.35833
CONFIGURAZIONE 2] 2.0501 5783 0.35
CONFIGURAZIONE 2{ 1.5599 4400 0.34167
CONFIGURAZIONE 2y 1.2934 3649 0.33333
CONFIGURAZIONE 2y 1.1832 3338 0.325
CONFIGURAZIONE 2y 1.1283 3183 0.31667
CONFIGURAZIONE 2] 1.0973 3095 0.30833
CONFIGURAZIONE 2] 1.0782 3041 0.3
CONFIGURAZIONE 2( 1.0658 3006 0.29167
CONFIGURAZIONE 1! 1.0574 2983 0.28333
CONFIGURAZIONE 1{ 1.0518 2967 0.275
CONFIGURAZIONE 1] 1.048 2956 0.26667
CONFIGURAZIOMNE 1.0457 2950 0.25833
CONFIGURAZIONE 1§ 1.0444 2946 0.25
CONFIGURAZIONE 14 1.0437 2944 0.24167
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CONFIGURAZIONE 1] 0.75321| 2125 0.23333
CONFIGURAZIONE 1] 0.52804 | 1490 0.225
CONFIGURAZIONE 1] 0.39435| 1112 0.21667
CONFIGURAZIONE 1{ 0.31126| 878 0.20833
CONFIGURAZIONE 9| 0.25693 | 725 0.2
CONFIGURAZIONE 8| 0.22007 | 621 0.19167
CONFIGURAZIONE 7| 0.19455 | 549 0.18333
CONFIGURAZIONE 6| 0.17686 | 499 0.175
CONFIGURAZIONE 5| 0.16491 | 465 0.16667
CONFIGURAZIONE 4| 0.15744 | 444 0.15833
CONFIGURAZIONE 3| 0.15352 | 433 0.15
CONFIGURAZIONE 2| 0.15224 | 429 0.14167
CONFIGURAZIONE 1| 0.15224 | 429 0.13333
RETI DI 32 nodi

la configurazione migliore con il maggiore valore assolutegliquindi con la maggioreRe la n°
465
TABELLA RIASSUNTIVA

CONFIGURAZIONI < R,6 m ( coefficiente di
clustering
CONFIGURAZIONE { 32 90269 1
CONFIGURAZIONE ¢ 30 84628 0.99798
CONFIGURAZIONE ¢ 29 81807 0.99597

CONFIGURAZIONE 4  28.5858 80638 0.99395

CONFIGURAZIONE 4  27.8299 78506 0.99194

CONFIGURAZIONE ¢4  27.5188 77628 0.98992

CONFIGURAZIONE 4 27.382 77242 0.9879

CONFIGURAZIONE 4  26.7312 75407 0.98589

CONFIGURAZIONE ¢  26.4384 74581 0.98387

CONFIGURAZIONE 4  26.3249 74260 0.98185

CONFIGURAZIONE 4  26.2679 74100 0.97984

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
XXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
in ordine decrescente fino alla
configuraione 24
XXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
XXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

CONFIGURAZIONE ] 0.16391 462 0.11089
CONFIGURAZIONE 4 0.15477 437 0.070565
CONFIGURAZIONE | 0.15288 431 0.068548
CONFIGURAZIONE ] 0.15224 387 0.066532
CONFIGURAZIONE | 0.15224 387 0.064516
CONFIGURAZIONE ] 0.13659 347 0.10887
CONFIGURAZIONE ] 0.11631 295 0.10685
CONFIGURAZIONE | 0.10164 258 0.08871
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CONFIGURAZIONE ] 0.10085 256 0.10484

CONFIGURAZIONE | 0.092105 234 0.086694
CONFIGURAZIONE ] 0.088805 225 0.10282

CONFIGURAZIONE | 0.083847 213 0.084677
CONFIGURAZIONE | 0.079255 201 0.10081

CONFIGURAZIONE | 0.076649 195 0.082661
CONFIGURAZIONE | 0.071572 182 0.09879

CONFIGURAZIONE { 0.070338 179 0.080645
CONFIGURAZIONE | 0.065316 166 0.096774
CONFIGURAZIONE { 0.064773 164 0.078629
CONFIGURAZIONE | 0.060176 153 0.094758
CONFIGURAZIONE 7 0.059843 152 0.076613
CONFIGURAZIONE | 0.055923 142 0.092742
CONFIGURAZIONE { 0.055454 141 0.074597
CONFIGURAZIONE | 0.052386 133 0.090726
CONFIGURAZIONE { 0.051531 131 0.072581

Comesipi y20l NB> ySf
connessioni, ma solo a partire a partire dalla rete N° 24; cio non si verifica per le prime ventiqua

tro configurazioni.

Ol 82y RAdZG 8 Y R ROZK t { OF dzZ 8P F
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Confronto tra tre reti hub con otto nodi

Conlo stesso programma utilizzato precedentemente si possono confrontare tre reti hud, la s
conda e la terza ottenute dalla prima, mediante la traslazione di una connessione da un nodo hub
£t QlFfiNRO®

Si e utilizzata la seguente funzione

[A, & 2Rth]=TutteLeCo  nnessioni2(8,2,10e -9,100e -9,1780,6.31, ‘'hub' ),

dove 8=numero di nodi, 2=numero di connessioni per nodo, seguono i parametri norpinali—dei ci
OdzA UA RA [/ KdzZl Z/ MmZ/ HZWZYEAYZQKdAz0 Q8 Af 0U0ALZ RA

rete hub iniziale con 8 nodi ; | »--0.35425 rete hub N°2, | .--0.3738
R.=999 R.=1054

rete hub N°3, | »--0.45249
R.=1276

TABELLA RIASSUNTIVA

CONFIGURAZIONI| < Rn O MmO
CONFIGURAZIONE| 0.45 1276
CONFIGURAZIONE| 0.37 1054
CONFIGURAZIONE| 0.35 999
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i Confronto tra sette reti hub con sedici nodi

rete hub iniziale con 16 nodi ; | .=-0.20417
R.=576

e

rete hub N°4, | .--0.23231
R.=655

s

rete hub N°7, | :--0.41306
R.=1165

e

rete hub N°2, | »=-0.20694
R.=584

Vi

rete hub N°5, | 2--0.26069
R.=735

d

TABELLA RIASSUNTIVA

CONFIGURAZIONI < RhO MU
CONFIGURAZIONE 0.41 1165
CONFIGURAZIONE 0.31 876
CONFIGURAZIONE 0.26 735
CONFIGURAZIONE 0.23 655
CONFIGURAZIONE 0.22 609
CONFIGURAZIONE 0.21 584
CONFIGURAZIONE 0.20 576
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rete hub N°3, | =-0.21574
R.=609

rete hub N°6, | --0.31065
R.=876



1 Cafronto tra quindici reti hub con trentadue nodi

rete hub iniziale con 32 nodi ; 1.--0.11181
R.=315

rete hub N°4, | .--0.11549
R:=326

, 2= IR

rete hub N°7, | :--0.12818
R.=362

rete hub N°10, | »=-0.15711
R.=443

g

rete hub N°13, | »--0.23158
R:=653

rete hub N°2, | ,--0.1122
R.=317

rete hub N°5, | .--0.11853
R.=334

&

rete hub N°8, 1 :--0.13535
R.=382

7

rete hub N°11, | »--0.1738
R.=490

e

rete hub N°14, | »--0.28749
R.=811

>

84

rete hub N°3, | 2--0.11341
R.=320

rete hub N°6, | »--0.12268
R.=346

O

rete hub N°9, | 2--0.14473
R.=408

4

rete hub N°12, | »--0.19712
R.=556

\

\

N

rete hub N°15, | ---0.39668
R=1119

—




In tutte queste configuraziomi

AA2YA

¢ NJ &f
02YS

TABELLA RIASSUNTIVA

CONFIGURAZIONI <, wi K 01
CONFIGURAZIONE 1]  0.40 1119
CONFIGURAZIONE 1|  0.29 811
CONFIGURAZIONE 1| 0.23 653
CONFIGURAZIONE 1]  0.20 556
CONFIGURAZIONE 1| 0.17 490
CONFIGURAZIONE 1| 0.16 443
CONFIGURAZIONE 9 0.14 408
CONFIGURAZIONE § 0.14 382
CONFIGURAZIONE 7] 0.13 362
CONFIGURAZIONE § 0.12 346
CONFIGURAZIONE 5 0.12 334
CONFIGURAZIONE 4 0.12 326
CONFIGURAZIONE 3 0.11 320
CONFIGURAZIONE 2  0.11 317
CONFIGURAZIONE 1  0.11 315

LJI

Iy R
A A

a4l y2 RI

2 f Qdzf GA YL
BSRNLXL ySf

1 Configurazioni a stellla

[A, & 2Rth]=TutteLeConnessioni2(8,2,10e

dzy Yy 2R2

LJ- Ng=H NJ T 2

K dzo

Yy 2 (0 A I, ¥r@scei&ore assoluto man mano che le ceane
£t QlFfiNRO

O 2 y v SiattereigaSoniRylirazioné a stellaRéhe K dzo

-9,100e -9,1780,6.31,

rete star con 8 nodi ; | 2--1
Rw=2821; coeff. clust. =0.875; Ls=1.75

[A, & 2Rth]=TutteLeConnessioni2(16,2,10e

-9,100e -9,1780,6.31,
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rete star con 16 nodi ; | 2--1
R#w=2821; coeff. clust. =0.9375; L«=1.875

[A, & 2Rth]=TutteLeConnessioni2(32,2,10e -9,100e -9,1780,6.31, ‘'star' );

rete star con 32 nodi ; | 2--1
R#=2821; coeff. clust. =0.96875; Lsa=1.9375

{A Llzs y20FNB OKS LISNIjdzl f dzylj dzS ydzYSNRP RA Yy 2R
Legenda:

<=massimo autovalore non nullo della matriceoihnessione.

Rn= limite superiore della resistenza di collegamento, per evitare la perdita della sincronizazione

coeff. clust. = coefficiente di clustering, ottenuto con la form@gN- 1)/N 4
Lsa=lunghezza di path calcolata con la formula2- 2%( N- 1)/(N*(N  -1))

*L Cfr. Xiao Fan Wang@omplex networks: topology, dynamics and synchronizaitib@rnational journal of bifurcation
and Chaos, Vol. 12, N°5 (2002), pag. 894

2 Vedi sopra
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3.8.2 Robustezza di reti scafeee e random al distacco casuale di nodi o ad attacchi mirati
1 Esempi di distacco nodin una rete scaldree

Nel caso di distacco dei nodi di una rete sdede o di una rete random, e importanteerificare il
comportamento del secondo autovalore maggiore, non nullo, della matrice di connessione di una
NEGS aAYyQNRPNYVOKSIdGFEES<NBGS NRAYFYS &aAyQaNdhesel T 1
ovviamente sara diversa la nuova matricecdnnessione. Naturalmente il comportamento sara
diverso per una rete di tipo scafeee, che possiede solo pochi nodi con molte connessioni,e la
maggioranza di questi con poche connessioni, e la rete random, le cui connessioni sono casuali.
Iniziamo primacon il verificare il comportamento di un rete sca®e, poiché questa configuraei

ne € la piu ricorrente nel mondo reale, a cominciare per esempio da Internet. Come gia detto nel
precedente capitolo, essa si ottiene partendo da pochi nedjli altri chesi aggiungono man aa

no si collegano con una probabilitd molto alta ai nodi precedenti, aventi i gradi magigitnimi-

nando cosi pochi nodi con molte connessioni, e la maggior parte di espocba. La consegue

za, gia vista, e una grande fragilitaiagtacchi intenzionali, cioé diretti aistacco dei nodi con i
pitaltigradiS | f f Q2LJJ2a02 dzyl 3INI YRS N&uwsaa 6 ST T+ ySA
Con la funziond®istaccoNodiPerReteScaleFree(Mo,N,z,p_stagsiruisce una rete di tipo scale

free, secondo il modello dBarabasiAlbert, cioé la probabilita chen nodosi colleghal nodo i d

pende dal grado;kli tale nodo:

E

oBE

Co questa funzione vediammome si modificas di una rete di tipo scaléree, se si staccand-a
cuni (z) nodi,sia pgendo in ordine decrescente dal nodi gradopiu alto, sia in modo casuale.

PARAMETRI DI INGRESSO:

Mo=numero di nodi iniziale

N=numero finale di nodi

z=numero di nodi staccati

p_star= probabilitd che si distacchi ognuno deglodi

PARAMETRO DI USCITA:

As=matricediconnessione della rete iniziale di tipo stae

OUTPUT:

A=Matrice di incidenza;

Ap=Matrice di connessione dopo I'operazione di distatodi

< ril piu grande autovalore delle matrici di connessione,escluso lo zero
Ci=gradi di ogni nodo;

C=grado medio della rete;

cc=coefficiente di clustering;

Gradi=gradi in ordine decrescente

Nodi=rispettivi nodi

grado_max=grado massimo

nodi_hub=nodi aventi il grado massimo

N.B. | parametri di uscita che terminano con il puntargola,escono in output solo dopo la riva
zione di questo.
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Lareteditiposcal® NSS RSt f QSaASYLIA2 &S3dzSydS LI NI & RFE
li; si staccano cinque nodi, uno per volta , prima partendo in ordine decrescente dal ngckaldi
LIAG fG2X SR Ay &aS3dzaid2 &A NARALISGS €t Q2LISNIT A2Y

Esempio function [A] =DistaccoNodiPerReteScaleFre8g35,0.3);

rete di tipo scale-free con 3 nodi iniziali e 32 nodi finali; distacco di # 1 nodi in ordine decrescente di grado;
| 2=-0.90492, CC=0.15927, nodo hub=3 | .= -0.39029, CC=0.11089, nodi hub=2

Z// 7N
IR
Z N
% I/f
S \
0 il
Kl”@”"rﬁ"}s’ :
distacco di # 2 nodi in ordine decrescente di grado; distacco di # 3 nodi in ordine decrescente di grado;
| .= -0.28519, CC=0.068548, nodi hub=1 | .= -0.58579, CC=0.028226, nodi hub=15

e
: = ¥ ) /c °
* o @ ® o @
distacco di # 4 nodi in ordine decrescente di grado; distacco di # 5 nodi in ordine decrescente di grado;
| .= -0.58579, CC=0.022177, nodi hub=4 8 13 27 | .= -0.58579, CC=0.018145, nodi hub=8 13 27
: L] /t : o L] :
distacco di # 1 nodi in ordine casuale; distacco di # 2 nodi in ordine casuale;
| .=-0.9372, CC=0.11694, nodi hub=3 | .=-0.90377, CC=0.11089, nodi hub=3
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distacco di # 3 nodi in ordine casuale; distacco di # 4 nodi in ordine casuale;
| .= -0.89776, CC=0.10685, nodi hub=3 | .= -0.89101, CC=0.10081, nodi hub=3

===

N,

o Uy
WS 7N

=\ N

LT

distacco di # 5 nodi in ordine casuale;
| .= -0.89101, CC=0.10081, nodi hub=3

/j;’"' A @ll??\
‘/7”’5?‘?//}?5“
\

i
}' l /( .

Come si pud ben vederg S t t Q Sair&erdidip@ scaldree subito perde lasincronizzazione,al

primo distacco di un nodo hub, mentdopo 5 distacchitasualié ancora sincronizzatan perfetto

accordo con quanto sostenuto da Wang e Chdfesetiscalef NES> WNRodzaid i-8Sa 7
stenti adi attacchi casuali, mastremamente fragile rispetto agli attacchi intenzionali.
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T 94SYLA RA RAAGEFOO2 RA y2RA Ay dzyb NBGS RA

bStfl NBGS RA (GALRZ WNIYR2YQ S O2yySaarizyir a:z
free, e quindi anchd comportamento della rete di fronte al distacco dei nodi puo essere alquanto
diverso.

Per lo studio di questo tipo di reti si puo utilizzare la funzione:
distacco_nodi_rete_randor{N,delta,p,ps),

che esamina il comportamentali una rete costituita da NOA NOdzA GAZ Ay O2y FTA 3
(cioe ogni connessione tra i due nodi i e j avviene con probabilita p), quando da essa si stacca una
percentuale delta di nodi .Prima compaiono le reti in cui il distacco dei nodi avviene ordimatame

te a partire da gello avente il grado piu alto di connessioni, ed in un secondo momento i aodi s

no staccati in modo casuale, per verificare la differenza tra i due casi,soprattutto in relazione alla

persistenza della sincronizzazione. Questa, infatti,permane solo a @mr&izhe non si modifichi
3.

Esempio:

function [Ac] = distacco_nodi_rete_random(32,0.2,0.3,0.3)

[ 2y ljdzSaidl Fdzy1 A2yS @GSRALFY2 0O02YS &aA Y2Ru&AO!
percentuale delta di nodi e delle relative connessioni,sia partendo in ordine decrescente dal nodo
piu alto,sia in modo casuale.
PARAMETRI DI INGRESSO:
N=numero di nodi
delta=percentuale di nodi da rimuovere
p=probabilita che due nodi i e j siano connessi
ps=probabilitd che un nodo sia distaccato
PARAMETRO DI USCITA:
AC=MATRICE DI CONNESSIONE
OUTPUT:
A=Matrice di incidenza;
As=Matrice di connessione dopo il distacco di un nodo
<H TAf LAG 3INIYRS | dzi20I tf 2NB
Ci=gradi di ogni nodo
C=grado medio della rete
Gradi=gradi di ciascun nodo in ordine decrescente
Nodi=rispettivi nodi
grado_ma=grado massimo
nodi_hub=nodi aventi il grado massimo
N.B. | parametri di uscita che terminano con il punto e virgola,escono in
output solo dopo la rimozione di questo.

puli
(0p))

YI GNROS 1 ¢
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rete random con 32 nodi e probabilita p=0.5 distacco di # 1 nodi in ordine decrescente di grado;
| 2=-17.9962 nodo hub = 29 | .= -17.0204, CC=0.69556, nodi hub=9 27

distacco di # 2 nodi in ordine decrescente di grado; distacco di # 3 nodi in ordine decrescente di grado;
| .=-16.0387, CC=0.64315, nodi hub=1 27 | .= -15.1043, CC=0.59274, nodi hub=16 27

distacco di # 4 nodi in ordine decrescente di grado; distacco di # 5 nodi in ordine decrescente di grado;
| .= -14.7507, CC=0.54435, nodi hub=27 | »=-13.875, CC=0.49798, nodi hub=28

distacco di # 6 nodi in ordine decrescente di grado; distacco di # 7 nodi in ordine decrescente di grado;
| .= -12.947, CC=0.45363, nodi hub=4 15 19 | .= -12.0281, CC=0.41331, nodi hub=15 19 31
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distacco di # 1 nodi in ordine casuale;
-17.1604, CC=0.70565, nodi hub=29

distacco di # 3 nodi in ordine casuale;
| .=-15.9212, CC=0.60887, nodi hub=29

distacco di # 5 nodi in ordine casuale;
| .= -15.0243, CC=0.53024, nodi hub=29

distacco di # 7 nodi in ordine casuale;
| .= -13.5652, CC=0.4496, nodi hub=27 29

92

distacco di # 2 nodi in ordine casuale;
| »=-16.8969, CC=0.65927, nodi hub=29

distacco di # 4 nodi in ordine casuale;
| »=-15.6872, CC=0.56855, nodi hub=29

distacco di # 6 nodi in ordine casuale

| .= -14.4576, CC=0.48992, nodi hub=27

==

1

29



3.11Esempi di pinning

1) rete globally connected con otto nodi

[ERN
[EnN
[iny
[ERN
[EnN
[iny
[EnN

A=

1
PRRRRREN
RPRRRRR

1
Y

partendo_dalla_matrice(A,10e

Rete con 8 connessioni
| .=-8 Rc=22567.3534

<«—— b

rete con numero 2 di nodi pinnati
lambda.= -0.228 Rc= 643.1643

rete con numero 4 di nodi pinnati
lambda.= -0.46887 Rc= 1322.6475

S
ST
NP AT

rete con numero 6 di nodi pinnati
lambda.= -0.72508 Rc= 2045.3999

- 9,100e -9,1780,6.31,8,

93

'‘pinning’  );

rete con numero 1 di nodi pinnati
lambda.= -0.11252 Rc= 31%1936

N— N
o]

rete con numero 3 di nodi pinnati
lambda.= -0.34669 Rc= 977.979

rete con numero 5 di nodi pinnati
lambda.= -0.59488 Rc= 1678.0948

rete con numero 7 di nodi pinnati
lambda.= -0.85995 Rc= 2425.8355

XY



rete con numero 8 di nodi pinnati

A -2 1 0 0 0 0 O
1 -2 1 0 0 O
0 1 -2 1 0
0 0 1 -2
0 0 0 1
O 0 0 0 1
0O 0 00 0 1
1. 0 0 0 0 0 1

partendo_dalla_matrice(A,10e

Rete con 8 connessioni

| .=-0.58579 Rc=1652.4562

/ ‘\\mm

o
o/

\/

rete con numero 2 di nodi pinnati
lambda.= -0.12061 Rc= 340.2445

o

AN

H
© o

-2 1 0
-2

0

1
-2];

-9,100e -9,1780,6.31,8, ‘pinning’ );

rete con numero 1 di nodi pinnati
lambda.= -0.07253 Rc= 204.6007

SN
\ /

N

rete con numero 3 di nodi pinnati
lambda.= -0.17056 Rc= 481.1408

VRN
Y

S
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rete con numero 4 di nodi pinnati rete con numero 5 di nodi pinnati
lambda.= -0.23599 Rc= 665.6948 lambda.= -0.33356 Rc= 940.9375

/

N N

rete con numero 6 di nodi pinnati rete con numero 7 di nodi pinnati
lambda.= -0.74673 Rc= 2106.4604

7NN

71\

rete con numero 8 di nodi pinnati
lambda.= -1 Rc= 2820.9192

1 Esempi di pinning per una rete di tipo scaleee

vdzr yR2 aA Oz2ffS3I dzy OAinidzazmné RcompattarieatiSdNgefelibie dzy |
collegarlo ai nodi che hanno un pitl alto numero di conneséfi@un la seguente funzione & poss
OAES &GdzZRAIFNE | ljdzr €A S ljdzZh yaGA y2RA RStfl NBI
migliore risutato ai fin della sincronizzazione:

PinningPerReteSCaleFree(3,20,3)
Questa funzione costruisce una retetipo scalefree secondo il modello di BarabaSlbert, cioe la
probabilita che il nodo i si colleghi nodo j € uguale:

0 E
BE

Possiamovederel Yy OKS 02 Y S , @iluna¥eteRIAtiPoAsCakree<con l'aggiunta alla rete
iniziale di un circuitéhaster', collegato in modo unidirezionale solo ad alcuni nodi,sia partendo in
ordine decrescente dal nodwmon il gradgpiu alto, sia partendo in ordine crescente dal nodon il
gradopiu basso della rete, sia in modo casu#stequesta configurazione i nodi iniziali sono 3p4 n
RA FTAYIEA az2y2 somiIeA Y2RA RI AGLAYYIl NB¢

3 Wang e Chen op.cit.
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PARAMETRI DI INGRESSO:

Mo=numero di nodi iniziale

N=numero di nodi finale

z=numero di nodi con i quali i'Master’ si collega(in modailitalirezionale)
p= probabilita chelue nodi della rete si colleghino tra di loro
PARAMETRO DI USCITA:

As=matricedi connessione della rete iniziale di tipo schlee
OUTPUT: A=Matrice di incidenza,;

Ap=Matrice di connessione dopo I'operazione di pinning

<H TAf LAG 3INYYRS I dzi2@l t 2NB
zero

Ci=gradi di ogni nodo;

C=grado medio della rete;

Gradi=gradi in ordine decrescente

Nodi=rispettivi nodi

grado max=grado massimo

nodi_hub=nodi aventi il grado massimo

N.B. | parametri di uscita che terminano con il punto e virgola,escono in
output solo dopo la rimozione di questo

Esempio: function [A] = ReteScaleFree(3,30,3,0.3);

9 ottengono dalla rete iniziale tre reti con tre nodi pinnati secondo i
criteri esposti sopra

puj
(0p))

S YIGNROA

nodi iniziali
v

) nodo master
-« —nodo hub L nodi iniziali
=
N nodo hub

rete di tipo scale-free con 3 nodi iniziali e 32 nodi finali

Lambda2= -1 4

rete scale free con numero 1 di nodi pinnati in ordine decrescente
Lambda2= -1

nodo master
X % o nodi iniziali nodo master
s
- =t | - o nodi iniziali
e e -y
ne nodo hub - 3 e
= N nodo hub

rete scale free con numero 2 di nodi pinnati in ordine decrescente.
Lambda2= -0.059354 - ]

rete scale free con numero 3 di nodi pinnati in ordine decrescente.
Lambda2= -0.088202
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nodo master
nodi iniziali nedo m:

T
,<——Nodo hub

rete scale free con numero 1 di nodi pinnati scelti in ordine casuale.

nal v
Lambda2= -1 rete scale free con numero 2 di nodi pinnati scelti in ordine casuale.

Lambda2= -0.058111

nodo master
nodi iniziali

. nodo hub

rete scale free con numero 3 di

i nodi pinnati scelti in ordine casuale.
Lambda2=-0.086134

Esempi@ : DistaccoNodiPerReteScaleFred(3,5,0.3)

/| 2YAaARSNAI Y2 | RSaaz2 , eexsiiStacahodhdue rfoddh ldzielgtigelch- 2 NBE <
nessioni, da una rete di tipo scdiee, con tre nodi iniziali e cento finali (vedi esempio pagaia s
guente).

Anche in questo caso partiamo prima dal distacco dei nodi in ordine decrescente di grade, comi
ciando da quello con il gradmaggiore, e poi dal distacco casuale di questi.

/| 2YS yStftQSaSYLRA2 LINBnodfieadetdvdnientd n@llprind eagblcor@idNB <
rato (distacco dei nodi in ordine decrescente di grado), mentre nel secondo caso (distacco casuale)
sihaunabrd O @ NJptohArf2 yROA &R &O2 RSt LINAY2 y2R23I Y$
identico per gli ultimi quattro nodi staccati.

{A RS@S NAIGSYSNBE OKS LN dzy ydzYSNR b Y21iG2 LA
stacco di una bassa peentuale di questi sia del tutto ininfluente sulla sincronizzazione della rete,
AaAlL Ay dzy Ol a2 OKS yStftQlfiNRO®
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APPENDICE
Listati Matlab

La funzioneMetodoCartaPenna2 (x,C1,C2,R,Klimdilizzata daiprogrammi di confronto tra reti,

(cfr. pag.6873), e stata unificata con la funziopartendo_dalla_matrice(A,C1,C2,R,Klim,z,tipo)

y St f Qdzy A fédtodcEattgpbnha@(V,&L,C2,R,Klinipo,tipo2) in cui conW i AsLJ2 Q
a0S3tAsS (NY fl1 LINISYyTF RFE dzy W@SGidi2NBQs S f
di connessione, co i A BIR H @ OS3IAE AS (NI WLAYYAYIQIQRA&GF OO
programma. Ulteriori spiegazioni (parametri gi ENB & a2 2 dza OA (| X 2 dzi LJdzG 0 &
della funzione.

/

La funziore TutteLeConnessioni (N,k,C1,C2,R,Klim,tipsfata utilizzata alle pag.73-84.

Perquanto riguarda le funzioni utilizzate, riguardargti di tipo random e scalfree,
a2y 2 aillasS GdziGS dzfeti FriegdlariiNs p,p/ Saf tip@Xign2)A OF  Fdzy 1 A2y

Quasi tutte queste funzioni hanno utilizzato a loro volta le funzimvaLambda2V) o Trova-
Lambda2bigV), che restituiscondl maggioreautovalorenon nullodellamatrice di connessione

S{A az2y2 Sal0tdaAaAzZ Ay 1jdSadsS Fdzyl A2yAxX 2f (GNB
y St t QA YOS, 015], Ehe $onodstati posti uguali a O.
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function [A,Jlambda2,Rth]=TutteLeConnessioni2(N,k,C1,C2,R,Klim,tipo)

%%%%6%%% %% %% % %% % % %% %% %% % % %% % % %% % % %% % % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 %0 Y
%PARAMETRI DI INGRESSO:

%N,numero intero positivo, € il numero dei nodi della rete(N>=3);

%k,numero intero pari,< N -l.eil numero di connessioni per ogni nodo,si

%utilizza solo nel tipo 'NN'.Attenzione:

%La funzione considera errore,e si blocca, per k>=N e per k dispari;

%C1=capacita del primo condensatore del circuito di Chua;

%C2=capacita del secondo condensatore del circui to di Chua;

%R=resistenza variabile del circuito di Chua;

%Klim=parametro ricavato dalla MSF;

%I parametri C1,C2,,R,Klim,sono utilizzati per trovare:

%Rc=abs((lambda2/Klim)*(C2*R/C1))

%%%%%%% % %% %% %% % % %% %% %% % % %% % % %% % % %% % % %% % % %% % % %% %
%tipo:

%'NN',rete iniziale nearest neighbor con k connessioni per lato ed N

%nodi,alla quale si aggiunge una connessione alla volta, fino ad arrivare

%alla rete di tipo globally connected

%'hub’ rete di tipo hub, inizialmente simmetrica con due nodi hub; le

%connessioni di un nodo vengono di volta in volta spostate all'altro nodo

%'star',rete con connessione a stella

%triangolil:triangoli in serie di un circuito aperto

%triangoli2

%triango i3

%aquadrilateri

%%%%6%%% % %% % % %% % % %% % %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% % %% % % %% % % %% %0 % %% %0 %0 Y

0%%%% %Y

%PARAMETRO DI USCITA:
%A=matrice di connessione

%OUTPUT:
%lambda2=maggiore autovalore diverso da zero della matrice di connessione
%Ci=gradi di ogni nodo della rete

%C=grado medio della rete

%grado_max=grado massimo

%nodi_hub= nodi che hanno il grado massimo

%Rc=valore massimo della resistenza di collegamento tra i vari circuiti

%della rete

%Il programma,per il tipo 'NN',fa anche un confronto tra le reti, per
%evidenziarne la migliore ai fini della sincronizzazione,cioé quella con

%lambda?2 ,in valore assoluto,maggiore.

%0%%%%6%6%6%0%0%0%%%%6%6 %% %% %0%0%%%%6%6 %6 % % % % %0 %% %% %6 %6 %% %% %0 %% %% %6 %6 %% % % %0%0% %% % %Y
%%%%%6%6 %% %0%0%%% %% %% %% % %%% %% %6 %6 %6 %% % %% %% % %6 %6 %6 %6 % % % %% %% %6 %6 % %6 %% %% %% % % %Y
switch  tipo
case 'NN'

if  k>=N || k<2 ||rem(k,2)~=0
errordlg(  'errore:k deve essere un numero pari<N:' , 'File Error' );
return
end
g=N*(N - 1)/2 - (k*N/2 -1)
A=zeros (N,N);
for i=1:k/2
diagonale=ones(1,N -);
lato=ones(1,i);
A=A+diag(diagonale, - i)+diag(diagonale,i)+diag(lato,N - i)+diag(lato, - N+ );
end
disp( 'MATRICE DI CONNESSIONE' )
D=diag(sum(A,2));
A=A-D
autovaloridiA=eig(A)'
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B=A;

V=diag(autovaloridiA);
lambda2=TrovaLambda2(V);
Rc=abs((lambda2/Klim)*(C2*R/C1));
Rc=round(Rc)

Ci= - diag(A)' %Ci=gradi di ogni nodo;C=grado medio della rete
C=sum (Ci)/N
disp( 'COEFFICIENTE DI CLUSTERING:" )
cc=C/(N -1)
disp( 'GRADI IN ORDINE DECRESCENTE; NODI IN ORDINE DECRESCENTE DI GRADO' )
[Gradi,Nodi]=sort(Ci, 'descend’ )
grado_max=max(Ci)
Z=diag(Ci);
[X,x]=find(Z==grado_max);
nodihub=x';
if length(x)==N
disp( 'Rete regolare;tutti i nodi hanno lo stesso grado' )
str=( 'rete regolare' );
else
disp( 'nodi_hub=x" )
str=([ 'nodihub =" , hum2str(nodi_hub)]);
end
%str=num2str(nodihub);
%plotting
t=0:2*pi/N:2*pi;
xy=[sin(t);cos(t)]’;
gplot(A,xy, "-b.t )
set(findobj( ‘Type' , 'Line’ ), 'MarkerEdgeColor' , ', 'MarkerSize' ,15, 'LineWidth'
8);
title([ "\ fontsize{12}rete iniziale con " ,num2str(N), ‘'nodie"’ ,num2str(k),
' connessioni per nodo' ,10, ' \lambda \ fontsize{6}2
\ fontsize{12}=' ,num2str(lambda2),
"R \fontsize{6}c \ fontsize{12}=' ,num2str(Rc), " coeff. clust.
=' ,num2str(cc),10, " str])
axis( ‘'equal' ,'off" )
hold off
pause
Ci=zeros(1,N)’;
C=0;
nuovarete=1;
lambda=zeros(1,q);
lambda(1)=lambda2;
Rth=zeros(1,q);
Rth(1)=Rc;
CC=zeros(1,9);
CC(1)=cc;
for r=2:q -1
for i=1:N
for j=1:N
if  (~=i)&& (A(i,j))~=1)
Ai))=1;
AG)=A(L));

nuovarete=nuovarete+1
D=diag(sum(A,2));
Ac=A-D
autovaloridiAc=eig(Ac)'
V=diag(autovaloridi Ac);
lambda2=TrovaLambda2(V);
Ci= - diag(Ac)'
C=sum(Ci)/N
disp( 'COEFFICIENTE DI CLUSTERING:" )
cc=C/(N -1)
disp( 'GRADI IN ORDINE DECRESCENTE; NODI IN ORDINE DECRESCENTE DI GRADO'
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[Gradi,Nodi]=sort(Ci, 'descend’ )
grado_max=max(Ci)
Z=diag(Ci);
[X,x]=find(Z==grado_max);
%disp('NODO HUB')
nodi_hub=x';
if length(x)==N

disp( 'Rete regolare;tutti i nodi

grado' )

str=( 'rete regolare' )
else

disp( 'nodi_hub=x" )

hanno lo stesso

str=([ 'nodihub =" , hum2str(nodi_hub)]);

end

%str=num2str(nodi_hub);
Rc=abs((lambda2/Klim)*(C2*R/C1));
Rc=round(Rc)

lambda(r)=lambda2;

Rth(r)=Rc;

CC(r) =cc;

r=r+1;

gplot(Ac,xy, "-b.t )

set(findobj( "Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , ', 'MarkerSize' ,15, 'LineWidth'

8);

title([ "\ fontsize{12}rete N*' ,num2str(nu  ovarete),

\ lambda \ fontsize{6}2= \ fontsize{12}' -

num2str(lambda2),
R\ fontsize{6}c \ fontsize{12}=' ,num2str(Rc),10, ‘coeff. clust. ='
' ,str])

axis( 'equal' ,'off" )

hold off

pause

end
end
end
end

disp( 'lambda2 per tutte le configurazioni esaminate’ )

lambda2=lambda

,num2str(cc),10,

disp( 'resistenze di soglia per tutte le configurazioni esaminate in ordine

decrescente:’ )
Rth=sort(Rth, 'descend' );
Rth=round(Rth)
disp( ‘tutti gli autovalori lambda2, in valore assoluto, delle configurazi

ni, in ordine decrescente e le relative configurazioni:' )
[lambda2, CONFIGURAZIONE]=sort(abs(lambda2), ‘descend' )
disp([ 'la configurazione migliore con il maggiore valore assoluto di lam

da2, quindi con la maggiore Rth e lan®" ,num2str(CONFIGURAZIONE(1))])
disp( 'TABELLA RIASSUNTIVA" )
disp( '

disp(] 'CONFIGURAZIONI LAMBDAZ2 Rth Coefficiente di cl

stering ' )

disp( )
for i=1:q

st=sprintf( 'CONFIGURAZIONE %1.0f \t%210.2f \1t%10.0f
" ,CONFIGURAZIONE(i),lambda2(i),Rth(i), CC(CONFIGURAZIONE(i)));
disp(st)
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%disp(CONFIGURAZIONE ',num2str(CONFIGURAZIONE(i)),'
,num2str(lambda2(i)),’ ",num2str(Rth(i))])
end

%%09%%%%%%% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% %% % %% %% %% % %% %% %% %% % %Y
%%9%%% %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% % %Y

case 'hub'
if  rem(N,2)==0
else
errordlg(  'errore:N deve essere un numero pari>=2" , 'File Error' );
end
A=zeros(N);
for i=2:(N/2+1)
A(i,1)=1;
A(1,)=1;
for i=(N/2+2):N
A(i,N/2+1)=1;
A(N/2+1,i)=1;
end
end
D=diag(sum(A,2));
Ac=A-D
B=A;

autovaloridiA=eig(Ac)'
V=diag(autovaloridiA);
lambda2=TrovaLambda2(V);

disp ( 'Ci=gradi di ogni nodo,C=grado medio della rete' )
Ci= - diag(Ac)'

C=sum(Ci)/N

[Gradi,Nodi]=sort(Ci, 'descend’ )
grado_max=max(Ci)

Z=diag(Ci);

[X,x]=find(Z==grado_max);
%disp('NODO HUB')

nodihub=x' %nodi hub
Rc=abs((lambda2/Klim)*(C2*R/C1));
Rc=round(Rc)

%plotting

t=0:2*pi/N:2*pi;

xy=[sin(t);cos(t)]';

gplot(B,xy, ert )
set(findobj( ‘Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' ,'b" , 'MarkerSize' ,15, 'LineWidth' 1);
title([ "\ fontsize{16}rete hub iniziale con' ,num2str(N), 'nodi;
\ lambda \ fontsize{8}' ,'2 \fontsize{16}=' ,num2str(lambda2),10, '
R\ fontsize{8}c \ fontsize{16}=' ,num2str(Rc)])
%title(['rete hub iniziale con nodi ' int2str(N)," lambda2= ",
num2str(lambda2)])
axis( ' square' , 'off'
hold off
pause
g=(N-2)/2 -1;

nuovarete=1;
lambda=zeros(1,q);
lambda(1)=lambda2;
Rth=zeros(1,q);
Rth(1)=Rc;
for i=1:q
B(N/2+1,N -i)=0;
B(N-i,N/2+1)=0;
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B(N-i,1)=1;
B(1,N -i)=1,;
nuovarete=nuovarete+1
D=diag(sum(B,2))
Ac=B- D
autovaloridiA=eig(Ac)'
V=autovaloridiA;
lambda2=TrovaLambda2bis(V );
lambda(nuovarete)=lambda2
Rc=abs((lambda2/Klim)*(C2*R/C1));
Rc=round(Rc)
Rth(nuovarete)=Rc;
disp ( 'Ci sono i gradi di ogni nodo,C & il grado medio dellar e-
te' )
Ci= - diag(Ac)'
C=sum (Ci)/N
disp( 'GRADI IN ORDINE DECRESCENTE; NODI IN ORDINE DECRESCENTE DI GRADO' )

[Gradi,Nodi]=sort(Ci, '‘descend’ )

grado_max=max(Ci)

Z=diag(Ci);

[x, x]=find(Z==grado_max);
nodihub=x' %nodi hub
t=0:2*pi/N:2*pi;
xy=[sin(t);cos()]’;
gplot(Ac,xy, "-b )

set(findobj( ‘Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , ', 'MarkerSize' ,15, 'LineWidth' 1);
title([ "\ fontsize{16}rete hub N°' ,num2str(nuovarete), |
\ lambda \ fontsize{8}2 \ fontsize{16}=' ,num2str(lambda2),10, '
R\ fontsize{8}c \ fontsize{16}=' ,num2str(Rc)])
%title(['rete hub numero ' int2str(nuovarete),’ lambda2= ",
numa2str(lambda?2)])
axis( 'square’ |, 'off" )
hold off
pause

end
disp( 'lambda2 per tutte le configurazioni esaminate' )
lambda2=la mbda
disp( 'resistenze di soglia per tutte le configurazioni esaminate in ordine
decrescente' )
Rth=sort(Rth, ‘descend’ );
Rth=round(Rth)
%lambda2=sort(lambda)

disp( ‘'tutti gli autovalori lambdaz2, in valore assoluto, delle configurazi o-
ni, in ordine decrescente e le relative configurazioni' )

[lambda2, CONFIGURAZIONE]=sort(abs(lambda2), ‘descend’ )

disp([ 'la configurazione migliore con il maggiore valore assoluto di lam b-
da2, quindi con la maggiore Rth & lan®" ,num2str(CONFIGURAZIONE(1))] )

disp( 'TABELLA RIASSUNTIVA" )

disp(] 'CONFIGURAZIONI LAMBDA2 Rth' )

disp( ' )

for i=1:g+1

st=sprintf( 'CONFIGURAZIONE %1.0f \1%210.2f \t
%10.0f \ n" ,CONFIGURAZIONE(i),lambda2(i),Rth(i));

disp(st)
%disp(CONFIGURAZIONE ',num2str(CONFIGURAZIONE()),'
",num2str(lambda2(i)),’ ,num2str(Rth(i))])

end

%%9%%% %% %% %% %% %% % %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% % %0 % %0 % %0 %0 %0 %0 PeHRSHPHE/0 %0 %0 %% %% % %0
%%9%%% %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %%
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case 'star'

disp( 'lunghezza media di path' )
L=2-2*(N - 1)/(N*(N -1))
disp( 'coeficiente di clustering' )
cc=(N - 1)/N
A=zeros(N);
for i=1:N
A(1,)=1;
A(i,1)=1;
A(1,1)=0;
end

D=diag(sum(A,2));

Ac=A-D

t=0:2*pi/N:2*pi;

xy=[sin(t);cos(t)]’;

gp|0t(ACle! - g-' ):

hold on

autovaloridiAc=eig(Ac)'
V=diag(autovaloridiAc);
lambda2=TrovaLambda2(V);
Rc=abs((lambda2/Klim)*(C2*R/C1));
Rc=round(Rc)

Rth=Rc;

Ci= - diag(Ac)' %Ci sono i gradi di ogni nodo;C é il grado medio della rete
C=sum (Ci)/N

disp( 'GRADI IN ORDINE DECRESCENTE; NODI IN ORDINE DECRESCENTE DI GRADO' )
[Gradi,Nodi]=sort(Ci, 'descend’ )
grado _max=max(Ci)

Z=diag(Ci);

[x,x]=find(Z==grado_max);

nodi_hub=x %nodi hub

%plotting

t=0:2*pi/N:2*pi;

xy=[sin(t);cos(t)]’;

gplot(A,xy, -9 )
%title(['rete star con nodi ' int2str(N)])
title([ "\ fontsize{24}rete star con ' ,num2str(N), 'nodi;
\ lambda \ fontsize{12}' .
l2:
\ fontsize{24}' ,num2str(lambda2),10, 'R\ fontsize{12}th \ fontsize{24}=' ,num2str(Rth)
o ', coeff. clust. =' ,num2str(cc), "
L\ fontsize{12}star \ fontsize{24}=' ,num2str(L)])
set(findobj( ‘Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' ,'b" , 'MarkerSize' ,18, 'LineWidth' ,0.0
8);
axis( 'square’ ,’'off' )
hold off

%%9%%% %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% % %Y
%%9%%%%%%% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% % %% %% %% %% % %Y

case 'triangolil'

%Con il tipo 'triangolil’ si crea una rete aperta di triangoli

%con N nodi se N e dispari, N+1 se N & pari.

%N deve essere un numero intero multiplo di 3.

%Il numero di triangoli che si ottiene € uguale a N/2 -1lseN
%e pari,al piu piccolo intero vicino a N/2 se N é dispari
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if  rem(N,3)~=0||N==3

errordlg(  'errore:N deve essere un multiplo di 3 e N>3' , 'File Error' );
return

end

if  rem(N/3,2)==0
N=N+1

end

z=floor(N/2);
numero_triangoli=z
A=zeros(N,N);

A(1,2)=1;
A(2,1)=1;
A(N,N - 1)=1;
A(N- 1,N)=1;
for i=3:N -2
for j=3:N -2
if i~=] && rem(i,2)~=0
A(i,i+1)=1,;
A(i+1,i)=1,;
AG,i  -1)=1;
Al -1,)=1;
A(,i+2)= 1,
A(i+2,i)=1,
AG,i  -2)=1;
Al -2,i)=1;
end
end
end

D=diag(sum(A,2));

disp( 'matrice di connessione’ )

Ac=A-D

autovalori=eig(Ac)'

V=diag(autovalori);

lambda2=TrovaLambda2(V);
Rth=C2*R*abs(lambda2)/(C1*Klim);
Rc=round(Rth)

disp( 'Cisono i gradi di ogni nodo' )
Ci= - diag(Ac)'

disp( 'C e il grado medio della rete' )
C=sum(Ci)/N

disp( 'gradiin ordine decrescente e relativi nodi' )
[gradi,nodi]=sort(Ci, 'descend’ )
grado_max=max(Ci)

Z=diag(Ci);

[X,x]=find(Z==grado_max);

nodo_hub=x'

%plotting
t=0:2*pi/N:2*pi;
xy=[sin(t);cos(t)];

gplot(Ac,xy, ert )

axis( 'square' |, 'off" )

set(findobj( ‘Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , 'K' , 'MarkerSize' ,15, 'LineWidth' ,0.0
8);

title([ "\ fontsize{16}' ,num2str(z), "triangoli con ' ,num2str(N), ' nodi

\ lambda \ fontsize{8}' Y e

'2 \ fontsize{16}=' ,num2str(lambda2),10, 'R\ fontsize{8}c \ fontsize{16}=' ,num2str(Rc)

, "nodi hub=" ,num2str(nodo_hub)])

hold off
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pause

%%9%%%%%%% %% %% %% %%%%% %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %
%%9%%% %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% %% % %% %% %% % %% %% %% %% % %Y

case ‘triangoli2'
%il tipo 'triangoli2' crea una rete aperta di N/3 - 1 triangoli ed N - 1 nodi.
% N deve essere un numero itero multiplo di 3.
%6%%%%6%%% % %% % % %% % % %% % % %% % %% % % %% %0 % % %% % %% % % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 %0 Y
if  rem(N,3)~=0 || N==3
errordlg(  'errore:N deve essere un multiplo di 3 e N>3' , 'File Error' );
return
end
z=N/3 - 1;
numero_triangoli=z
A=zeros(N - 1,N-1);

for k=0:N/2
for i=L:N -2
for j=1:N -2
if i~z && i== 2+k*3 && 1<=N -3
A(ii+1)=1;
A(i+1,i)=1,;
AG,i  -1)=1;
A( - 1,)=1;
A(i,i+2)=1;
A(i+2,i)=1;
else if i~=] && i==4+k*3 && 1<=N -5
A(i,i+1)=1,
A(i+1,i)=1,;
AG,i  -1)=1;
A( -1,)=1;
AG,i  -2)=1;
Al -2,i)=1;
end
end
end
end
end
D=diag(sum(A,2));
disp( 'matrice di connessione' )
At=A-D
Ac=At;

autovalori=eig(At)'

V=diag(autovalori);
lambda2=TrovaLambda2(V);
Rc=C2*R*abs(lambda2)/(C1*Klim);
Rth=round(Rc)

disp( 'Ci=gradi di ogni nodo' )
Ci= - diag(At)'

disp( 'C=grado medio della rete' )
C=sum(Ci)/N

disp( 'gradi in ordine decrescente e relativi nodi' )
[gradi,nodi]=sort(Ci, ‘descend’ )
grado_max=max(Ci)

Z=diag(Ci);

[X,x]=find(Z==grado_max);
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nodo_hub=x'
%plotting
t=0:2*pi/N:2*pi;
xy=[sin(t);cos(t)]’;

gplot(At,xy, "-b )

set(findobj( ‘Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , 'K' , 'MarkerSize' ,15, 'LineWidth' ,0.0
8);

title([ "\ fontsize{16}' ,num2str(z), " triangoli con'' ,num2str(N - 1), 'nodi;

\ lambda \ fontsize{8}' Y

'2 \ fontsize{16}=' ,num2str(lambda?2),10, 'R\ fontsize{8}c \ fontsize{16}=' ,num2str(Rth
), '; nodi hub=" ,num2str(nodo_hub)])

axis( 'square' ,'off )

hold off

%% %% % % %% % %% % %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %Y
%%9%%%%%%% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% % %Y

case 'quadrilateri’
%%il tipo ‘quadrilateri’ crea una rete chiusa di quadrilateri .
%N deve essere un numero positivo multiplo di 4. Il numero di quadrilateri che

si ottiene

%e'uguale a N/4, il numero di nodi & uguale a N+2

%

disp( 'N deve essere un numero intero multiplo di 4.' )

if  rem(N,4)~=0
errordlg(  'errore: N essere un multiplo di 4' , 'File Error' )
return

end

disp( 'numero di quadrilateri’ )

z=N/4;

disp( 'numero di nodi' )

N=N+2

%numero_rettangoli=z

A=zeros(N,N); %matrice di incidenza

A(N,N - 1)=1;

A(N- 1,N)=1,;

for k=0:floor(N - 4/4)

for i=2:N
for j=2:N
if i~=j&& i==2+4*k && i<=N -4
A -1)=1;
A - 1,i)=1;
A(i,i+1)=1,
A(i+1,i)=1,;
A(i,i+3)=1,
A(i+3,i)=1;
else if i~=] && i==4+k*4 && i<=N -2
Ai,i -1)=1;
A - 1,i)=1;
A(i,i+1)=1,
A(i+1,i)=1,;
end
end
end
end
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end

D=diag(sum(A,2));
disp( 'matrice di connessione' )
At=A-D
autovalori=eig(At)'
V=diag(autovalori);
lambda2=TrovaLambda2(V);
Rth=C2*R*abs(lambda2)/(C1*Klim);
Rc=round(Rth)
disp( 'Ci = gradi di ogni nodo’ )
Ci= - diag(At)'
disp( 'C =grado medio della rete' )
C=sum(Ci)/N
disp( 'gradiin ordine decrescente e relativi nodi' )
[gradi,nodi]=sort(Ci, 'descend’ )
grado_max=max(Ci)
Z=diag(Ci);
[X,x]=find(Z==grado_max);
nodo_hub=x'

%plotting
t=0:2*pi/N:2*pi;
xy=[sin(t);cos()]’;

gplot(At,xy, et )

axis( 'square' ,'off" )

set(findobj( "Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' ,'k' , 'MarkerSize' ,15, 'LineWidth' ,0.0
8);

title([ "\ fontsize{16}' ,num2str(z), ' quadrilateri con ' ,num2str(N), ' nodi;

\ lambda \ fontsize{8}' y e

'2 \ fontsize{16}=' ,num2str(lambda2),10, 'R\ fontsize{8}c \ fontsize{16}=' ,num2str(Rc)

, '; nodi hub=" ,num2str(nodo_hub)])

hold off

%0%%%%% %% %% %% %% %% %% % % %% %% %% %% % % %% %% %% %% % % % % % %% %% %% % % % %% %% %% % %Y
%0%%%%%% %% %% %% %% %% %% % %% %% %% %% % % %% %% %% %% % % % %% %% %% %% % % % %% %% %% % %Y
case 'triangoli3'

%%il tipo 'triangoli3' crea una rete chiusa ditriangoli .

%N deve essere un numero positivoedN>=3. Il numero ditriangoli che si ottiene

%e'uguale a N/2, il numero di nodi & uguale a N.

%0%0%%%%% %% %% % %% %% %% % % %% %% %% %% % % %% %% % %% %% % % %% %% %% %% % % % %% %% %% % %Y

if  rem(N,2)~=0 || N<3
errordlg(  'errore:N deve essere un numero pari e N>=3' , 'File Error' );
return
end
k=2;
%matrice di incidenza
A=zeros (N,N);
for i=1:k/2
diagonale=ones(1,N -);
lato=ones(1,i);
A=A+diag(diagonale, - i)+diag(diagonale,i)+diag(lato,N - i)+diag(lato, - N+i);
end

for i=1l:N -3
%for j=1:N -3

if rem(i,2)~=0
A(i,i+2)=1,
A(i+2,i)=1,;
A(L,N -1)=1;
A(N- 1,1)=1;

end
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% end
end

disp( 'MATRICE DI CONNESSIONE' )
D=diag(sum(A,2));
Ac=A-D
autovaloridiAc=eig(Ac)'
V=diag(autovaloridiAc);
lambda2=TrovaLambda2(V);
Rc=abs((lambda2/Klim)*(C2*R/C1))
Rth=round(Rc)

Ci= - diag(Ac)' %Ci=gradi di ogni nodo;C=grado medio della rete
C=sum (Ci)/N

disp( 'COEFFICIENTE DI CLUSTERING:" )

cc=C/(N -1)

disp( 'GRADI IN ORDINE DECRESCENTE; NODI IN ORDINE DECRESCENTE DI  GRADO)
[Gradi,Nodi]=sort(Ci, 'descend’ )
grado_max=max(Ci);

Z=diag(Ci);
[X,x]=find(Z==grado_max);
nodihub=x';
if length(x)==N
disp( 'Rete regolare;tutti i nodi hanno lo stesso grado' )
str=( ‘tutti inodi* )
else
nodihub=x'

str=num2str(nodihub)
end
%plotting
t=0:2*pi/N:2*pi;
xy=[sin(t);cos(t)]’;

gplot(Ac,xy, "-b.t);

set(findobj( ‘Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , ', 'MarkerSize' ,15, 'LineWidth' ,0.0
8);

title([ "\ fontsize{16}rete iniziale con ' ,num2str(N), ‘'nodie'’ ,num2str(N/2),

' triangoli’ ,10, ' \lambda \ fontsize{8}2= \ fontsize{16}' ,num2str(lambda?2),

"R \fontsize{8}c \ fontsize{16}=' ,num2str(Rth), ", coeff. clust.

=' ,num2str(cc),10, ' nodi hub=" ,Str])

axis( 'equal' ,'off )

hold off

%%%%% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %% %% %% %% % %% % % %Y
%%%%% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %% %% %% %% % %% % %% % %% Y

end
end
clc
close all
%%%% % %% %% %% %% %% % % %% % % %% % %% %% % %% % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 %Y
%tipo:
%1)'NN'": rete iniziale i tipo nearest - neighbor con k connessioni per lato ed N
%nodi,alla quale si aggiunge una connessione alla volta, fino ad arrivare
%alla rete di tipo globally connected;tabella finale di confronto tra le varie
Yreti

%%9%%% %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% % %Y
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%2)'hub': rete di tipo hub, inizialmente simmetrica con due nodi hub; le

%connessioni di un nodo vengono di volta in volta spostate all'altro nodo;

%tabella finale di confronto tra le varie reti;

%%%%%%%%%6%6% %% %% %% %% %% %% %% %% % % % %% %% %% %% %% %0 %0 %% % % %% %% %% %% %% %0 %0 %0 %0 ¥
%3)'star':rete con connessione a stella

%%%%% %% %0 Y SHEHEHEHE/0%6%6 %% %% % %0 %0 %0 %0 %0 % % % %% %% %% %% %0 %0 %0 %0 % % % % %% %6 %% %% %% %0 %0 %0 % % % %
%4)'triangolil:rete di triangoli in serie di un circuito aperto;N deve essere

un

%numero intero multiplo di 3 e diverso da tre. Numero di nodi= N, se N é un n u-
mero dispari,

%numero dinod i= N+1 se N & un numero pari

%Il numero di triangoli che si ottiene €'l piu piccolo intero vicino a N/2

%se N é dispari, a N/2 -1se N e pari

%%%%%%% % %% % % %% % % %% %% %% %% %% %% %% %% %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 %Y
%%%%%

%5)'triangoli2': rete apert a di triangoli separati da una connessione, il numero

di nodi &

%uguale a N -1, il numero di triangoli & uguale al piu piccolo intero vicino

%a N/3 - 1. N deve essere maggiore di 3 ed un multiplo di 3

%%%%%%%%%0%6% % % % %% %% %% %% %% %0 %% % % % %% %% %% %% %% %0 %0 % % % % %% %% %% %% %% %0 %0 %0 %0 ¥
%% ‘'triangoli3": crea una rete chiusa di triangoli .

%N deve essere un numero pari ed N>=3. [l numero di triangoli che si ottiene

%eé&'uguale a N/2, il numero di nodi & uguale a N.

%%%%%6%6%%% %% %% % %% %% %% %6%6% %% %0 % % % % % %% %% % %% %% %0 %0 % % % % % %% %% %% %% %% %0 %0 %0 ¥
%%l tipo 'quadrilateri' crea una rete di quadrilateri .
%N deve essere un numero positivo multiplo di 4. Il numero di quadrilateri che

Si ottiene
%e'uguale a N/4, il numero di nodi & uguale a N+2
[A,lambda2,Rth]=TutteLeConnessioni(8,2,10e -9,100e -9,1780,6.31, 'star' );

function [Ac] = reti_irregolari2(N,p,p_star,tipo,tipo2,z)

%%%%%% %% %% % % %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %0 % %% %% %% % % %% %0 % %% %0 % %% %0 %Y
% Questa funzione restituisce in uscita una rete random,o una rete small - word

% o una rete scale - free;vediamo anche come si modifi ca lambda2 in una rete

%di tale tipo con il distacco di un numero z di nodi e delle relative

%connessioni,sia partendo in ordine decrescente dal nodo piu alto in grado,

%sia in modo casuale,e come si modifica con il pinning di un numero z di

%nodi.

%% parametri di ingresso sono:

%N=numero di nodi della rete 'random' e numero di nodi finale per la rete 'sc a-

le - free'

%z= numero di nodi da rimuovere o da pinnare; € richiesto solo se si

%seleziona il tipo ‘distacco_nodi' o il tipo 'pinning’ dalla funzione

%input’

%p=probabilitd di connessione di due nodi i e j(rete 'random")

%p star=probabilita di distacco dei nodi o di pinning per ogni nodo

%%%%%%% % %% %% %% % % %% %% %% % % %% %% %% %% %% % % %% %0 % %% %0 % %% % % %% %0 % %% %0 % %% %0 %0 Y
%tipo=
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%21)'random’

%2)'scale_free'

%3)'NW', rete small - world di tipo Newman Watts;inserire il numero
%di connessioni per nodo k,che deve essere un numero pari,minore di
%N,maggiore di logN.Controllo di errore.

%%%%%%%% % %% %% %% % % %% % %% % % %% % % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 %Y
%tipo2=
%21)'distacco_nodi'
%2)'pinning'
%3)'0'(termine)
%%%%%%% %% %% %% %% % % %% % % %% % %% % % %% %% %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 %% % %0 %Y
%%%%%6%%% % %% % % %% % %% %% % %% % %% % % %% %0 % % %% % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 %0 Y
switch  tipo
case 'random'
A=zeros(N,N);
%inizializazione matrice di incidenza

for i=1:N
for j=1:N
c=rand;
if c<p&&i~5j
Alij)=1,
AG1)=A(,));
end
end
end

D=diag(sum(A,2));
disp( 'matrice di connessione' )
Ac=A-D
B=Ac;
U=Ac;
As=Ac;
autovaloridiA=eig(Ac)";
V=diag(autovaloridiA);
lambda2=TrovaLambda2(V);
disp( 'Ci=gradi di ogni nodo;C=grado medio della rete ' )
Ci= - diag(Ac)’;
C=sum(Ci)/size(Ac,2);
grado_max=max(Ci)
[gradi,nodi]=sort(Ci, 'descend’ )
Z=diag(Ci);
[X,x]=find(Z==grado_ma X);
nodi_hub=x' %nodi hub
if length(x)==N
disp( 'rete regolare, tutti i nodi hanno lo stesso grado' )
str=( 'rete regolare' );
elseif  length(x)==1
str=([ 'nodo hub=" ,num2str(nodi_hub)]);
else
str=([ 'nodi hub=' ,num2str(nodi_hub)]);
end
t=0:2*pi/size(Ac,2):2*pi;
xy=[sin(t);cos(t)]';
gplot(A,xy, )

hold on
gplot(A,xy, "-b )
set(findobj( ‘Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , 'K, 'MarkerSize' ,20, 'LineWidth' ,0.0
8);
title([ "\ fontsize{18}rete random con ' ,int2str(N), " nodi e probabilita
p=",num2str(p),10, .
" \lambda \ fontsize{9}2 \ fontsize{18} =" ,num2str(lambda?2), L ,Str])
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axis( 'square' ,'off )
hold off
pause
%%%%%%%% % %% %% %% % % %% % % %% % %% % % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 %% % %0 %Y
%
%%%%%6%%% %% %% % %% % %% %% % %% % %% % % %% % % % %% % %% % % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 %0 Y
%

case 'scale_free'

Mo=input( 'inserire il numero di nodi iniziali, maggiore di O e minore

del 30% di N \nMo=")

while  Mo<=0 || Mo>ceil(0.3*N)
errordlg( '€ necessario che Mo sia maggiore di 0 e minore del 30% di

N', ‘file error' )
Mo=input( 'inserire il numero di nodi iniziali, \nMo=")
%return
end

A=zeros(N,N);
for i=Mo+1:N
for j=1:Mo
p=0.75;
c=rand;
if i~=j && c<=p
A(i.j)=1;
A(j,)=1;
D=diag(sum(A,2));
Ac=A- D; %matrice di connessione
B=Ac;
Ci= - diag(Ac)’; %gradi di ogni nodo
[gradi,nodi]=sort(Ci, '‘descend’ );
end
end
end
for i=Mo+1:N
for j=Mo+1:N
p()=Ci(j)/(sum(Ci) - Ci(Q));
c=rand,;
%if j~=1 && j~=2 && j~=3 && c<=p(j)
if c<=p(j)&& i~=j
Ac(i,))=1;
Ac(j,i)=1;
end
end
end
D=diag(sum(Ac,2));
disp( 'MATRICE DI CONNESSIONE'" );
Ac=Ac-D
autovaloriAc=eig(Ac)";
V=diag(autovaloriAc);
lambda2=TrovaLambda2(V);
disp( 'GRADI DI OGNI NODO' );
Ci= - diag(Ac)' %gradi di ogni nodo
disp( 'grado medio della rete' )
C=sum(Ci)/N
disp( 'coefficiente di clustering' )
cc=C/(N -1) %coefficiente di clustering
disp( 'GRADI DELLA RETE IN ORDINE DECRESCENTE E NODI CORRISPETTIVI' );
[gradi,nodi]=sort(Ci, ‘descend’ )
grado_max=max(Ci)
Z=diag(Ci);
[X,x]=find(Z==grado_max);
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nodi_hub=x' %nodi hub

if length(x)==N
disp( 'rete regolare, tutti i nodi hanno lo stesso grado' )
str=( 'rete regolare' );

elseif length(x)==1

str=([ 'nodo hub=" ,num2str(nodi_hub)]);
else

str=([ 'nodi hub=' ,num2str(nodi_hub)]);
end
B=Ac;
U=Ac;
As=Ac;
%plotting della rete
t=0:2*pi/N:2*pi;
xy=[sin(t);cos()]’;

gplot(A,xy, ')
hold on
gplot(Ac,xy, -m.)
set(findobj( "Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , ', 'MarkerSize' ,25, 'LineWidth' ,0.0
8);
title([ "\ fontsize{24}rete di tipo scale - free con' ,int2str(Mo), " nodi iniziali e
' int2str(N), .
' nodi finali;' ,10, '
\ lambda \ fontsize{12}2 \ fontsize{24}=' ,num2str(lambda?2), ", CC=" ,num2str(cc), |
' ,str])
axis( 'square' |, 'off' )
hold off
pause

%%9%%% %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% % %Y
%%%%% %% %% %% %

case 'NW'  %rete small world con il metodo di Newman Watts

beep

k=input( 'Inserisci k,il numero delle connessioni per nodo,e premi invio; k
deve essere un numero pari, maggiore di logN, minore di N,inserisci O per term i-
nare; \nk=" )

while  k>=N||rem(k,2)~=0]|k<log(N)

beep

errordlg(  'errore: k deve essere un numero pari minore di N e maggiore di
log(N)' , 'file error' );

k=input( 'Inserisci k,il numero delle connessioni per nodo,e premi invio;
k deve essere un numero pari, maggiore di logN, minore di N \nk=" )

end

A=zeros (N,N);
for i=1:k/2
diagonale=ones(1,N -);
lato=ones(1,i);
A=A+diag(diagonale, - i)+diag(diagonale,i)+diag(lato,N - i)+diag(lato, - N+i);
%matrice di incidenza
end
D=diag(sum(A,2))
Ac=A- D %matrice di connessione

114



autovaloridiAc=eig(Ac)'
V=autovaloridiAc;

for i=1l:length(V)
if V()>= -0.05&&V(i)<=0.05
V(i)=0;
end
end
Nz=nonzeros(V);
lambda2=max(Nz)

Ci= - diag(Ac)'

C=sum(Ci)/N

[gradi,nodi]=sort(Ci, 'descend’ )
grado_max=max(Ci)

Z=diag(Ci);

[X,x]=find(Z==grado_max);

nodi_hub=x';

if length(x)==N
disp( 'rete regolare, tutti i nodi hanno lo stesso grado' )
str=( 'rete regolare’ );

elseif length(x)==1

str=([ 'nodo hub=" ,num2str(nodi_hub)]);
else

str=([ 'nodi hub=' ;numz2str(nodi_hub)]);
end

%plotting
t=0:2*pi/N:2*pi;
xy=[sin(t);cos()]’;
gplot(Ac,xy, -0 )
axis( ‘'equal' ,'off" )
set(findobj( ‘Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' ,'b" , 'MarkerSize' ,20, 'LineWidth' 1);
title([ "\ fontsize{18}rete iniziale con ' ,num2str(N), ‘'nodie'’ ,num2str(Kk), 'co n-
nessioni per nodo' ,10, 'p=",num2str(p), )
\ lambda \ fontsize{9}2 \ fontsize{18}=" ,num2str(lambda2), "t str])
hold off
pause
for i=1:N
for j=1:N
c=rand;
if i~z && A(i,j)==0 && c<=p
Ali)=1;
A(j,)=1;
end
end
end
D=diag(sum(A,2));
Ac=A-D
B=Ac;
U=Ac;
As=Ac;
autovaloridiAc=eig(Ac)'
V=autovaloridiAc;

for i=1l:length(V)

if  V(@)>= -0.05&&V(i)<=0.05
V(i)=0;
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end
end
Nz=nonzeros(V);
lambda2=max(Nz)

Ci= - diag(Ac)'

C=sum(Ci)/N

[gradi,nodi]=sort(Ci, '‘descend’ )
grado_max=max(Ci)

Z=diag(Ci);

[x,x]=find(Z==grado_max);

nodi_hub=x';

if length(x)==N
disp( 'rete regolare, tutti i nodi hanno lo stesso grado’ )
str=( 'rete regolare' );

elseif  length(x)==1

str=([ 'nodo hub=",num2str(nodi_hub)]);
else

str=([ 'nodi hub=' ,num2str(nodi_hub)]);
end

%plotting
t=0:2*pi/N:2*pi;
xy=[sin(t);cos(t)];

gplot(Ac,xy, -0 )

axis( ‘'equal' ,'off" )

set(findobj( ‘Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' ,'b" , 'MarkerSize' ,18, 'LineWidth' 1);
title([ "\ fontsize{18}rete small -world con' ,num2str(N), '

nodi* ,10, '‘p=" ,numa2str(p), !,

\ lambda \ fontsize{9}2 \ fontsize{18}=' ,num2str(lambda?2), o str])

hold off

pause

end

%%0%6%% %% %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %6 %% % % %% %% %% % %Y
%%0%6%% %% %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %6 %% % % %% %% %% % %Y
switch  tipo2

case ‘'distacco_nodi'

if z>N
beep
errordlg( 'z deve essere un numero intero minore di N' , 'File Error' )
return

end

nodostaccato=0;
disp( 'distacco dei nodi a partire da quello avente il pit alto grado' )
for k=1:z
for i=1:size(Ac,2)
for j=l:size(Ac,2)
if i==j && i==nodi(1) && nodostaccato<z
Ac(i,’)=0;
Ac(:,j)=0;
nodostaccato=nodostaccato+1
D=diag(sum(Ac,2));
As=Ac-D
autovaloridiA=eig(As)'
V=diag(autovaloridiA);
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lambda2=TrovaLambda2(V);

Ci= - diag(As)' %gradi di ogni nodo
%disp(‘'grado medio della rete");

C=sum(Ci)/N

disp( 'coe fficiente di clustering' )
cc=C/(N -1) %coefficiente di clustering

disp( 'GRADI DELLA RETE IN ORDINE DECRESCENTE E NODI CORRISPETTIVI" );

[gradi,nodi]=sort(Ci,
grado_max=max(Ci)
Z=diag(Ci);
[X,x]=find(Z==grado_max);
nodi_hub=x' %nodi hub

if length(x)==N

disp( 'rete regolare, tutti i

'‘descend’ )

str=( 'rete regolare' );
elseif  length(x)==1
str=([ 'nodo hub=",num2str(nodi_hub)]);
else
str=([ 'nodi hub=' ,num2str(nodi_hub)]);
end
gplot(B,xy, ')
hold on
if grado_max==0
titte( '\ fontsize{20}matrice nulla’
break
else
gplot(As,xy, -0 )
set(findobj( ‘Type' , 'Line’ ), 'MarkerEdgeColor' , ', 'MarkerSize'
8);
title([ "\ fontsize{24}distacco di # ' ,num2str(nodostaccato),

crescente di grado;' ,10,
"\ lambda \ fontsize{12}2
CC=',num2str(cc), o str])
hold off
axis( 'square'
pause

i \ fontsize{24}: ' ,num2str(lambda?2),

,off )

end
end
end
end
end
nodostaccato=0;
disp( 'DISTACCO CASUALE DI NODI" )
for k=1:z
for i=1:size(B,2)
for j=1:size(B,2)
c=rand,;
if i==j && ¢ <= p_star &&
B(i,:)=0;
B(:.))=0;
nodostaccato=nodostaccato+1
D=diag(sum(B,2));
Ar=B-D
autovaloridiA=eig(Ar)";
V=diag(autovaloridiA);
lambda2=TrovaLambda2(V);

nodostaccato<z

Ci= - diag(Ar)' %gradi di ogni nodo
%disp(‘grado medio della rete";

C=sum(Ci)/N

disp( 'coefficiente di clustering' )
cc=C/(N -1) %coefficiente di clustering

nodi hanno lo stesso grado’

,25, 'LineWidth'

"nodi in ordine d

disp( 'GRADI DELLA RETE IN ORDINE DECRESCENTE E NODI CORRISPETTIVI" ),

117

,0.0

e_



[ gradi,nodi]=sort(Ci, ‘descend’ )
grado_max=max(Ci)
Z=diag(Ci);
[X,x]=find(Z==grado_max);
nodi_hub=x' %nodi hub
if length(x)==N
disp( 'rete regolare, tutti i nodi hanno lo stesso grado' )
str=( 'rete regolare' );
elseif length(x)==1
str=([ 'nodo hub=" ,num2str(nodi_hub)]);

else
str=([ 'nodi hub=' ,num2str(nodi_hub)]);
end
gplot(U,xy, ')
hold on
gplot(Ar,xy, "-b )
set(findobj( ‘Type' , 'Line’ ), 'MarkerEdgeColor' , ', 'MarkerSize' ,25, 'LineWidth' ,0.0
8);
axis( 'square' ,‘'off" )
title([ "\ fontsize{24}distacco di # ' ,num2str(nodostaccato), "nodi in ordine ¢ a-
sual e;" ,10, .
"\ lambda \ fontsize{12}2 \ fontsize{24}=" ,num2str(lambda?2), ", CC=" ,num2str(cc), y
" ,str])
hold off
pause
end
end
end
end
case O
return

%%%6%6%6%6%%%% %% %% % % % % % %% %% %% %% %% %0 % % % % % %% %% %% %% % %0 %0 %0 % % % % %% %6 %% %% % %Y
case 'pinning'

if z>N
beep
errordlg( 'z deve essere un numero intero minore di N' , 'File Error' )
return
end
disp( 'NODI PINNATI AVENTI | GRADI PIU ALTI' )

X=zeros(1,N);
Y=zeros(1,N+1)";

Al=[X;As];
A2=[Y Al];
D=diag(sum(A2,2));
A=A2- D;
B=A,
T=A;
Ci= - diag(A); %Ci sono i gradi di ogni nodo;C é il grado medio della rete
Ci2=Cij;
disp( 'gradiin ordine decrescente e relativi nodi' );
[gradi,nodi]=sort(Ci, '‘descend’ );
numerodinodipinnati=0;
for k=1:z
for i=1:N+1
if i==nodi(k)&& numerodinodipinnati<z
A(i,1)=1;

numerodinodipinna  ti=numerodinodipinnati+1
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rete

set(findobj(
8);

title([ "\ fontsize{14}pinning di # "
' nodi in ordine decrescente di grado;'

Type'

num2str(lambda2),

end
end

end

D=diag(sum(A,2));

Ap=A-D
autovaloridiA=eig(Ap);
V=diag(autovaloridiA);

la mbda2=TrovaLambda2(V);

%Ci sono i gradi di ogni nodo;C e il grado medio della

Ci= - diag(Ap);

C=sum(Ci)/size(Ap,2);

disp( 'gradiin ordine decrescente' );
S=sort(Ci, ‘'descend' )
grado_max=max(Ci)

Z=diag(Ci);

[X,x]=find(Z==grado_max);

nodi_hub=x' %nodi hub

if length(x)==N
disp( 'rete regolare, tutti i nodi hanno lo stesso grado'

elseif

str=( 'rete regolare' );
length(x)==1

str=([ 'nodo hub=" ,num2str(nodi_hub)]);

else

end

str=([ 'nodi hub=' ,num2str(nodi_hub)]);

grado_max=max(Ci);
t=0:2*pi/(N+1):2*pi;
xy=[sin(t);cos(t)]’;
gplot(Ap,xy, et )

, 'Line" ), 'MarkerEdgeColor' 'Y, 'MarkerSize'

;str])

axis( 'square' ,'off )
hold off
pause

disp( 'NODI PINNATI SCELTI CASUALMENTE' )

numerodinodipinnati=0;

for i=2:N

for

j=1:N

c=rand;

if  i==j && ¢ <

T(@i,1)=1;
numerodinodipinnati=numerodinodipinnati+1
D=diag(sum(T,2));

Ap=T-D

autovaloridiA=eig(Ap);
V=diag(autovaloridiA);
lambda2=TrovaLambda2(V);

%Ci sono i gradi di ogni nodo;C ¢ il grado medio della re

Ci= - diag(Ap)";
C=sum(Ci)/size(Ac,2);

disp( 'gradi in ordine decrescente e relativi nodi:'

[gradi,nodi]=sort(Ci, ‘descend’ )
grado_max=max(Ci)
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Z=diag(Ci);
[x,x]=find(Z==grado_max);
nodi_hub=x' %nodi hub
if length(x)==N
disp( 'r ete regolare, tutti i nodi hanno lo stesso grado’ )
str=( 'rete regolare' );
elseif  length(x)==1
str=([ 'nodo hub=" ,num2str(nodi_hub)]);
else
str=([ 'nodi hub=' ,num2str(nodi_hub)]);
end
t=0:2*pi/(N+1):2*pi;
xy=[sin(t);cos(t)]’;
gplot(Ap,xy, -m.")
set(findobj( ‘Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , 'K' , 'MarkerSize' ,15, 'LineWidth' ,0.0
8);
title([ "\ fontsize{14}rete con numero' ,num2str(numerodinodipinnati), " di nodi
pinnati in ordine casuale ' 10, ... .
"\ lambda \ fontsize{7}2 \ fontsize{14}=" ,num2str(lambda?2), . ,Str])
axis( 'square' , 'off'
hold off
pause
end
end
end
end
end

clc
close all
%reti_irregolari2(N,p,p_star,tipo,tipo2,z)
%I parametri di ingresso sono:
%N=numero di nodi della rete 'random' e numero di nodi finale per la rete 'sc a-
le - free'
%z= numero di nodi da rimuovere o da pinnare é richiesto solo se Si
%seleziona il tipo 'distacco_nodi' o il tipo 'pinning' dalla funzione
%altrimenti si pud mettere O
%p=probabilita di connessione di due nodi i e j(rete 'random’)
%pp star=probabilita di distacco dei nodi o di pinning per ogni nodo
%%%%%%%% %% %% %% %Y %%%%% %% %% %% %% %% %% %% % % %% %% %% %% %% %% %% % %
%tipo=
%1)'random'
%?2)'scale_free'
%3)'NW',rete small - world di tipo Newman Watts;inserire il numero
%di connessioni per nodo k,che deve essere un numero pari,minore di
%N, maggiore di logN.Controllo di erro re.
%6%%% % %% % % %% %% %% % % %% % %% % % %% % % %6 %% % % %% % % %% % %6 %% % % %% % %6 %% % %% %0 % %% %0 %0 Y
%tipo2=
%1)'distacco_nodi'
%2)'pinning'
%3)'0'(termine)
%%%%%%%% % %% %% %% % % %% % % %% % %% % % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 %Y

help  reti_irregolari2
reti_irregolari2(14,0.5,0.3, 'scale_free' , 'pinning’ ,3);
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function [Ac,lambda2,Rc] = MetodoCartaPennal(V,C1,C2,R,Klim,tipo,tipo2,z,p_star)

%Questa funzione restituisce una rete di qualsiasi tipo e per qualsiasi

%numero N di nodi,se & data la matrice d i connessione V,oppure il vettore V,dove

sono

%indicate tutte le connessioni dei nodi,in modo unilaterale.Nel parametro y,

%presente nella funzione,le connessioni vengono prese in senso inverso; c'é

%un avviso di errore se le connessioni sono ripetute ne llo sesso senso o in

%senso inverso.

%PARAMETRI di uscita:

%Ac=matrice di connessione

%%lambda2=il piu grande autovalore delle matrici di connessione,escluso lo

%zero

%Rc=resistenza di soglia

%PARAMETRI DI INGRESSO:

%V= vettore che riporta tutte le connessioni dei nodi da uno a N,in modo unil a-
terale, SI UTILIZZA

%SOLO PER IL TIPO 'vettore';un segnale di errore avverte se una connessione

%_@ ripetuta, in senso diretto o in senso inverso.

%V=matrice di incidenza o di connessione di una rete, Sl UTILIZZA SOLO PER

%IL TIPO 'matrice’; un segnale di errore avverte se la matrice inserita non

%eé quadrata.

%C1,C2 sono le capacita del circuito di Chua

%R ¢ la resistenza del cicuito

%KIlim ¢ il parametro dal quale ricaviamo la resistenza di collegamento Rc

%%%%6%%% % %% % % %% % % %% % % %% % %% %% %% %% %% %% % %% %0 %% %% % %% % % %% % % %% %0 % %% %0 %0 Y
%tipo: 1)'vettore', si parte dal vettore x; 2)'matrice’ si parte dalla

%matrice A,

%tipo2: 1)'pinning'esegue il pinning di z nodi, in ordine decrescente a

%partire da quello di g rado piu alto; 2)'0": termina la funzione

%%%%%%% % %% % % %% % % %% % % %% % %% %% % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 %% % %0 %Y
%z e il numero di nodi da pinnare o da distaccare;se il tipo2 € uguale a

%'0'non ha rilevanza,pud essere un numero qualsiasi;

%%%%%% % % %% YIIEITHEHS/0%0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % %% %0 % % %
%p_star e la probabilita di distacco dei nodi; se il tipo2 & uguale a '0'

%non ha rilevanza,pud essere un numero qualsiasi.

%%%%6%%% % %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %0 % %% %% %% % % %% %0 % %% %0 % %% %0 %Y
YOUTPUT

%Ci=gradi di ogni nodo;

%C=grado medio della rete;

%Gradi=gradi in ordine decrescente

%Nodi=rispettivi nodi

%grado_max=grado massimo

%nodi_hub=nodi aventi il grado massimo

%

switch  tipo

case 'vettore'
X=V,
N=max(x);

t=0:2*pi/N:2*pi;

xy=[sin(t);cos(t)]’;

n=length(x);

if  rem(n,2)~=0

errordlg([ ‘errore:la lunghezza del vettore deve essere un numero pari

', 'File Error' )

end
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