
      UNIVERSITA' DEGLI STUDI DI NAPOLI FEDERICO II                          

  

FACOLTA' DI  INGEGNERIA 
Corso di laurea in Ingegneria Elettronica 

 

[Selezionare la data] 

                                           Elaborato di Laurea 

                   SINCRONIZZAZIONE DI RETI COMPLESSE: 

               CARATTERIZZAZIONE TOPOLOGICA E ROBUSTEZZA 

RELATORE                                                                                                    CANDIDATO 

CH.MO PROF.MASSIMILIANO DE MAGISTRIS                                        UGO MAISTO 

CORRELATORE                                                                                              MATR. 528/785 

ING. PIETRO DE LELLIS 

                                                                

                                                             ANNO ACCADEMICO 2010-2011 

 



I 
 

             

Sincronizzazione di reti complesse:   caratterizzazione to-

pologica e robustezza 

INDICE 
 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------
Cap.1  Dinamiche complesse e circuito di Chua 

1.1 Il circuito di Chua: breve storia                                                                                                                    pag.  1  

1.2 Equazioni di stato del circuito di Chua                                                                                                                 2 

1.3 Implementazione con operazionali del circuito di Chua                                                                                   4  

1.4 Dinamiche e biforcazioni                                                                                                                                       10 

Cap.2 Sincronizzazione e controllo di sistemi caotici 

2.1 Sincronizzazione                                                                                                                                            pag.  17 

    2.1.1 La Master Stability Function                                                                                                                          17 

    2.1.2 Accoppiamento di due circuiti di Chua                                                                                                        22 

    2.1.3 Topologie regolari di N circuiti di Chua                                                                                                        27 

    2.1.4 Simulazioni con SwitcherCad                                                                                                                         34 

2.2 Controllo                                                                                                                                                                   37 

    2.2.1 sistemi drive-response                                                                                                                                    37 

    2.2.2 Il pinning                                                                                                                                                            38 

    2.2.3 Collegamenti master-slave                                                                                                                             41 

    2.2.4 Simulazioni con SwitcherCad                                                                                                                         42 

Cap.3 Caratterizzazione topologica di reti complesse 

3.1 Introduzione                                                                                                                                                  pag.   45 

3.2 Proprietà dei grafi                                                                                                                                                   47 

3.3 Topologia delle reti complesse                                                                                                                             51 



II 
 

    3.3.1 Reti regolari                                                                                                                                                      51 

    3.3.2 Reti probabilistiche                                                                                                                                         52 

3.4 Connettività delle reti complesse: robustezza e fragilità                                                                                58 

3.5 Sincronizzazione di reti complesse                                                                                                                     60  

3.6 Robustezza e fragilità in reti scale-free                                                                                                              63 

3.7 Controllo pinning di reti complesse                                                                                                                    64 

3.8 Analisi numerica della topologia delle reti complesse                                                                                    70 

    3.8.1 Confronto tra varie topologie                                                                                                                      70  

    3.8.2 Robustezza di reti scale-ŦǊŜŜ Ŝ ǊŀƴŘƻƳ ŀƭƭΩŀǘǘŀŎŎƻ ŎŀǎǳŀƭŜ Řƛ ƴƻŘƛ ƻ ŀŘ ŀǘǘŀŎŎƘƛ ƳƛǊŀǘƛ                   87  

                                                                                                                             

Appendice 

Listati Matlab 

  

Bibliografia 

 

                                                                            

 

 

 

 

 

 



1 
 

Cap. 1 Dinamiche complesse e circuito di Chua 

 

1.1 Il circuito di Chua: breve storia 

Durante una visita in Giappone nel 1983, Leon Chua, docente dellΩ università di Berkeley (California), realiz-

zò un circuito elettronico in grado di produrre il caos.  

La natura caotica di questo circuito fu osservata teoricamente per la prima volta da Matsumoto, che  aveva 

ricevuto le istruzioni al riguardo dallo stesso Chua, nel 1983,  e sperimentalmente da Zong e Ayrom nel 

1984. In seguito tale circuito è stato oggetto di varie ricerche scientifiche ed attualmente è diventato un pa-

radigma universale per il caos, dal momento che può generare diversi fenomeni caotici.1 

È un circuito elettronico non lineare, costituito da quattro elementi lineari (due condensatori, un induttore 

ed una resistenza) ed un resistore non lineare, chiamato diodo di Chua. Soddisfa perciò i requisiti minimi e 

necessari, ma non sufficienti per presentare un comportamento caotico: 

Á ŀƭƳŜƴƻ ǘǊŜ ŎƻƳǇƻƴŜƴǘƛ ŘƛƴŀƳƛŎƛ όƛ ŘǳŜ ŎƻƴŘŜƴǎŀǘƻǊƛ Ŝ ƭΩƛƴŘǳǘǘƻǊŜύ 

Á almeno un componente non lineare 

Á almeno un componente attivo 

Il diodo di Chua soddisfa le ultime due condizioni,  poiché è un resistore non lineare, localmente attivo che 

si comporta come un generatore di corrente controllato in tensione (vedi figura 1.1a): 

 

Il circuito di Chua è attualmente uno dei più significativi strumenti per studiare sperimentalmente i 

comportamenti oscillatori caotici, poiché è relativamente semplice da realizzare, ed attraverso le 

sue equazioni si può dare abbastanza agevolmente un fondamento teorico-matematico ai com-

portamenti caotici; inoltre tutti i suoi componenti, resistori, condensatori ed amplificatori opera-

zionali, sono facilmente reperibili in commercio. 

                                                           
1
 Michael Peter Kennedy, Three steps to chaos-tŀǊǘ LLΥ ! /ƘǳŀΩǎ /ƛǊŎǳƛǘ tǊƛƳŜǊΣ IEEE Trans. Circuit & Systems, Funda-

mental Theory and Application, vol.40, n.10, oct.1993 

 Figura 1.1a  Schema elettrico del circuito di Chua 
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Questo circuito presenta anche molte delle proprietà dei sistemi che si basano sul caos determini-

stico, ricordando che il caos si definisce come un comportamento non predicibile di un sistema di-

namico deterministico a causa della sua sensibilità alle condizioni iniziali: 

Á È molto sensibile alle condizioni iniziali, cioè a variazioni infinitesime degli ingressi, corri-

spondono variazioni finite in uscita. 

Á DǊŀȊƛŜ ŀƭ ƳŜŎŎŀƴƛǎƳƻ Řƛ άǎǘǊŜǘŎƘƛƴƎ ŀƴŘ ŦƻƭŘƛƴƎέΣ ƭŜ ǘǊŀƛŜǘǘƻǊƛŜ ǎǳƭƭΩŀǘǘǊŀǘǘƻǊŜ ǊŜǎǘŀƴƻ Ŏƻn-

ŦƛƴŀǘŜ ƛƴ ǳƴŀ ǊŜƎƛƻƴŜ ƭƛƳƛǘŀǘŀ ŘŜƭƭƻ ǎǇŀȊƛƻ Řƛ ŦŀǎŜΣ ŀƴŎƘŜ ǎŜΣ ǾƛŎƛƴƻ ŀƭƭΩƻǊƛƎƛƴŜΣ ŀƭŎǳƴŜ Řƛ ŜǎǎŜ 

divergono esponenzialmente. 

Á Le traiettorie sono imprevedibili a lungo termine. 

Possono essere implementate svariate applicazioni del suddetto circuito. 

{Ŝ ǎƛ ŀƎƎƛǳƴƎŜ ǳƴ ǊŜǎƛǎǘƻǊŜ ƭƛƴŜŀǊŜ ƛƴ ǎŜǊƛŜ ŀƭƭΩƛƴŘǳǘǘƻǊŜ ƛƭ ŎƛǊŎǳƛǘƻ ŘƛǾŜƴǘŀ ƭΩƻǎŎƛƭƭŀǘƻǊŜ Řƛ /Ƙǳŀ (vedi 

figura 1.1b): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.2 Equazioni di stato del circuito di Chua 

 

Applicando le equazioni di Kirkhoff al circuito si ottene: 
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E ponendo '   si ha: 

 Figura 1.1b  Schema elettrico delƭΩƻǎŎƛƭƭŀǘƻǊŜ di Chua 
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che è lΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŎŀǊŀǘǘŜǊƛǎǘƛŎŀ, non lineare, vc1  i  del diodo di Chua, con una pendenza uguale a 

Ga nella regione interna e Gb nella regione esterna (vedi figura 1.6) 2 

¶ A-dimensionalizzazione del circuito di Chua   

Per definizione, scalando opportunamente le equazioni del circuito di Chua: 

Ø
Ö

%
        Ù

Ö

%
        Ú

É

'%
        ̱

'Ô

#і
 

                                                 Á            Â          h            ̡  

[Ŝ ŜǉǳŀȊƛƻƴƛ ŀŘƛƳŜƴǎƛƻƴŀƭƛ ŘŜƭ ǎƛǎǘŜƳŀΣ ƴƻǊƳŀƭƛȊȊŀǘƻ ƴŜƭ ǘŜƳǇƻ   ˍ Σ ǎƻƴƻΥ 

                                                     Øɻ(y-x-g(x))  

                                                     Ø-y+z  

                                                     ŀ -ɼy       

da cui, essendo: 

                                    ÇØ ÂØ Á Â ȿØ ρȿ ȿØ ρȿ  

ed in forma lineare a tratti: 

 

                                      g(x)= 

 

avendo posto: 

                                      Ø   ȟ       Ù
 
  ȟ     Ú  ̱           

                                                           
2
 Per i parametri Eo, Ga, Gb, vedi pag. 6 

  bx+b-a           ÓÅ Ø-1 

ax                   se |x|<1 

bx+a-Â            ÓÅ Ø ρ 
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1.3 Implementazione con operazionali del circuito di Chua 

¶ Implementazione del diodo di Chua 

[ΩŜƭŜƳŜƴǘƻ ƴƻƴ ƭƛƴŜŀǊŜ ŘŜƭ ŎƛǊŎǳƛǘƻ Řƛ /Ƙǳŀ ǎƛ ŎƻƳǇƻǊǘŀ ŎƻƳŜ ǳƴ ǊŜǎƛǎǘƻǊŜ ƴŜƎŀǘƛǾƻ ŀǎƛƴǘƻǘƛŎŀƳŜn-

te passivo. 

[ΩƛƳǇƭŜƳŜƴǘŀȊƛƻƴŜ Řƛ ǳƴŀ ǊŜǎƛǎǘŜƴȊŀ ƴŜƎŀǘƛǾŀ ǇǳƼ ŜǎǎŜǊŜ ǊŜŀƭƛȊȊŀǘŀ ƛƴ ǾŀǊƛ ƳƻŘƛΦ ¦ƴ ƳƻŘƻ ǇǊŀǘico3 

per realizzarla è utilizzare un amplificatore operazionale (OP AMP) e tre resistori (vedi figura 1.2): 

 

 

Poiché a causa della resistenza di ingresso infinita ŘŜƭƭΩht !atΣ ǊƛǘŜƴǳǘƻ ƛŘŜŀƭŜΣ ƴƻƴ ŎƛǊŎƻƭŀ Ŏƻr-

ǊŜƴǘŜ ƴŜƭ ǘŜǊƳƛƴŀƭŜ ŘΩƛƴƎǊŜǎǎƻ  

 

É
Ö Ö

2
 

 

per cui: 

 

Ö Ö
2

2 2
Ö 

 

ed essendo vo  = Av vd :  

         

Ö
2 2 ρ !

! 2 2
Ö 

 

                                                           
3
 M.P. Kennedy, Robust op-amp ǊŜŀƭƛȊŀǘƛƻƴ ŦƻǊ /ƘǳŀΩǎ ŎƛǊŎǳƛǘǎ. Frequents vol. 46, N°3-4 March-April 1992, pag. 66-80  

Figura 1.2 Dispositivo per implementare una resistenza negativa 
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ricavando vo da v e sostituendolo nella prima equazione, si ha: 

 

É
2 2 ρ !

2 2 !2
Ö 

 

per Av   O   Њ  ÅÄ  21=R2 : 

É
ρ

2
Ö 

 

che è la caratteristica a tre segmenti di una resistenza negativa a bassa tensione (vedi figura 1.3): 

 

 

 

 

 

 

 

 

vǳŜǎǘƻ ŘƛǎǇƻǎƛǘƛǾƻ ŝ ŀǎƛƴǘƻǘƛŎŀƳŜƴǘŜ ǇŀǎǎƛǾƻΣ Ŏƛƻŝ ŀƭƭŜ ŀƭǘŜ ǘŜƴǎƛƻƴƛ ƭΩŀƳǇƭƛŦƛŎŀǘƻǊŜ ƻǇŜǊŀȊƛƻƴŀƭŜ 

satura, Ŝ Řƛ ŎƻƴǎŜƎǳŜƴȊŀ ƭŀ ŎŀǊŀǘǘŜǊƛǎǘƛŎŀ ǎŀǊŁ ǘǊŀǎƭŀǘŀ ǊƛǎǇŜǘǘƻ ŀƭƭΩƻǊƛƎƛƴŜ Ŝ presenterà due pen-

denze positive (vedi figura 1.4): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1.4 Caratteristica a tre segmenti del resistore non lineare con pendenza posi-

tiva 

Figura 1.3 Caratteristica a tre segmenti del resistore non lineare 
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Sostituendo v=Eo e V o =Esat nelle equazioni precedenti, otteniamo: 

É
Ö %

2
 

%
2 2 ρ !

! 2 2
%  

che per gli alti guadagni diventa: 

%
2

2 2
%  

Lo stesso risultato si ottiene per vo=-Esat. 

se colleghiamo tra loro due resistori non lineari a tre segmenti avremo il diodo di Chua (figura 1.5): 

 

 

 

 

 

 

 

Poiché i due elementi sono controllati dalla stessa tensione e sono in parallelo, le loro caratteristi-

che v-i si possono sommare ottenendo così la caratteristica a cinque segmenti ( vedi figura 1.6): 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1.5 Implementazione con due OP AMP e resistenze del diodo di Chua 

Figura 1.6 Caratteristica a cinque segmenti del diodo di Chua ottenuta sommando due caratteristiche 

a tre segmenti 
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 i cui parametri sono: 

'
ρ

2ϝ

ρ

2Ϡ
 

'
ρ

2

ρ

2
 

'
ρ

2ϛ

ρ

2Ϟ
 

                         

Consideriamo i breakpoints del primo e del secondo circuito, E1 ed E2 , e supponendo per ipotesi   

E1< E2, si ha che :   

%ѕ
2ї

2і 2ї
%  

                                                            

%і
2њ

2љ 2њ
%  

Si ricava da queste formule che i parametri Ga Gb Gc  E1  E2  possono essere facilmente modificati 

facendo variare le resistenze del diodo di Chua. 

 

La caratteristica del diodo di Chua è: 

 

 

                    

 

 

Il circuito di Chua può essere allora descritto in forma lineare a tratti, poiché, come già visto nei 

paragrafi precedenti: 

ÄÖ

ÄÔ

'Ö

#

'Ö

#

ÇÖ

#
 

ÄÖ

ÄÔ

'Ö

#

'Ö

#

É

#
 

ÄÉ

ÄÔ

Ö

,
 

 

Gbvc1+(Gb-Ga)Eo     se vc1 - Eo 

Gavc1                       se |vc1ȿ  %o 

Gbvc1+(Ga-Gb)Eo     se vc1  %o 

g(Vc1)=  
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Lŀ ǇǊƛƳŀ ŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘƛǾŜƴǘŀΣ ǇƻƴŜƴŘƻ DΩa=G+Ga Σ DΩb=G+Gb : 

 

ừ
ỬỬ
Ừ

ỬỬ
ứ   
ÄÖ

ÄÔ

'ᴂ

#

'Ö

#

' ' %

#
        ίὩ Ö  %
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'Ö

#
                             ίὩ ȿÖ ȿ %
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'ᴂ
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#

' ' %

#
     ίὩ Ö  %

 

 

¶ LƳǇƭŜƳŜƴǘŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭƭΩƛƴŘǳǘǘƻǊŜ equivalente 

bŜƭ ŎƛǊŎǳƛǘƻ Řƛ /Ƙǳŀ ŝ ǇǊŜŦŜǊƛōƛƭŜ ǳǘƛƭƛȊȊŀǊŜ ŀƭ Ǉƻǎǘƻ ŘŜƭƭΩƛƴŘǳǘǘƻǊŜ ǊŜŀƭŜ ǳƴ ƛƴŘǳǘǘƻǊŜ ŜǉǳƛǾŀƭŜƴǘŜ 

composto da due OP AMP, quattro resistenze ed un condensatore (vedi figura 1.7) al fine di con-

trollare più facilmente i parametri parassiti, (non dovendo tenere conto delle tolleranze 

ŘŜƭƭΩƛƴŘǳǘǘƻǊŜ ǊŜŀƭŜύΣ ǇŜǊ ǇƻǘŜǊ ƳƛǎǳǊŀǊŜ ŘƛǊŜǘǘŀƳŜƴǘŜ ŎƻƳŜ ǘŜƴǎƛƻƴƛ ƭŜ ǾŀǊƛŀōƛƭƛ Řƛ ǎǘŀǘƻ ±C1, VC2, e 

ILΣ ƭΩǳƭǘƛƳƻ ǇŀǊŀƳŜǘǊƻ ƳƻƭǘƛǇƭƛŎŀǘƻ ǇŜǊ ǳƴΩŀǇǇǊƻǇǊƛŀta resistenza. Inoltre si possono modificare i 

parametri dinamici semplicemente facendo variare solamente le resistenze del circuito, lavorando 

a basse tensioni.  

 

¢ƿǊǊŜǎ Ŝ !ƎǳƛǊǊŜ4 avevano rilevato che il circuito di Chua presenta uno spettro a banda larga, ma la 

maggior parte della densità di potenza è concentrata attorno alla frequenza determinata dal cir-

cuito risonante L-C2 (vedi figura 1.1a). Quando si utilizza il computer per misurare i dati del disposi-

tivo, calcolare espressioni complesse basate su questi dati, esercitare azioni di controllo o eseguire 

un output grafico, sono desiderabili oscillazioni caotiche molto lente (vedi figura 1.8). Per rallen-

tarle è necessario utilizzare elementi di memoria a maggiore energia, per esempio valori più eleva-

ti di C1, C2, L. Mentre è facile trovare condensatori con valori elevati in un ampio range, lo stesso 

non si può dire per i valori degli induttori commerciali, che,  quando hanno un elevato valore di in-

ŘǳǘǘŀƴȊŀΣ ǎƻƴƻ Ƴƻƭǘƻ ƎǊŀƴŘƛ Ŝ ǇƻŎƻ ǇǊŜŎƛǎƛΦ [ΩƛƴŘǳǘǘƻǊŜ ŜǉǳƛǾŀƭŜƴǘŜ ǇǊƻǇƻǎǘƻ Řŀ ¢ƿǊǊŜǎ Ŝ !ƎǳƛǊǊŜ,  
                                                           
4
 [Φ!Φ.Φ ¢ƿǊǊŜǎ ŀƴŘ [Φ!Φ !ƎǳƛǊǊŜΣ LƴŘǳŎǘƻǊƭŜǎǎ /ƘǳŀΩǎ ŎƛǊŎǳƛǘΣ Electonics Letters, 9

th
 November, vol. 36, N°23.  

Figura 1.7 IƳǇƭŜƳŜƴǘŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭƭΩƛƴŘǳǘǘƻǊŜ ŜǉǳƛǾŀƭŜƴǘŜ ǊŜŀƭƛȊȊŀǘƻ ǇŜǊ ƭŀ ǇǊƛƳŀ Ǿƻƭǘŀ Řŀ ¢ƿǊǊŜǎ Ŝ !ƎǳƛǊǊŜ 

P 
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può essere considerato come il primo passo per integrare il circuito di Chua in un singolo chip, con 

un basso grado di disadattamento dei parametri e nessun componente esterno.5 

 

 

  

 

 

 

 Sono evidenti i vantaƎƎƛ ŘŜƭ ŎƛǊŎǳƛǘƻ άƛƴŘǳŎǘƻǊƭŜǎǎέ. La terza variabile di stato z, che è una corrente 

ŀǘǘǊŀǾŜǊǎƻ ƭΩƛƴŘǳǘǘore L mostrato in figura 1.7, può essere determinata misurando la tensione Vp 

del nodo P (vedi Figura 1.4.6.a):  

Ú
6 Ù

2
 

dove y è la variabile di stato, corrispondente alla tensione, attraverso il condensatore C2 e 

ƭΩƛnduttore L, nella figura 1.1.a e R7 è il valore del resistore mostrato in figura 1.7. In questo modo 

si può ottenere il completo vettore di stato solo misurando le tensioni. Inoltre lΩƛƴŘǳǘǘƻǊŜ ŜǉǳƛǾa-

lente esibisce una resistenza interna praticamente nulla, come verificato in pratica ed evidenziato 

dalle simulazioni , anche se si considerino non ideali gli amplificatori operazionali. 

Il range delle frequenze, sopra le quali il circuito approssima accuratamente un induttore reale, si 

estende oltre ǉǳŀǘǘǊƻ ŘŜŎŀŘƛΣ ƭŀ ǉǳŀƭ Ŏƻǎŀ ƴŜ ǊŀŎŎƻƳŀƴŘŀ ƭΩǳǘƛƭƛȊȊƻ ƴŜƭ ŎƛǊŎǳƛǘƻ Řƛ /Ƙǳŀ. In conclu-

ǎƛƻƴŜΣ ƭΩƛƳǇƭŜƳŜƴǘŀȊƛƻƴŜ άƛƴŘǳŎǘƻǊƭŜǎǎέ di tale circuito ne facilita la conoscenza delle tre variabili 

di stato e ne aumenta la flessibilità. ¢ƿǊǊŜǎ  Ŝ !ƎǳƛǊǊŜ6 suggeriscono una soluzione analoga  anche 

per i condensatori.  

[ΩƛƴŘǳǘǘŀƴȊŀ ŜǉǳƛǾŀƭŜƴǘŜ [ ŝΥ 

,
222  

2
# 

 

 

 

                                                           
5
 CƛƎǳǊŀ ǘǊŀǘǘŀ Řŀ [Φ!Φ.Φ ¢ƿǊǊŜǎ ŀƴŘ [Φ!Φ !ƎǳƛǊǊŜ, op. cit. pag. 1916 

6
 [Φ!Φ.Φ ¢ƿǊǊŜǎ ŀƴŘ [Φ!Φ !ƎǳƛǊǊŜΣop.cit.,pag1916 

Figura 1.8  Tensione misurata attraverso il condensatore C1 che mostra oscillazioni caotiche molto lente 
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¶ LƳǇƭŜƳŜƴǘŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭƭΩƛƴǘŜǊƻ ŎƛǊŎǳƛǘƻ Řƛ /Ƙǳŀ 

PŀǎǎƛŀƳƻ ŀŘŜǎǎƻ ŀƭƭΩƛƳǇƭŜƳŜƴǘŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭƭΩƛƴǘŜǊƻ ŎƛǊŎǳƛǘƻ Řƛ /Ƙǳŀ (figura 1.9), utilizzando il diodo di 

figura 1.5 Ŝ ƭΩƛƴŘǳǘǘƻǊŜ ŜǉǳƛǾŀƭŜƴǘŜ Řƛ ŦƛƎǳǊŀ мΦ7: 

 

                                                             

Abbiamo fissato i parametri del circuito di Chua e le condizioni iniziali in modo che il circuito pre-

ǎŜƴǘƛ  ƭΩŀǘǘǊŀǘǘƻǊŜ ŘƻǳōƭŜ ǎŎǊƻƭƭΥ 

C1=10nF,   C2 ρππÎ&ȟ  ,ḗρψÍ(ȟ  2 ρȢχψ+Џ 

Ga= -0.756mS, Gb= -0.409mS, E=1V 

I parametri adimensionali (vedi paragrafo 1.3) risultano in questo caso: 

ɻ ρπȟ  ɼ ρχȢφȟ  Á-1.32,  b=-0.728 

Il parametro di biforcazione è la resistenza R. 

Nel paragrafo successivo vedremo come variano le traiettorie al variare della resistenza R dal valo-

ǊŜ Řƛ нлрлʍ Ŧƛƴƻ ŀ ǉǳŜƭƭƻ Řƛ мтулʍΣ ǳǘƛƭƛȊȊŀƴŘƻ ǳƴŀ ǎƛƳǳƭŀzione Switchercad, prima nel piano delle 

fasi e poi nello spazio di stato. 

 

 

 

 

1.4  Dinamiche e biforcazioni del circuito di Chua 

I punti di equilibrio del circuito di Chua sono i punti di intersezione della caratteristica del diodo di 

Chua con la retta '   (vedi figura 1.6): 

 

CƛƎǳǊŀ мΦф  LƳǇƭŜƳŜƴǘŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭƭΩƛƴǘŜǊƻ ŎƛǊŎǳƛǘƻ Řƛ /Ƙǳŀ 
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Al variare di R, variano i punti di equilibrio delle regioni esterne. 

Per R sufficientemente grande (ŀŘ ŜǎŜƳǇƛƻ нлрлҠύΣ ƛ Ǉǳƴǘƛ Řƛ ŜǉǳƛƭƛōǊƛƻ ŘŜƭƭŜ ǊŜƎƛƻƴƛ ŜǎǘŜǊƴŜ ǎƻƴƻ 

ǎǘŀōƛƭƛΣ ƳŜƴǘǊŜ ƭΩƻǊƛƎƛƴŜ ŝ ǳƴ Ǉǳƴǘƻ ƛƴǎǘŀōƛƭŜΦ 

Il sistema si porterà con una traiettoria a spirale, a seconda delle condizioni iniziali, in uno dei due 

punti di equilibrio stabile per rimanervi indefinitivamente  (vedi figure 1.10): 

 

 

 

 

 

 

Se diminuisce R, il numero di oscillazioni cresce, finché si arriva ad una soluzione periodica  di pe-

riodo T intorno al precedente punto di equilibrio (vedi figura 1.11): 

 

 

 

 

 

 

Figura 1.10a  Simulazione spice, ǎƻƭǳȊƛƻƴŜ ǎǘŀȊƛƻƴŀǊƛŀ ǎǘŀōƛƭŜ ǇŜǊ wҐнлрлʍ 

Figura 1.11 Simulazione spice, ǎƻƭǳȊƛƻƴŜ ǇŜǊƛƻŘƛŎŀ ǎǘŀōƛƭŜ Řƛ ǇŜǊƛƻŘƻ ¢ ǇŜǊ wҐмфулʍ  

CƛƎǳǊŀ мΦмлō  {ƛƳǳƭŀȊƛƻƴŜ ǎǇƛŎŜ ƴŜƭƭƻ ǎǇŀȊƛƻ Řƛ ǎǘŀǘƻ ǇŜǊ wҐнлрлʍ 
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Per valori ancora più bassi della resistenza R, le orbite avrannƻ ǇŜǊƛƻŘƻ н¢Σ п¢ΧΧΦ  όŦƛƎǳǊŀ мΦ12): 

 

 

 

 

 

 

 

 

CƛƎǳǊŀ мΦмнŀ {ƛƳǳƭŀȊƛƻƴŜ ǎǇƛŎŜΣ ǎƻƭǳȊƛƻƴŜ ǇŜǊƛƻŘƛŎŀ ǎǘŀōƛƭŜ Řƛ ǇŜǊƛƻŘƻ н¢ ǇŜǊ wҐмфрлʍ  

Figura 1.12b Trasformata di Fourier per R=1950ʍ Φ[ƻ ǎǇŜǘǘǊƻ ƛƴ ŦǊŜǉǳŜƴȊŀ ŜǾƛŘŜƴȊƛŀ ƭŜ ǎǳōŀr-

moniche

 

 CƛƎΦ мΦмл ōƛǎ ǘǊŀǎŦƻǊƳŀǘŀ Řƛ CƻǳǊƛŜǊ ǇŜǊ wҐмфрлʍ Φ [ƻ ǎǇŜǘǘǊƻ ƛƴ ŦǊŜǉǳŜƴȊŀ ŜǾƛŘŜƴȊƛŀ ƭŜ ǎǳōŀǊƳƻƴƛŎƘŜ 

CƛƎǳǊŀ мΦмнŎ {ƛƳǳƭŀȊƛƻƴŜ ǎǇƛŎŜΣ ƴŜƭƭƻ ǎǇŀȊƛƻ Řƛ ǎǘŀǘƻΣ ǇŜǊ wҐмфрлʍ  
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Con un ulteriore lieve diminuzione della resistenza si osservano raddoppiamenti del periodo (vedi 

figura 1.13): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Se si fa diminuire ancora la resistenza, i cicli limite assumono un periodo che tende a diventare in-

finito, i punti delle regioni esterne diventano instabili e di conseguenza si osserva un continuo 

ŎŀƳōƛƻ Řƛ ǊŜƎƛƻƴŜ Řŀ ǇŀǊǘŜ ŘŜƭƭΩƻǊōƛǘŀΣ ŎƘŜ ƴƻƴ ǇǳƼ ǎǘŀǊŜ ƛƴŘŜŦƛƴƛǘƛǾŀƳŜƴǘŜ ƛƴ ƴŜǎǎǳƴŀ  ŘŜƭƭŜ Ǌe-

gioni. Il moto della traiettoria è apparentemente irregolare in una regione di tipo a spirale detta 

άŀǘǘǊŀǘǘƻǊŜ Řƛ /Ƙǳŀέ όǾŜŘƛ figura 1.14): 

 

 

 

Figura 1.13a Simulazione spice: soluzione periodica stabile di perioŘƻ п¢Σ ǇŜǊ wҐмфоуʍ  

Figura 14a Traiettoria caotica, per R=1910ʍ  

Figura 1.13b Simulazione spice: soluzione periodica stabile di perio-

Řƻ п¢Σ ǇŜǊ wҐмфоуʍ  
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Con ulteriori riduzioni del valore di R, compaiono due attrattori di questo tipo separati da una zona 

ŀƳōƛƎǳŀΣ ƛƴ ǉǳŜǎǘƻ Ŏŀǎƻ ǎƛ ǇŀǊƭŀ Řƛ άŀǘǘǊŀǘǘƻǊŜ ŘƻǳōƭŜ ǎŎǊƻƭƭάόǾŜŘƛ ŦƛƎǳǊŀ мΦ15): 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1.14b Trasformata di Fourier, per R=1910ʍ  

CƛƎǳǊŀ мΦмрŀ ¢ǊŀƛŜǘǘƻǊƛŀ ŎŀƻǘƛŎŀ Řƛ ǘƛǇƻ ŘƻǳōƭŜ ǎŎǊƻƭƭΣ ǇŜǊ wҐмуплʍ  

Figura 1.14c Simulazione nello spazio di stato, per R=191лʍ  
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tŜǊ ǾŀƭƻǊƛ Řƛ w ŀƴŎƻǊŀ ǇƛǴ ōŀǎǎƛ ǎƛ ƻǘǘƛŜƴŜ ƭŀ ŎƻǎƛŘŘŜǘǘŀ άŦƛƴŜǎǘǊŀ ƴŜƭ Ŏŀƻǎέ ǘǊŀ ƛ ŘǳŜ ŀǘǘǊŀǘǘƻǊƛ (vedi 

Figura1.16 e 1.17):  

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CƛƎǳǊŀ мΦмсŀ ¢ǊŀƛŜǘǘƻǊƛŀ Řƛ ǘƛǇƻ ŦƛƴŜǎǘǊŀ ƴŜƭ ŎŀƻǎΣ ǇŜǊ wҐмумлʍ  

Figura 1.15b {ƛƳǳƭŀȊƛƻƴŜ ƴŜƭƭƻ ǎǇŀȊƛƻ Řƛ ǎǘŀǘƻΣ ǇŜǊ wҐмуплʍ  

CƛƎǳǊŀ мΦмсō {ƛƳǳƭŀȊƛƻƴŜ ƴŜƭƭƻ ǎǇŀȊƛƻ Řƛ ǎǘŀǘƻΣ ǇŜǊ wҐмумлʍ  



16 
 

 

 

 

 

 

 

 

Se la resistenza R continua a diminuire, si giunge al limite critico, oltre il quale una ulteriore dimi-

ƴǳȊƛƻƴŜ ŘŜƛ ǾŀƭƻǊƛ Řƛ w ǇǊƻǾƻŎƘŜǊŜōōŜ ǳƴΩƛƴǎǘŀōƛƭƛǘŁ ƎŜƴŜǊŀƭŜ ŘŜƭ ǎƛǎǘŜƳŀ Ŝ ǇƻǊǘerebbe ƭΩƻǊōƛǘŀ ŀŘ 

una divergenza a spirale verso ƭΩƛƴŦƛƴƛǘƻ, ma a tale valore non è possibile arrivare con un circuito di 

Chua reale, quindi questo risultato si utilizza come un ipotetico limite inferiore per la resistenza R. 

 

 

 

 

  

Figura 1.17b Simulazione  nello spazio di ǎǘŀǘƻΣ  ǇŜǊ wҐ мтулʍ 

CƛƎǳǊŀ мΦмтŀ {ƛƳǳƭŀȊƛƻƴŜ ƴŜƭ Ǉƛŀƴƻ ŘŜƭƭŜ ŦŀǎƛΣ ǇŜǊ wҐмтулʍ  
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Cap. 2 Sincronizzazione e controllo di sistemi caotici 

2.1 Sincronizzazione 

La proprietà essenziale di un segnale caotico7  è di non essere asintoticamente stabile, di avere 

cioè traiettorie strettamente dipendenti dalle condizioni iniziali, e che rapidamente diventano in-

correlate; recentemente è stato dimostrato che è possibile costruire una rete di circuiti caotici tali 

che le loro traiettorie abbiano un comportamento identico o άsincronizzatoέ.  Quando si ha a che 

ŦŀǊŜ Ŏƻƴ ǳƴ ǎƛǎǘŜƳŀ ŎŀƻǘƛŎƻ ǎƛ ǇǳƼ ŀǾǾŜǊǘƛǊŜ ƭΩŜǎƛƎŜƴȊŀ di eliminare completamente o parzialmente 

il comportamento caotico, oppure scegliere in quale attrattore si vuole che il sistema funzioni.  Si 

Ƙŀ ƭŀ ǎƛƴŎǊƻƴƛȊȊŀȊƛƻƴŜ Řƛ ŘǳŜ ǎƛǎǘŜƳƛ ǉǳŀƴŘƻ ƭŜ ǘǊŀƛŜǘǘƻǊƛŜ Řƛ ǳƴƻ ŘŜƛ ŘǳŜ ǎƛǎǘŜƳƛ ŎƻƴǾŜǊƎƻƴƻ ƭΩǳƴŀ 

agli stessi vŀƭƻǊƛ ŘŜƭƭΩŀƭǘǊŀΣ ŜŘ ŜƴǘǊŀƳōŜ ǊƛƳŀƴƎƻƴƻ ŀƭ Ǉŀǎǎƻ ǘǊŀ Řƛ ƭƻǊƻΦ Poiché i sistemi dinamici 

caotici sono molto sensibili alle condizioni iniziali, anche se presentano gli stessi attrattori nello 

spazio di fase, le rispettive traiettorie diventano rapidamente non correlate, e quindi è molto diffi-

cile costruire in laboratorio dei sistemi sincronizzati; per questo motivo sta assumendo una grande 

importanza lo studio delle tecniche di sincronizzazione di due o più circuiti. Pecora e Carroll hanno 

dimostrato che condizione necessaria e sufficiente affinché una traiettoria caotica w(t) sia asinto-

ticamente stabile, è che gli esponenti condizionali di Lyapunov, (usualmente chiamati CLE), siano a 

parte reale negativa (vedi pag.18 e seguenti). La sincronizzazione in questo caso è quindi indipen-

dente dalle condizioni iniziali dei due sistemi. 

Le tecniche di sincronizzazione si dividono in due classi: 

1)accoppiamento direzionale (o drive-response), quando il circuito driver controlla il circuito slave 

(o response).  

2)accoppiamento non direzionale quando entrambi i circuiti, connessi tra loro, si influenzano a vi-

cenda. 

Vediamo come possiamo applicare queste tecniche a due o a più circuiti di Chua. 

 

 

2.1.1 La Master Stability Function                                                                                                                                                                                                

La sincronizzazione nei sistemi dinamici complessi è stato un elemento di continuo interesse. Uno 
ǎǘǊǳƳŜƴǘƻ ōŀǎƛƭŀǊŜ ƴŜƭƭΩŀƴŀƭƛȊȊŀǊŜ ƛ ǾŀǊƛ ǇǊƻōƭŜƳƛ Řƛ ǎƛƴŎǊƻƴƛȊȊŀȊƛƻƴŜ ŝ ƭŀ Master Stability Function 
(MSF) 8. La sincronizzazione di un sistema dinamico complesso, consistente in un numero di oscilla-
tori accoppiati identici, si raggiunge dal  momento in cui le traiettorie di tutti gli oscillatori si avvi-
Ŏƛƴŀƴƻ ƭΩǳƴŀ ŀƭƭΩŀƭǘǊŀ ŀǎƛƴǘƻǘƛŎŀƳŜƴǘŜΦ 

In assenza di collegamento i singoli circuiti si comporterebbero indipendentemente, la dimensione 
del sottospazio nel quale si trova la soluzione sincrona è necessariamente più piccola di tutto lo 
spazio di fase, matematicamente il sottospazio sincrono è chiamato collettore di sincronizzazione. 
Se il collettore è stabile rispetto alle perturbazioni, nel sottospazio complementare o nel sottospa-
                                                           
7
 Cfr. Leon Chua, Makoto Itoh, Ljupco Kocarev e Kevin Eckert , /Ƙŀƻǎ {ȅƴŎƘǊƻƴƛȊŀǘƛƻƴ ƛƴ /ƘǳŀΩǎ ŎƛǊŎǳƛǘ, Journal of cir-

cuits, Systems and Computers, Vol. 3 N° 1(1993)Pag. 93 -108 
8
Cfr.  Huang, Chen, Lai, Pecora, Generic behavior of master-stability functions in coupled non linear dynamical system, 

Phisical review E 80,036204, pag.1 e sgg. 
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zio trasversale, la sincronizzazione può essere osservata in un ambiente fisico; la MFS misura il tas-
ǎƻ Řƛ ǾŜƭƻŎƛǘŁ ŜǎǇƻƴŜƴȊƛŀƭŜ ŀƭƭŀ ǉǳŀƭŜ ǳƴΩƛƴŦƛƴƛǘŜǎƛƳŀ ǇŜǊǘǳǊōŀȊƛƻƴŜ ŎǊŜǎŎŜ ƴŜƭƭƻ ǎǇŀȊƛƻ ǘǊŀǎǾŜǊǎŀƭŜΦ 
Nella terminologia dei sistemi dinamici, MSF è il più grande esponente trasverso di Lyapunov del 
sottospazio di sincronizzazione. Una condizione necessaria per la sincronizzazione è che la MSF sia 
negativa e che i corrispondenti parametri normalizzati di accoppiamento (determinati da un si-
ǎǘŜƳŀ Řƛ ƻǎŎƛƭƭŀȊƛƻƴŜ ŀŎŎƻǇǇƛŀǘŀύ ŎŀŘŀƴƻ ƴŜƭƭŀ ǊŜƎƛƻƴŜ ƴŜƎŀǘƛǾŀ ŘŜƭƭΩ a{CΦ 

Nel 2002 il formalismo MSF fu utilizzato per sincronizzare reti formate da pochi componenti; que-
ǎǘƻ ǎŜƎƴŀ ƭΩƛƴƛȊƛƻ Řƛ ǳƴΩŀǊŜŀ Řƛ ǊƛŎŜǊŎŀ ƛƴ ǊŀǇƛŘŀ ŜǾƻƭǳȊƛƻƴŜΣ ƴŜƭƭΩŀƳōƛǘƻ ŘŜƭƭŀ ǎŎƛŜƴȊŀ ƴƻƴ ƭƛƴŜŀǊŜ ŜŘ 
ingegneristica: la sincronizzazione nelle reti complesse. Il formalismo MSF è richiesto perché per-
mette che le proprietà dei singoli oscillatori siano separate dalla matrice di accoppiamento A, che 
caratterizza la topologia della rete. In particolare, se K è un parametro normalizzato di accoppia-
mento, la MSF può essere calcolata come una funzione di K, basata solo sulla conoscenza delle di-
namiche dei singoli accoppiatori e sulla funzione di accoppiamento. Cioè, la MSF può essere otte-
nuta indipendentemente dalla topologia della rete collegata, che supporta un grande numero di 
tali oscillatori. Una tacita assunzione nella letteratura della sincronizzazione delle reti è che la SMF 
sia negativa in alcuni intervalli (Ka, Kb ), dove Ka<Kb. La rete è sincronizzabile se tutti gli elementi di-
versi da zero Ki=Ŏi˂ όƛҐнΣ ΧΦ Σbύ ŎŀŘƻƴƻ ƛƴ ŘŜǘǘƻ ƛƴǘŜǊǾŀƭƭƻΣ ŘƻǾŜ c è un parametro di accoppiamento 
ŎƘŜ ŎŀǊŀǘǘŜǊƛȊȊŀ ƭΩƛƴǘŜǊŀȊƛƻƴŜ ƳŜŘƛŀ ǘǊŀ Ǝƭƛ ƻǎŎƛƭƭŀǘƻǊƛΣ i˂ sono gli autovalori della matrice accoppia-
ta, N è il numero di oscillatori nella rete, e si assume 1˂Ґл Φ 5ŀǘƻ ƭΩƛƴǘŜǊǾŀƭƭƻ όYa, Kb ) una rete di una 
specifica topologia ǇǳƼ ŜǎǎŜǊŜ ǇƛǴ ŦŀŎƛƭƳŜƴǘŜ ǎƛƴŎǊƻƴƛȊȊŀǘŀΣ ǎŜ ƭΩŜǎǘŜƴǎƛƻƴŜ ŘŜƭƭƻ ǎǇŜǘǘǊƻ Řƛ ǳƴ ŀu-
tovalore minore di zero è più piccolo. 

/ƛ ŎƘƛŜŘƛŀƳƻ ǎŜ ƭŀ ǇǊƻǇǊƛŜǘŁ ŘŜƭƭΩŜǎƛǎǘŜƴȊŀ Řƛ ƛƴǘŜǊǾŀƭƭƛ ŘŜƛ ǾŀƭƻǊƛ ƴŜƎŀǘƛǾƛ ŘŜƭƭΩa{C ŀǘǘenga ai tipici 
oscillatori non lineari. In generale, questo problema è difficile da risolvere poiché esiste un infinito 
numero di possibilità per gli oscillatori dinamici.  

In questo paragrafo noi esamineremo sistematicamente una rete di i cui nodi sono circuiti di Chua. 
Vari calcoli ed analisi (vedi gli studi di Chuang, Chen, Cheng Lai e Pecora) portano a credere forte-
ƳŜƴǘŜ ŎƘŜ Ǿƛ ǎƛŀ ǳƴŀ ƎŜƴŜǊƛŎŀ ǇǊƻǇǊƛŜǘŁ ŘŜƭΩa{C a essere negativa in un intervallo finito di para-
metri, il risultato è che per ognuno di questi oscillatori esiste sempre in questo intervallo uno 
schema di accoppiamento per il quale si può realizzare la sincronizzazione della rete di un gran 
numero di tali circuiti  

Analisi di sincronizzazione con la MSF 

Consideriamo un sistema dinamico complesso, costituito da circuiti di Chua tutti collegati, per i 
ǉǳŀƭƛΣ ŀ Ŏŀǳǎŀ ŘŜƭƭΩƛƴǘǊƛƴǎŜŎŀ ƴƻƴ ƭƛƴŜŀǊƛǘŁ ŘŜƭƭŜ ŎƻƴƴŜǎǎƛƻƴƛ Σ ƛ ŎƻƳǇƻǊǘŀƳŜƴǘƛ ŎŀƻǘƛŎƛ ǎƻƴƻ comuni. 
Ogni circuito isolato è descritto da 

Ø &Ø    

Per ottenere una sincronizzazione caotica scegliamo i parametri di ogni circuito, in modo tale che 
questo risulti un attrattore caotico. La tipica equazione per le dinamiche di una rete di N oscillatori 
accoppiati è: 

Ø &Ø Ã Á(Ø         Ø̐ 2             (2) 

 

(1) 
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dove ( Ø ˰2NXN è la funzione che definisce quale variabile di stato è stata usata per 
ƭΩŀŎŎƻǇǇƛŀƳŜƴǘƻ όǘŜƴǎƛƻƴŜ ǎǳƭ ǇǊƛƳƻ ƻ ǎǳƭ ǎŜŎƻƴŘƻ ŎƻƴŘŜƴǎŀǘƻǊŜ ƻ ǎǳƭƭΩƛƴŘǳǘǘƻǊŜΣ ǉǳŜǎǘΩǳƭǘƛƳƻ ƭe-
game non conveniente come abbiamo già visto). Più dettagliatamente:   

         H(x)=
ρ π π
π
π
ρ
π
π
ρ

,   se il collegamento avviene attraverso le tre variabili di stato  

         H(x)=
ρ π π
π
π
π
π
π
π

 , se il collegamento avviene attraverso la x (ovvero la tensione  

         sul condensatore V(c1), 

         H(x)=
π π π
π
π
ρ
π
π
π

 , se il collegamento avviene attraverso la y, ovvero la tensione  

         sul condensatore V(c2), 

         H(x)=
π π π
π
π
π
π
π
ρ

, se il collegamento avviene attraverso la z, ovvero la tensione  

         ǎǳƭƭΩƛƴŘǳǘǘƻǊŜΦ 

 Come abbiamo visto nei paragrafi precedenti, c>0   è il parametro globale che rappresenta 
ƭΩƛƴǘŜƴǎƛǘŁ ŘŜƭƭΩŀŎŎƻǇǇƛŀƳŜƴǘƻΣ  ! ŝ ƭŀ ƳŀǘǊƛŎŜ Řƛ ŎƻƴƴŜǎǎƛƻƴŜΣ ŘŜǘŜǊƳƛƴŀǘŀ Řŀƭƭŀ ǇŀǊǘƛŎƻƭŀǊŜ topo-
logia della rete ed  N è il numero di circuiti che compongono la rete. 
La matrice A soddisfa la condizione: 

                                                  Á π      ᶅ É                                

Di conseguenza lo stato sincrono x1=x 2 ȣȢȢ Øn =s  , dove  = F(x), è una soluzione 

ŘŜƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ (2). 5ΩŀƭǘǊŀ ǇŀǊǘŜΣ ƴƻƛ ŀǎǎǳƳƛŀƳƻ ŎƘŜ ƭŀ ƳŀǘǊƛŎŜ ! Řƛ ŎƻƭƭŜƎŀƳŜƴǘƻ ǇǳƼ ŜǎǎŜǊŜ Řƛa-
ƎƻƴŀƭƛȊȊŀǘŀ Ŏƻƴ ǳƴ ǎŜǘ Řƛ ŀǳǘƻǾŀƭƻǊƛ ǊŜŀƭƛ ό˂iΣ ƛҐмΣΧΣbύ  ŜŘ ƛ ƭƻǊƻ ǊƛǎǇŜǘǘƛǾƛ ŀǳǘƻǾŜǘǘƻǊƛόǾ1,v2ΧǾN).La 
rete è connessa in modo che vi sia un solo autovalore uguale a 0 e gli altri autovalori siano del tipo 
ʇ1 π ʇ2 ʇσ ȣȢʇN. tŜǊ ƛƭ ǎƛǎǘŜƳŀ ŘŜǎŎǊƛǘǘƻ ŘŀƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ όнύ ƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘƛŦŦŜǊŜƴȊƛŀƭŜΥ   

 
ÄɻØ

ÄÔ
*Ó̃ Øɻ Ã Á (Ó ɿ̃Ø 

Dove ɿØi=x i-s e J è lo jacobiano della funzione F .  

A questo ǇǳƴǘƻΣ ǇƻǘŜƴŘƻ ŘƛŀƎƻƴŀƭƛȊȊŀǊŜ ƭŀ ƳŀǘǊƛŎŜ ! Ŏƻƴ ǳƴ ƛƴǎƛŜƳŜ Řƛ ŀǳǘƻǾŀƭƻǊƛ ǊŜŀƭƛ ό˂i=0 ,         
ƛҐ мΣнΣ ΧΦΦ Σbύ Ŝ Ŏƻƴ ƛ ǊƛǎǇŜǘǘƛǾƛ ŀǳǘƻǾŜǘǘƻǊƛόŜiΣ ƛҐмΣнΣ Χ Σbύ ǎƛ ǇǳƼ ǇƻǊǊŜ ʵȅҐv

-1ʵȄ Σ ŘƻǾŜ v ŝ ǳƴŀ Ƴa-
trice che ha per colonna gli autovettori di A, si ottiene quindi:  

ÄɻÙ

ÄÔ
*Ó Ã˂(Ó ˜ɻÙ 

ponendo Ki = Ã˂Σ ƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ Řƛ ƻƎƴƛ ŎƛǊŎǳƛǘƻ ŝ ǳƎǳŀƭŜΣ escluso il parametro  Ki Σ ǇŜǊ Ŏǳƛ  ƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ 
si può riscrivere come: 

(4) 

(5) 

(3) 
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ʵ
*Ó Ë(Ó ˜ɻÙ 

5ŀƭƭΩǳƭǘƛƳŀ ŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ǎƛ Ǉƻǎǎƻƴƻ ǊƛŎŀǾŀǊŜ Ǝƭƛ ŜǎǇƻƴŜƴǘƛ Řƛ [ȅŀǇǳƴƻǾΣ ƛƭ ǇƛǴ ƎǊŀƴŘŜ ŘŜƛ ǉǳŀƭƛ ŝ ƭŀ 
Master Stability Function ʕ Ë Ȣ Se ʕ Ë è negativo, anche un piccolo disturbo dello stato di sin-
cronizzazione decrescerà asintoticamente a zero e sarà mantenuta la sincronizzazione, o al limite 
nelle vicinanze. 
La soluzione sincrona è instabile e non può essere realizzata fisicamente se ʕ Ë è positiva, poiché 
eventi di disturbo si amplificheranno facendo perdere del tutto la sincronizzazione. 

Se si trova il valore Ë per cui ʕË)=0  e ordinando gli autovalori come 

π  ʇ1 ʇ2 ʇ3  ȣȣ ʇN ǎƛ ŀǾǊŁ ǎƛƴŎǊƻƴƛȊȊŀȊƛƻƴŜ ǎŜ Ŏ җ   .  

Una soluzione per calcolare la MSF nel ǊƛǎƻƭǾŜǊŜ ƛƴ ŎƻƴǘŜƳǇƻǊŀƴŜŀ ƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ όмύ ǇŜǊ ǘǊƻǾŀǊŜ ǎ Ŝ 
ƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ όсύ ǳǎŀƴŘƻ ŎƻƳŜ ŎƻƴŘƛȊƛƻƴƛ ƛƴƛȊƛŀƭƛ Řƛ ǉǳŜǎǘŀ ɿÙ π ) . dove I è la matrice identità di 
ordine N. 
tŜǊ ŎŀƭŎƻƭŀǊŜ ƭΩa{C ƛƴ ǳƴ ŎƛǊŎǳƛǘƻ Řƛ /Ƙǳŀ ǊƛǎŎǊƛǾƛŀƳƻ ƭŜ ŜǉǳŀȊƛƻni di detto circuito (vedi pag. 3):              

                                                               Øɻ(y-x+g(x))  

                                                                Ø-y+z  

                                                                ŀ -ɼyd 

le equazioni del diodo di Chua sono: 

 

 

                                                g(x)=    

 
 
 
Per calcolare la MSF possiamo considerare una versione più semplice del diodo di Chua, cioè una 
versione con solo tre tratti, poiché il diodo nelle nostre simulazioni non lavorerà mai nelle fasce 
esterne.  
Scegliendo H(x)= π in modo da utilizzare solo la priƳŀ ǾŀǊƛŀōƛƭŜ Řƛ ǎǘŀǘƻ ǇŜǊ ƭΩŀŎŎƻǇǇƛŀƳŜƴǘƻΣ 
avremo la seguente matrice jacobiana di F(s): 

 

*Ó
ʰ  h̃ 

Á ÓÅ ȿØȿ ρ
Â ÓÅ ȿØȿ ρ

ʰ π

ρ ρ ρ
π ʲ ʴ

 

 

La MSF sarà allora: 

ÄɻÙ

ÄÔ
*Óɻ Ù ËɻÙ 

Tale funzione può essere tranquillamente integrata anche nei suoi punti di discontinuità, poiché 
sia nel punto 1 che nel punto -м Σ ʵȄ+Ґ ʵȄ-.    

  -bx-b+a           se x<-1 

ax                    se| x|<1 

-bx-a+b            se x>1 

(6) 
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Per collegamenti con la variabile di stato x, la MSF ha un valore decrescente, per cui aumentando 
K ŀǳƳŜƴǘŀ ƭŀ ǎƛƴŎǊƻƴƛȊȊŀȊƛƻƴŜ ǘǊŀ ƛ /ƘǳŀΦ tƻƛŎƘŞ ǇŜǊ ˕όƪύҐл Σ k=6.31 (valore trovato per parame-
tri misurati sperimentalmente)9, questo è il valore limite per ottenere la sincronizzazione tra i 
Chua. Con un valore maggiore del valore limite, si ha una migliore sincronizzazione poiché gli 
esponenti di Lyapunov sono tutti negativi, con un valore minore del ǾŀƭƻǊŜ ƭƛƳƛǘŜΣ ŎΩŝ ŀƭƳŜƴƻ ǳƴ 
esponente di Lyapunov positivo, e questo porta alla desincronizzazione del sistema. 
Tornando al modello fisico:   

                                                             Ë  

                                 
Vediamo adesso come la variazione dei parametri dei singoli circuiti Chua  influiscono sulla sincro-
ƴƛȊȊŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ ǎƛǎǘŜƳŀΦ [ŀ ǾŀǊƛŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ ǾŀƭƻǊŜ ŘŜƭƭΩƛƴŘǳǘǘŀƴȊŀ L è praticamente insignificante ai 
fini della sincronizzazione, mentre un aumento di C2  fa aumentare +, e quindi migliora la sincro-
nizzazione, viceversa con  un aumento di C1 si ha una diminuzione di + con relativo peggioramento 
della sincronizzazione. Per quel che riguarda i valori della resistenza R, la situazione è alquanto di-
versa, poiché non si può parlare di una relazione lineare tra 2 Å ʕK), ŜǎǎŜƴŘƻ ƭΩƻǊōƛǘŀ ŎŀƻǘƛŎŀ ŘŜƭ 
Chua molto sensibile a piccole variazioni di R. 
La MSF calcolata come sopra, riguarda circuiti identici che compongono una rete, ipotesi molto dif-
ficile da verificarsi nella realtà, soprattutto per quel che riguarda i condensatori che difficilmente 
hanno tolleranze inferiori al 3%. 

¶ Analisi delle soglie di sincronizzazione per una rete di Chua  

I parametri nominali di ogni circuito sono, come già detto al capitolo primo: 

2 ρχψπɱȟ , ρψÍ(ȟ #1=10nF, C2=100nF, Ga= -0.757mS, Gb= -0.409mS 

Da cui si ricavano i valori dei parametri adimensionali:  

ʰ
#

#
ρπ ȟ ʲ

#2

,
ρχȢφ ȟ Á '2 ρȢστ  ȟÂ '2 πȢχς 

Con il Matlab abbiamo trovato il grafico della MSF per questi valori nominali dei parametri dei 

Chua(vedi figura 2.1) 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           

9 Vedi tesi: Dr. Maiorano Claudio, Analisi sperimentale della sincronizzazione di circuiti di Chua: effetti di accoppiamen-

ti dinamici e topologie con elevati numeri di nodi ;Dr. Cesarino Claudia, Analisi sperimentale della sincronizzazione dei 
circuiti di Chua: effetti topologici di link direzionali e non direzionali 

Figura 2.1  Simulazione Matlab della MSF di I tipo (i valori sono inizialmente positivi,per poi decresce-

re, fino a diventare negativi  in corrispondenza di un certo valore di K). 

MSF 

YҐŎμ˂2|  
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Per poter ottenere una buona sincronizzazione degli N Chua di una rete, dobbiamo scegliere K nel-

la regione negativa della MSF,e perciò si avrà in questo caso un K>= 7.01 , poiché per questi valori 

di K gli esponenti di Ljapunov avranno tutti valori negativi. Per valori minori del valore limite 

(K=7.01) ci sarà almeno un esponente di Ljapunov con parte reale positiva e ciò porterà ad una de-

sincronizzazione del sistema. 

Essendo : 

+
˂#2

2#
 

Anche la variazione dei parametri C1, C2 , R, Rc , come abbiamo già visto nel paragrafo precedente, 

facendo aumentare o diminuire K, ha influenza sulla sincronizzazione. Naturalmente questo non 

vale tanto per il parametro R, dal quale dipende il comportamento caotico. Per trovare il valore 

ŘŜƭƭŀ ǊŜǎƛǎǘŜƴȊŀ Řƛ ŎƻƭƭŜƎŀƳŜƴǘƻ ǘǊŀ ƛ ŎƛǊŎǳƛǘƛ ŘŜƭ ǎƛǎǘŜƳŀΣ ŝ ƴŜŎŜǎǎŀǊƛƻ ǇǊƛƳŀ ǘǊƻǾŀǊŜ ˂2 che è il 

massimo autovalore, diverso da zero, della matrice di collegamento A, la quale varia a seconda 

della topologia di connessione. 

2.1.2 Accoppiamento di due circuiti di Chua 

Consideriamo due sistemi caotici identici, di cui il secondo  sia Øȭ ʐ  ȟ Ùȭ ʐ  ȟ Úȭ ʐ , con le stesse 

equazioni di stato che abbiamo visto nel paragrafo precedente per il singolo circuito Ø ʐ  ȟ Ù ʐ  ȟ 

Ú ʐ Ȣ Definiamo un sistema differenza ʊ ʐ Ð ʐ  ȟ Ñ ʐ  ȟ Ò ʐ ȟ dove: 

 

                                                                 Ð ʐ Ø ʐ-Øȭ ʐ 

                                                                 Ñ ʐ Ù ʐ-Ùȭ ʐ 

                                                                 Ò ʐ Ú ʐ-Úȭ ʐ 

Le equazioni adimensionali dei due circuiti saranno allora: 

 

                                                            Øɻ(y-x-g(x))+ ɿx Øȭ-x) 

                                                            Ø-y+z+ ɿy Ùȭ-y) 

                                                            ŀ -ɼy +ɿz Úȭ-z) 

                                                           Ø ȭɻ Ùȭ-Øȭ Ç Øȭɿx(x-Øȭ 

                                                           ȭ Øȭ-Ùȭ Úȭ  ɿy(y-Ùȭ 

                                                            ŀȭ-ɼÙȭ ɿz(z-Úȭ 

 

se i due circuiti sono collegati attraverso tutte e tre le variabili di stato. 

Supponiamo che esistano valori (ɻ 1 Σ ʵ2) tale che per ɻ1< ɻ ғ2ɻ Σ ŘƻǾŜ ʵ ƛƴŘƛŎŀ xɻ Σ ʵy o ɻ z , la parte  
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reale degli autovalori delle due matrici jacobiane ricavate dalle equazioni precedenti10 : 

ʰ Áh ςɻ ʰ π
ρ ρ ςɻ ρ

π ʲ ςɻ
 

 

ʰ Âh ςɻ ʰ π
ρ ρ ςɻ ρ

π ʲ ςɻ
 

sia negativa. Allora il sottosistema {ØȟÙȟÚȟØȭȟÙȭȟÚȭȡ Ø ØȭȟÙ ÙȭȟÚ Úȭ}  è stabile per ogni  ɿ1< ɿ ɿ2  , nel 
ǎŜƴǎƻ ŎƘŜ ǘǳǘǘŜ ƭŜ ǘǊŀƛŜǘǘƻǊƛŜ ƴŜƛ ŘǳŜ ǎƛǎǘŜƳƛ ǎƛ ŀǾǾƛŎƛƴŀƴƻ ƭΩǳƴŀ ŀƭƭΩŀƭǘǊŀ ŀǎƛƴǘƻǘƛŎŀƳŜƴǘŜΣ ƛƴŘƛǇŜn-
dentemente dalle condizioni iniziali, ciò significa che esse sono nella zona di attrazione. Conse-
guentemente abbiamo: 

 

                                                          ɻq-ɻp-ɻ[g(x) -Ç Øȭ-2ɿxp 

                                                           Ñ Ð-q+r -2ɿyq 

                                                           -ɼq-2ɿzr 

 

dal momento che  g(x)-Ç Øȭ Çȭ ʂ Ø-Øȭ  Å Çȭ ʂ contiene i due valori a , b , detto sistema  si ridu-

ce al sistema lineare: 

Ð
Ñ
Ò

!
Ð
Ñ
Ò

 

5ƻǾŜ ƭŀ ƳŀǘǊƛŎŜ ! ŝ Ŏƻǎǘƛǘǳƛǘŀ ŘŀƭƭΩǳƴŀ ƻ ŘŀƭƭΩŀƭǘǊŀ tra le matrici appena menzionate. Se la parte 

ǊŜŀƭŜ Řƛ ǘǳǘǘƛ Ǝƭƛ ŀǳǘƻǾŀƭƻǊƛ Řƛ ǉǳŜǎǘŜ ŘǳŜ ƳŀǘǊƛŎƛ ŝ ƴŜƎŀǘƛǾŀΣ ƴŜ ŎƻƴǎŜƎǳŜ ŎƘŜ ƭΩŜǉǳƛƭƛōǊƛƻ ŝ ǎǘŀōƛƭŜΦ 

È importante tener presente che questo teorema dà solo condizioni sufficienti per la sincronizza-

zione, quƛƴŘƛ ŀƴŎƘŜ ǎŜ ƴƻƴ ǇƻǎǎƛŀƳƻ ǘǊƻǾŀǊŜ ʵ1 Ŝ ʵ2 , questo non significa che il sistema non può 

essere sincronizzato debolmente, nel senso che se le traiettorie perturbate corrispondenti alla re-

gione interna Do ŘƛǾŜǊƎƻƴƻ ŘŀƭƭΩƻǊƛƎƛƴŜ όŎƘŜ ǎƛ ŀǎǎǳƳŜ ŜǎǎŜǊŜ ƛƴǎǘŀōƛle), quelle corrispondenti alle 

altre regioni (per ipotesi assunte come asintoticamente stabili), possono convergere allo zero, così 

ŎƘŜ ƴƻƴ ŎΩŝ ŀōōŀǎǘŀƴȊŀ ǘŜƳǇƻ ǇŜǊ ƻƎƴƛ ǘǊŀƛŜǘǘƻǊƛŀ ǇŜǊ ŘƛǾŜǊƎŜǊŜ ǘǊƻǇǇƻ ƭƻƴǘŀƴƻ ŘŀƭƭΩƻǊƛƎƛƴŜΣ ǇǊƛƳŀ 

di raggiungere di nuovo le altre due regioni D+1 o D-1  , dove Do  è la regione dello spazio compresa 

tra i piani x= -1 e x=1, D-1  è la regione dello spazio a sinistra del piano x= -1, D+1   è la regione a 

destra del piano x=1 . 

 

 

                                                           
10

 Cfr. Leon Chua, op. cit. , pag. 97 
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¶ Circuiti accoppiati attraverso le variabili x, y, e z 

Consideriamo due circuiti accoppiati attraverso la sola variabile di stato x (vedi figura 2.2) 

 

 

 

 

 

                                        

Le equazioni in questo caso diventano: 

                                                                Øɻ(y-x-g(x))+ ɿx Øȭ-x) 

                                                               Ø-y+z  

                                                               ŀ -ɼy  

                                                               Ø ȭɻ Ùȭ-Øȭ Ç Øȭɿx(x-Øȭ 

                                                               ȭ Øȭ-Ùȭ Úȭ 

                                                               ŀȭ-ɼÙȭ  

dove: 

ʵ
2

2
 

Il sistema differenza è : 

                                                               ɻq-ɻp-ɻsip-2ɿxp 

                                                               Ñ Ð-q+r  

                                                                -ɼq 

 

quindi : 

Ð
Ñ
Ò

ʰ Óh ςɻ ʰ π
ρ ρ ρ
π ʲ π

Ð
Ñ
Ò

 

Dove si=a , b;  i=1 , 2  

[ΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŎŀǊŀǘǘŜǊƛǎǘƛŎŀ ŝΥ 

                                                ʇ3 Ëʇ2 ʍʇ ʎ π 

ǎŜ  ˋ Ҕл Σ ˊҔл Σ Ŝ Ëʍ- ʎ π allora p=q=r=0  è un punto stabile e i sottosistemi saranno sincronizza-

ti. 

Figura 2.2 Due circuiti di Chua accoppiati attraverso la variabile x 
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tƻƴŜƴŘƻ  ƛƭ ǾŀƭƻǊŜ Řƛ ʵx Ґ рΦрс  Řƛ ŎƻƴǎŜƎǳŜƴȊŀ ƛ ǎƻǘǘƻǎƛǎǘŜƳƛ ǎŀǊŀƴƴƻ ǎƛƴŎǊƻƴƛȊȊŀǘƛ ǇŜǊ ƻƎƴƛ ʵx җ 

5.56 .  Per valori minori è impossibile fare previsioni, ma dalle misure sperimentali e numeriche11, 

ǎƛ ǊƛŎŀǾŀ ŎƘŜ ƛƭ ŎƛǊŎǳƛǘƻ ǎŀǊŁ ǎƛƴŎǊƻƴƛȊȊŀǘƻ ǇŜǊ ʵx>0.5.  Consideriamo due circuiti accoppiati attraver-

so  la variabile y (vedi figura2.3): 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

Le equazioni di stato in questo caso sono: 

 

                                                             Øɻ(y-x-g(x))  

                                                             Ø-y+z+ ɿy Ùȭ-y) 

                                                              ŀ -ɼy  

                                                             Ø ȭɻ Ùȭ-Øȭ Ç Øȭ 

                                                             ȭ Øȭ-Ùȭ Úȭ  ɿy(y-Ùȭ 

                                                              ŀȭ-ɼÙȭ                       

 

dove: 

ʵ
2

2
 

Sfortunatamente è impossibile applicare il teorema precedente in questo caso, poiché si ha sem-

pre almeno un autovalore positivo, ma questo non implica che questo sistema non sarà mai sin-

cronizzato. Sperimentalmente si ha sincronizzazione ǇŜǊ ʵy>5.5 e con calcoli numerici12 si ha per 

yɻ>1. Consideriamo adesso due circuiti accoppiati attraverso la variabile z: 

                                                                Øɻ Ù-x-g(x))  

                                                                 Ø-y+z  

                                                                 ŀ -ɼÙ ɿz Úȭ-z) 

                                                                 Ø ȭɻ Ùȭ-Øȭ Ç Øȭ 

                                                                 ȭ Øȭ-Ùȭ Úȭ 

                                                                 ŀȭ-ɼÙȭ ɿz(z-Úȭ 

                                                           
11

 Cfr. Leon Chua, Makoto Itoh, Ljupco Kocarev e Kevin Eckert , /Ƙŀƻǎ {ȅƴŎƘǊƻƴƛȊŀǘƛƻƴ ƛƴ /ƘǳŀΩǎ ŎƛǊŎǳƛǘ, Journal of cir-
cuits, Systems and Computers, Vol. 3 N° 1(1993)Pag. 100 
12

 Cfr. Leon Chua, op. cit. , pag. 100 
 

Figura 2.3 Due circuiti di Chua accoppiati attraverso la variabile y 
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ŎƻƳŜ ǇŜǊ ƭΩŀŎŎƻǇǇƛŀƳŜƴǘƻ ŀǘǘǊŀǾŜǊǎƻ ƭŀ ǾŀǊƛŀōƛƭŜ ȅΣ ŀƴŎƘŜ ƛƴ ǉǳŜǎǘƻ Ŏŀǎƻ ƴƻƴ ǇƻǎǎƛŀƳƻ ŀǇǇƭƛŎŀǊŜ ƛƭ 

teorema precedente, per la stessa ragione. Numericamente la sincronizzazione è stata trovata per 

лΦтғʵz<2, per un set particolare di condizioni iniziali.13 

¶ Condizioni di accoppiamento 

Si consideri una rete di N circuiti caotici collegati tra di loro attraverso una o più variabili di stato. 

Chiamiamo A la matrice di connessione, tale che: 

 ᶅ   É Ê  

se il nodo i ed il nodo j sono accoppiati, aij=1 , altrimenti aij=0   

 ᶅ   i=j   

Ǝƭƛ ŜƭŜƳŜƴǘƛ ŘŜƭƭŀ ŘƛŀƎƻƴŀƭŜ ǇǊƛƴŎƛǇŀƭŜ ǎƻŘŘƛǎŦŀƴƻ ƭΩŜƎǳŀƎƭƛŀƴȊŀΥ  

                       Á Á
 

                    ÐÅÒ É ρȟςȟȣȢȟ. 

Questa condizione implica che un autovalore della matrice A è 0 con molteplicità 1 e gli altri sono 

negativi. 

Gli stati di sincronizzazione dei circuiti nella rete possono essere caratterizzati da questi valori di-

versi da zero della matrice A. 

Si dice che una rete dinamica è sincronizzata (asintoticamente) se : 

                           x1(t)=x 2 Ô ȣȣȢȢ Øn Ô        ÃÏÎ ÔᴼЊ  . 

Conoscendo le dinamiche di un nodo isolato ed il legame di connessione con gli altri nodi, si ha che 

lo stato della rete sincronizza con la soluzione  ÓÔᶰᴘ  di un nodo isolato se : 

                           s(t)=x 1(t)=x 2 Ô ȣȣȢȢ Øn Ô        ÃÏÎ ÔᴼЊ  

ŘƻǾŜ ǎόǘύ  ǇǳƼ ŜǎǎŜǊŜ ǳƴ Ǉǳƴǘƻ Řƛ ŜǉǳƛƭƛōǊƛƻΣ ǳƴΩƻǊōƛǘŀ ǇŜǊƛƻŘƛŎŀ ƻ ǳƴ ŀǘǘǊŀǘǘƻǊŜ ŎŀƻǘƛŎƻ Ŝ ƭŀ Řƛƴa-

mica della rete è determinata dalla dinamica di un nodo isolato: 

                               Ô Æ Ó Ô 

Lemma 1: consideriamo la rete costituita da N circuiti identici accoppiati linearmente attraverso il 

primo stato di ogni circuito (nodo). Ogni nodo costituisce un sistema dinamico n dimensionale del 

tipo: 

                                     i=f(x i)+u i   per ui  = ÁØ    (vedi paragrafi seguenti). 

{ǳǇǇƻƴƛŀƳƻ ŎƘŜ ˂2 sia il più grande autovalore diverso da zero della matrice di connessione A, lo 

stato di sincronizzazione della rete definito come sopra è asintoticamente stabile se:                                                        

ʇ
4

Ã
 

                                                           
13

 Cfr Leon Chua, Makoto Itoh, Ljupco Kocarev e Kevin Eckert , /Ƙŀƻǎ {ȅƴŎƘǊƻƴƛȊŀǘƛƻƴ ƛƴ /ƘǳŀΩǎ ŎƛǊŎǳƛǘ, Journal of cir-
cuits, Systems and Computers, Vol. 3 N° 1(1993)Pag.  103 
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a)globally con-

nected 

b)nearest neighbor 

c)star d)array 

dove c>0  è il legame di accoppiamento della rete e T è una costante positiva della rete, tale che 

zero è un punto di stabilità del sistema ad N dimensioni 

                                                               ŀ1=f 1(z) -Tz1          

                                                               ŀ2=f 2(z)  

                                                           ȣȣȣȣȢ 

                                                           ȣȣȣȣȢ 

                                                               ŀN=f N(z)  

Tale sistema14 è il modello di un singolo nodo con autoretroazione ɀTz1 , dove T è la costante posi-

tiva tale da, come detto prima, stabilizzare una singola cella; ƭΩƛƴǘŜǊŀ ǊŜǘŜ ǾƛŜƴŜ ǎtabilizzata se ri-

spetta la condizione (1). 

2.1.3 Topologie regolari di N circuiti di Chua 

Mostriamo adesso alcune possibili topologie di connessione15 fra i nodi di un circuito: 

 

 

 

 

 

 

 

¶ Globally-coupled network 

 

Tale configurazione si ha quando ogni circuito- nodo è direttamente connesso a tutti gli altri nodi 

della rete. 

 

 

 

 

 

 

La corrispondente matrice di connessione è : 

 

                                                           
14

 Cfr. Posadas- Castillo,Hernandez,Cruz-Hernandez e Lopez-Gutierrez, {ȅƴŎǊƻƴƛȊŀǘƛƻƴ ƛƴ ŀ ƴŜǘǿƻǊƪ ƻŦ /ƘǳŀΩǎ ŎƛǊŎǳƛǘǎ, 
forth lasted International conference , CIRCUITS, SIGNALS AND SYSTEMS,novembre 2006,San Francisco , CA,USA. Pag. 
237 
15

 Cfr. Posadas- Castillo,Hernandez,Cruz-Hernandez e Lopez-Gutierrez op.cit.  pag. 237 

Figura 2.4 globally connected 

(1) 
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!

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
. ρ ρ ρ
ρ . ρ ρ
ể
ρ
ρ

Ệ
ρ
ρ

Ệ
ρ
ρ

     

Ễ ρ
Ễ ρ
Ệ
ȣ
Ễ

ể
ρ
. ρỨ

ủ
ủ
ủ
Ủ

 

Questa matrice ha un singolo autovalore uguale a zero e tutti gli altri uguali a ɀN. Il secondo auto-

valore più grande ʇ2gc= -N decresce a -Њ per .ᴼЊ :  

ÌÉÍ
ᴼ
˂ π 

Esempio con quattro reti Chua: 

                                                  Agc=

σ ρ ρ ρ
ρ σ ρ ρ
ρ
ρ

ρ
ρ

σ
ρ

ρ
σ

     

Questa matrice presenta un autovalore uguale a zero e tre autovalori pari a -4,per cui anche  

ʇ2= -4, e chiamando  Rc la resistenza di collegamento tra i Chua della rete 

2  
#2ȿ˂ȿ

+#
ρρςψσʍ 

Per i seguenti valori nominali: 

C2 ρπÎȟ2 ρχψπȟʇ2=4,K=6.31,C1=100n , ed anche con uno scostamento di circa ±10 % di Rc, si 

avrà sincronizzazione, tanto migliore quanto più bassa è la resistenza Rc. Aumentando, invece la 

resistenza, si avrà prima un peggioramento, e poi un miglioramento. Per un valore16 di c=10, con le 

condizioni iniziali x11=1,, x12= -1,  x13 =3, x14= -3,ed un collegamento attraverso la prima variabile 

di stato, la sincronizzazione si raggiunge in circa 5 sec. Per un collegamento attraverso la seconda 

variabile di stato, per es. x11,, x22,  x32, x42, la sincronizzazione si raggiungerà in circa 15 sec.,e così 

pure per un legame attraverso la terza variabile di stato,ad es.  x13,, x23,  x33, x43. 

¶ Nearest-neighbor coupled network 

Questa configurazione consiste in N circuiti collegati ad anello (vedi figura 2.5)  ed ogni cella i è 

adiacente alle celle vicine É ρ ȟ  É ς ȟ  É σ ȟ ȣȢȢ ȟ É ËȾς, dove k=costante. 

 

 

 

 

Le equazioni di stato della rete sono : 

                                                           
16

 Cfr. Posadas Castillo,op.cit.,pag.239 

Figura 2.5 Nearest Neighbor coupled network 
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                                    i=f(x i)+cВ !
ϳ

(x i+j +x i-j-2xi)       ÐÅÒ É ρ ȟ ς ȟ ȣȢ ȟ . 

La matrice Anc è data da: 

                                              Anc=

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ς ρ π Ễ ρ
ρ ς ρ π Ễ
ể Ệ Ệ Ễ Ệ
π Ệ ρ ς ρ
ρ π Ễ ρ ςỨ

ủ
ủ
ủ
Ủ

 

e il secondo autovalore più grande può essere trovato in questo modo: 

                                                                   ˂ ÓÅÎ
ˉ

ϳ

 

ÌÉÍ
қO
˂ π 

 

Questa condizione implica che la rete non è sincronizzata, se il numero di circuiti è grande. 

Esempio con quattro circuiti di Chua: 

                                                    Anc=

ς ρ π ρ
ρ ς ρ π
π ρ ς ρ
ρ π ρ ς

 

 

Gli autovalori sono ˂1=-4 , ˂ 2= ˂ 3=-2,  ˂ 4=0 con il legame di connessione c=10 e come condizioni ini-

ziali le stesse del caso precedente, il tempo per raggiungere la sincronizzazione con un collega-

mento di tutti i nodi attraverso a prima variabile sarà di circa 20 sec., maggiore quindi del caso 

precedente.17 In tal caso dovrà essere Rc Җ  рспмҠΣ ǳǘƛƭƛȊȊŀƴŘƻ ƭŀ ŦƻǊƳǳƭŀ ƎƛŁ Ǿƛǎǘŀ ƴŜƭ ǇǊŜŎŜŘŜƴǘŜ 

paragrafo: 

 

                                                             2
#2ȿʇȿ

+#
 

 

e gli stessi parametri nominali di cui sopra. 

 Tale valore costituirà, come visto sopra, il limite massimo tra sincronizzazione e non-

sincronizzazione. 

 

 

 

 

¶  
                                                           
17

 Cfr. Posadas Castillo,op.cit.,pag.239 
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¶ Star coupled network 

La configurazione di accoppiamento di tipo star è mostrata nella figura seguente: 

 

 

 

 

 

la matrice Asc  è: 

                                Asc=

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
. ρ ρ ρ Ễ ρ
ρ ρ π Ễ π
ể Ệ Ệ Ệ ể
ρ π π Ễ ể
ρ π π Ễ ρỨ

ủ
ủ
ủ
Ủ

 

Gli autovalori sono   {0,-N,-мΣ Χ Σ-1}. 
5ΩŀƭǘǊŀ ǇŀǊǘŜ ƛƭ ǎŜŎƻƴŘƻ ǇƛǴ ƎǊŀƴŘŜ ŀǳƻǾŀƭƻǊŜ ŝ ˂2sc=-1 , che non è legato alla dimensione della re-
te, poiché:                                      

ÌÉÍ
қO
˂ ρ 

Per cinque circuiti accoppiati bidirezionalmente a stella la matrice di connessione è:         
 

!

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
τ ρ ρ ρ ρ
ρ ρ π π π
ρ π ρ π π
ρ π π ρ π
ρ π π π ρỨ

ủ
ủ
ủ
Ủ

 

                                                           
Gli autovalori sono: {0, -5, -1 , -1 , -мϒ Ŏƻƴ ˂2=-1 

¶ Circuiti di otto Chua 

Per una connessione di tipo nearest neighbor di otto Chua (vedi Figura 2.7),  

 

 

  

 

 

 

 

Figura 2.6 Collegamento a stella  

 N2 

N1 N3 

N4 

N5 

Figura  2.7  Collegamento di tipo nearest neighbor, con otto circuiti 

1 2 

8 3 

7 4 

6 5 
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la matrice di collegamento è:    

!

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ς ρ π π π π π ρ
ρ ς ρ π π π π π
π ρ ς ρ π π π π
π π ρ ς ρ π π π
π π π ρ ς ρ π π
π π π π ρ ς ρ π
π π π π π ρ ς ρ
ρ π π π π π ρ ςỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

                                                 

I cui autovalori sono: -4.0000  -3.4142   -3.4142   -2.0000   -2.0000   -0.5858   -0.5858   

0.0000,come si può vedere tutti interi, poiché la matrice è simmetrica, e negativi; 2˂ =-0,5858 e la 

resistenza di collegamento sarà allora, per Klim = 6.31, (valore trovato sperimentalmente in labora-

torio) e  ȿʇ2|=0.58  

2  
˂#2

+#
ρȢτχτ+ʍ 

che possiamo considerare il limite massimo per ottenere una buona sincronizzazione. 

Per una connessione del tipo globally connected degli otto Chua,( figura2.8) 

 

 

 

 

 

 

 

 

La matrice di collegamento è: 

!

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
χ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ
ρ χ ρ ρ ρ ρ ρ ρ
ρ ρ χ ρ ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ χ ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ χ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ ρ χ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ ρ ρ χ ρ
ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ χỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 

I suoi autovalori sono -8.0000  -8.0000    -8.000   -8.000   -8.0000   -8.0000     -8.0000    0.0000, co-

me si può vedere tutti interi, poiché la matrice è simmetrica, e negativi; 2˂ = -8 e la resistenza di 

ŎƻƭƭŜƎŀƳŜƴǘƻ ǎŀǊŁ ŀƭƭƻǊŀΣ ǇŜǊ ǉǳŜǎǘƛ ǾŀƭƻǊƛ ǘǊƻǾŀǘƛ Řƛ Y Ŝ ˂2 :       

1 2 

8 3 

7 4 

6 5 

Figura 2.8  collegamento di tipo globally connected, con otto circuiti di Chua 
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2  
˂#2

+#
ςπȢπυφ +ɱ 

che possiamo considerare il limite massimo per ottenere una buona sincronizzazione. 

Per una connessione di tipo Hub degli otto Chua (vedi figura 2.9) 

 

 

 

 

 

 

La matrice di connessione è:        

                      

!

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
τ ρ ρ ρ ρ π π π
ρ ρ π π π π π π
ρ π ρ π π π π π
ρ π π ρ π π π π
ρ π π π τ ρ ρ ρ
π π π π ρ ρ π π
π π π π ρ π ρ π
π π π π ρ π π ρỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 

I suoi autovalori sono  -5.6458   -4.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -0.3542    0.0000 

ʇ2= -0.3542    Rc фффʍΦ 

Per una connessione di tipo second nearest neigbor degli otto Chua(vedi Figura 2.10):  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

la matrice di connessione è:  

8 

7 3 5 

4 6 

2 

1 

Figura 2.9 Collegamento di tipo Hub di otto circuiti 

1 2 

8 3 

7 4 

6 5 

Figura 2.10 Configurazione second nearest neighbor 
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                                    Asnn=

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
τ
ρ
ρ
π
π
π
ρ
ρ

ρ
τ
ρ
ρ
π
π
π
ρ

ρ
ρ
τ
ρ
ρ
π
π
π

π
ρ
ρ
τ
ρ
ρ
π
π

π
π
ρ
ρ
τ
ρ
ρ
π

π
π
π
ρ
ρ
τ
ρ
ρ

ρ
π
π
π
ρ
ρ
τ
ρ

ρ
ρ
π
π
π
ρ
ρ
τỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

Gli autovalori di tale matrice sono: 

                         0 , -2.59 , -5.41 , -4 , -6 , -2.59 , -6 , -5.41 

ʇ2 = -2.59  Rc  χȢσπφ+ɱ 

Mostreremo in seguito alcune verifiche eseguite con il programma SwitcherCad della sincronizza-

zione di 4 e 8 circuiti, utilizzando per le resistenze di collegamento tra i vari circuiti il valore  della 

resistenza di soglia, cioè della resistenza ottenuta con il programma Matlab per valori nominali dei 

circuiti di Chua, la quale, come detto precedentemente, costituisce il limite tra sincronizzazione e 

non sincronizzazione. Per verificare sperimentalmente i circuiti con SwitcherCad ed avvicinarsi il 

più possibile alla realtà, sono state introdotte le tolleranze (0,01% per le capacità, 0.5% per le resi-

stenze). Infatti a livello industriale è pressoché impossibile realizzare resistori o condensatori iden-

tici, ed inoltre è importante conoscere le condizioni iniziali di un sistema caotico per verificarne il 

comportamento degli istanti successivi. 

 

2.1.4 Simulazioni con SwitcherCad  

¶ Quattro circuiti di Chua, connessi in modalità globally connected 

Nella figura seguente è mostrato il comportamento di quattro circuiti di Chua x1 , x2 , x3 , x4  ini-

zialmente non accoppiati. I parametri di questi circuiti sono gli stessi che abbiamo usato preceden-

temente, ma con una tolleranza random di max 0.5% per le resistenze e di max 0.01% per le capa-

cità. Nella figura successiva mostriamo la simulazione SwitcherCad del comportamento degli stessi 

quattro circuiti x1 , x2 , x3 , x4 collegati tra loro secondo la modalità globally connected attraverso la 

variabile x: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.11a  Schema di quattro circuiti di Chua, non collegati tra loro  
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Nella figura successiva mostriamo, con una simulazione SwitcherCad, il comportamento degli stes-

si quattro circuiti collegati tra loro, secondo la modalità globally-connected, attraverso la variabile 

x, con una resistenza di collegamento Rc ρρπππɱ. La resistenza di soglia per un rete di questo ti-

po, con quattro circuiti di Chua come nodi, in modalità globally connected, trovata con il Matlab, è 

Rth=ммнупʍΣ ǇŜǊ ǇŀǊŀƳŜǘǊƛ ƴƻƳƛƴŀƭƛ Řƛ ǉǳŜǎǘƛ ŎƛǊŎǳƛǘƛΣ Klim= 6.31, ʇ2= -4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.11b Simulazione SwitcherCad nel piano delle fasi,  del comportamento di 

quattro circuiti di Chua con parametri e tolleranze definiti precedentemente, non 

collegati tra loro, 

Figura 2.12 b Simulazione SwitcherCad,  nel piano delle fasi , del comportamento di quat-

tro circuiti di Chua, con parametri e tolleranze precedentemente citati, collegati tra loro 

attraverso il parametro  x  

Figura 2.12a  schema di quattro circuiti di Chua, collegati tra loro  secondo la modalità globally-

connected attraverso il parametro x, con Rc=11000 
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Gli interruttori utilizzati nella figura 2.12a permettono di avere una fase iniziale in cui i circuiti lavo-

rano autonomamente; con la chiusura degli interruttori si ha interazione tra i nodi e si possono va-

lutare le condizioni di sincronizzazione. 

¶ Otto circuiti di Chua connessi in modalità globally connected 

Per le prossime simulazioni, a causa del grande numero di nodi e di connessioni, utilizzeremo il  

subcircuito mostrato in figura 2.13, che comprende anche le tolleranze random per resistenze e 

capacità, fatta eccezione per R, per poter rappresentare i circuiti di Chua con il new symbol rap-

presentato in figura 2.14: 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

Figura2.12c Simulazione SwitcherCad,  nello spazio di stato,del com-

portamento dei precedenti  quattro circuiti di Chua  

Figura 2.13 Subcircuito che comprende anche le tolleranze random per i parame-

tri del  circuito 

Figura 2.14  new symbol del circuito di Chua 



36 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.15a Schema di otto circuiti di Chua, collegati tra loro  secondo la mo-

dalità globally-connected attraverso il parametro x, con RcҐннлллʍ 

 

Figura 2.15b Simulazione SwitcherCad,  nel piano  delle fasi del comportamento di otto  cir-

cuiti di Chua, con parametri e tolleranze precedentemente citati, collegati tra loro attraver-

so il parametro  x  

Figura 2.15c Simulazione SwitcherCad,  nello spazio  di stato del comportamento degli otto 

circuiti precedenti  
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2.2 Controllo 

2.2.1  I sistemi drive ς response18 

Come abbiamo già visto nel paragrafo 2.1, si parla di connessione direzionale, (o drive-response), 

quando il circuito driver controlla il circuito slave (o response).Pecora e Carrol hanno dimostrato 

che i sistemi saranno sincronizzati se i CLE del sistema response sono tutti negativi. I CLE si trovano 

ŎŀƭŎƻƭŀƴŘƻ Ǝƭƛ ŜǎǇƻƴŜƴǘƛ Řƛ [ƧŀǇǳƴƻǾ ǇŜǊ ƭΩƛƴǘŜǊƻ 2n-m sistema dimensionale e comparando questi 

agli esponenti di Ljapunov del sistema drive n-dimensionale. I rimanenti n-m esponenti di Ljapun-

ov saranno i CLE del sistema response. CΩŝ ǳƴ ƳŜǘƻŘƻ ǊŜƭŀǘivamente semplice per vedere se i CLE 

saranno negativi, supponendo che il sottosistema sia lineare.  Sia ʊ(t)=w(t) -×ȭ Ô, chiamando ʊ il 

sistema differenza, avremo:  ʊÔ Ô- ȭ Ô =h(v,w) -È Öȟ×ȭ. Se il sottosistema è lineare ab-

biamo: ʊ Ô !ʊ(t) , dove A è una (n-m)x(n -m)  matrice costante. Consideriamo come autovalori di 

A  ʇ1 ȟ ʇ2 ȟ ȣȢ ȟ ʇn-m ;  le parti reali di questi autovalori sono per definizione i CLE cercati; se tutti i 

CLE sono negativi allora  O Ô˅ π Ŝ ƛ ǎƻǘǘƻǎƛǎǘŜƳƛ ǎŀǊŀƴƴƻ ǎƛƴŎǊƻƴƛȊȊŀǘƛΤ ǎŜ ŎΩŝ ǳƴ /[9 ǇƻǎƛǘƛǾƻΣ 

i sistemi si svilupperanno separatamente più lontano, per ÔЊO e di conseguenza non saranno mai 

sincronizzati. Un caso intermedio occorre se uno o più CLE sono zero, ma nessuno è positivo; per 

ÔЊO i sottosistemi saranno separati da una distanza fissa B, dipendente dalla condizioni iniziali. Se 

i sottosistemi sono sottocircuiti lineari con elementi passivi, è banale calcolare i CLE, se i sottosi-

stemi sono non lineari, i CLE non sono così facilmente determinati, quindi è necessario ricorrere ad 

un software. In seguito ci occuperemo di tre configurazioni di sistemi drive- response. 

 

Configurazioni x-drive, y-drive, z-drive 

Nella configurazione x-drive, come nelle altre due configurazioni prese in esame, il circuito master 

è collegato al resto del sistema, (nella figura 2.16 ad un altro circuito), attraverso un  amplificatore 

operazionale di tipo buffer, che, a causa della sua resistenza di ingresso infinita, e della bassa resi-

stenza di uscita, permette il collegamento monodirezionale del driver al master. 

 

 

 

 

 

Le equazioni di stato diventano: 

                                          Á Ù-Ø-Ç Ø                  ȭ Ø-Ùȭ Úȭ  

                                          Ø-Ù Ú                          ŀȭ-ɼÙȭ      

                                          ŀ -ɼy       

                                                           
18

 Cfr Leon Chua, Makoto Itoh, Ljupco Kocarev e Kevin Eckert , /Ƙŀƻǎ {ȅƴŎƘǊƻƴƛȊŀǘƛƻƴ ƛƴ /ƘǳŀΩǎ ŎƛǊŎǳƛǘ, Journal of cir-
cuits, Systems and Computers, Vol. 3 N° 1(1993)Pag.  98 e sgg. 

Figura 2.16 Configurazione x-drive 
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Il sistema differenza in forma matriciale sarà allora: 

Ñ
Ò

ρ ρ
ʲ π

Ñ
Ò

 

I CLE sono -0.5 , -0.5 e i sistemi sincronizzano. 

Nella configurazione y-drive, rappresentata nella figura seguente: 

 

 

 

 

 

Le equazioni di stato sono: 

                                   Á Ù-Ø-Ç Ø                  ȭɻ Ù-Øȭ-Ç Øȭ 

                                   Ø-y+z                           ŀȭ-ɼÙȭ      

                                   ŀ -ɼy       

I CLE sono -2.5 , ±0.05 , 0; come da aspettativa il sistema sincronizza, ma  Ú ʐ  e Úȭ ʐ rimarranno a 

una distanza costante B tra di loro. 

Nella configurazione z-drive, le equazioni di stato del circuito sono: 

                                    Á Ù-x-g(x))                     ȭɻ Ù-Øȭ-Ç Øȭ 

                                    Ø-y+z                                ȭ Ø-Ùȭ Úȭ 

                                    ŀ -ɼÙ       

In questo caso sperimentalmente si è visto che è impossibile avere sincronizzazione, poiché i CLE 

non sono tutti negativi. 

2.2 Il pinning 

Il pinning è la tecnica che consente di pilotare una rete di dispositivi attraverso un dispositivo lea-

der. 

 

 

 

 

 

 
Globally connected Nearest neighbor coupled 

Figura 2.17 Configurazione y-drive 
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Il leader è collegato in modo unidirezionale tramite un amplificatore operazionale ad uno o più di-

ǎǇƻǎƛǘƛǾƛ ŘŜƭƭŀ ǊŜǘŜ Ŝ ǘŜƴŘŜ ŀ ŦƻǊȊŀǊŜ ǉǳŜǎǘΩǳƭǘƛƳŀ ŀ ǎŜƎǳƛǊŜ ƭŀ ǇǊƻǇǊƛŀ ǘǊŀƛŜǘǘƻǊƛŀΦ 

Consideriamo la sincronizzazione multipla di circuiti di Chua accoppiati, in comportamento caoti-

co; imponiamo particolari dinamiche da un circuito master ai circuiti slaves della rete complessa, 

quando i circuiti sono accoppiati  con diverse topologie, come per esempio accoppiamenti di tipo 

globally coupled, nearest neighbor, star. 

I sistemi naturali ed artificiali sono composti da migliaia di unità (celle), delle quali noi possiamo 

conoscere o non conoscere il comportamento individuale. 

Consideriamo una rete complessa di N celle identiche, accoppiate linearmente attraverso la varia-

bile x; ogni cella costituisce un sistema dinamico ad N dimensoni come segue: 

                                                                     i=f(x i)+u i   

oppure in modo esplicito:  

                                                                     i1=f 1(x i)+u i 1  

                                                                       i2=f 2(x i) 

                                                                        ȣȣȣȣ 

                                                                        ȣȣȣȣ 

                                                                       iN=f N(x i) 

dove xi = (x i1, xi2ȟȣȣȢȟØiN)T  ɴ ד   sono gli stati della cella i; ui  ɴד , ui1=c ÁØ ᶰד  sono 

gli ingressi della cella, A=(a ij)NxN è la matrice di accoppiamento che rappresenta la configurazione 

di accoppiamento nella rete, e c > 0 rappresenta il legame di connessione tra i nodi della rete. 

Poiché Ã˂ Ä , ed essendo ʇ2<0 , Ä<0  , la disuguaglianza è equivalente a Ã
˂

 e nel caso di 

collegamento attraverso la sola variabile x, possiamo mettere Ä Á =  10. Un grande valore del 

modulo di ʇ2 implica che la rete può essere sincronizzata per un piccolo valore del parametro di 

connessione c. 

 

 

 

 

 

 

 

 

La figura mostra la struttura di una cella isolata con un singolo ingresso ed una singola uscita; 

ƭΩƻǳǘǇǳǘ ǇǳƼ ŜǎǎŜǊŜ ŘŜŦƛƴƛǘƻ ŎƻƳŜ yi1=g i(x i)  dove gi ŝ ǳƴŀ ŦǳƴȊƛƻƴŜ ƴƻƴ ƭƛƴŜŀǊŜ ŘŜƎƭƛ ǎǘŀǘƛΣ ŘΩŀƭǘǊŀ 

ǇŀǊǘŜ ƛƴ Ƴƻƭǘƛ Ŏŀǎƛ ƭΩǳǎŎƛǘŀ ŎƘŜ Ŏƛ ƛƴǘŜǊŜǎǎŀ ŎƻƛƴŎƛŘŜ Ŏƻƴ ǳƴƻ ŘŜƎƭƛ ǎǘŀǘƛΣ ǇŜǊ ŜǎŜƳǇƛƻ yi1=x i1 cioè il 

primo stato di ogni cella. 

 

 

Uscite 

Stati 

xi ingressi 

ui yi 

Figura 2.18  cella isolata con ingressi ui1 stati xi ed uscite yi1 
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¶ Star coupled network con un nodo isolato(master) 
 

Nei casi precedenti  abbiamo considerato una rete di circuiti di Chua senza nodo isolatoΣΩƳŀǎǘŜǊΩ; 
adesso consideriamo il caso in cui N1 è isolato e questo nodo imporrà le sue dinamiche agli altri 
(N2, N3 , N4)  come da figura 2.19: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La corrispondente matrice di connessione è la seguente: 
 

                                                 Asc=

π  π    π    π
ρ
ρ
ρ

ρ
   π
   π

 π
ρ
  π

π
π
ρ

 

 
I corrispondenti autovalori sono ʇ1  ʇ2  ʇ3  ʇ4= -1 , con il fattore di accoppiamento c=10 e con 
condizioni iniziali le stesse del caso precedente, con questi valori il lemma 1 garantisce la completa 
sincronizzazione del network della rete. 
Noi possiamo osservare che il tempo di sincronizzazione19 per il il collegamento attraverso la va-
riabile x dei circuiti di Chua (x11 , x21 , x31 ,x41 )  è approssimativamente 20s. 
 

¶ Globally coupled network con nodo isolato(master) 
 
Consideriamo un network di circuiti di Chua in configurazione globally coupled (fig 2.10.3) dove il  
nodo N1 è isolato ed imporrà le sue dinamiche caotiche agli altri nodi della rete ( N2 , N3 , N4 )  . 
 
 
 
 
 
 
 
 
La matrice Agc  sarà data da: 

                                           !

π π π   π
ρ
ρ
ρ

σ
ρ
ρ

ρ
σ
ρ

ρ
ρ
σ

 

 
I corrispondenti autovalori sono ʇ1= -4 ȟ ʇ2= -ρ ȟ ʇ3= -τ ȟ ʇ4=0) . 
                                                           
19

 Cfr.Posadas-Castllo ed altri,op. cit.,pag.240 

Figura 2.19 Network di quattro celle accoppiate in configurazione star con il nodo 

isolato N1 che impone le sue dinamiche caotiche agli altri (N2 , N3 , N4 ) 

 

Figura 2.20  Network di quattro celle accoppiate in configurazione globally coupled con 

il nodo isolato N1 che impone le sue dinamiche caotiche agli altri (N2 , N3 , N4 ) 

 
N2 

N1 

N3 N4 

 
N1 N2 

N3 N4 
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2.2.3 Collegamenti master- slave   

Il circuito s funge da master per la rete di otto circuiti collegati con la configurazione globally con-

nected, cioè impone le sue dinamiche agli altri nodi del circuito(x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6 , x7 , x8 )  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La matrice di connessione per tale rete è la seguente, se il circuito master è collegato ad un solo 

nodo:                      

 

!

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
π π π π π π π π π
ρ ψ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ
π ρ χ ρ ρ ρ ρ ρ ρ
π ρ ρ χ ρ ρ ρ ρ ρ
π ρ ρ ρ χ ρ ρ ρ ρ
π ρ ρ ρ ρ χ ρ ρ ρ
π ρ ρ ρ ρ ρ χ ρ ρ
π ρ ρ ρ ρ ρ ρ χ ρ
π ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ χỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

  

Gli autovalori sono: 

-0.1125   -8.0000   -8.8875   -8.0000   -8.0000   -8.0000   -8.0000   -8.0000         0 

ʇ2 =  -0.1125 

Rc =  омтʍ 

Se i nodi pinnati sono N, cioè tutti i nodi del circuito, ˂2 è sempre uguale a -1 ,altrimenti ha un va-

lore maggiore (minore in valore assoluto), per cui anche Rc diminuisce con il diminuire del numero 

dei nodi pinnati. 

 

 

 

S 1 2 

8 3 

7 4 

6 5 

Figura 2.21 configurazione di tipo master slave di una rete di otto Chua con collegamento di 

tipo globally connected. Il circuito s funge da master ed è collegato ad un solo nodo. 
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2.2.4 Simulazioni con SwitcherCad  

¶ Pinning  di otto Chua globally connected  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Figura 2.22a Schema  SwitcherCad del pinning di otto Chua con connessione globally con-

nected , con 1 nodo pinnato ed RcҐоллʍ  wthҐомтʍ 

 

Figura 2.22b Simulazione SwitcherCad,  nel piano delle fasi, del pinning di  otto  circuiti di 

Chua  globaly connected ,con un nodo pinnato, con RcҐоллʍΣ wthҐомтʍ 

Figura 2.22c  Simulazione SwitcherCad,  nello spazio di stato, del pinning otto  cir-

cuiti di Chua  globaly connected ,con un nodo pinnato, con RcҐоллʍΣ wthҐомтʍ 
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¶ Pinning di otto Chua nearest-neighbor coupled 

 

 

 

 

                                                                                                         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.23a Schema pinning di otto Chua con connessione nearest neighbor per simula-

zione SwitcherCad, con un nodo pinnato, RcҐнллʍ  wthҐнлрʍ 

 

Figura 2.23b Simulazione SwitcherCad,  nel piano delle fasi, del pinning di otto circuiti di 

Chua  nearest-neighbor coupled, con un nodo pinnato, con RcҐнллʍΣ wthҐнлрʍ 

Figura 2.23c Simulazione SwitcherCad,  nello spazio di stato, del pinning otto  circui-

ti di Chua  nearest-neighbor coupled ,con un nodo pinnato, con RcҐоллʍΣ wthҐомтʍ 
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Come si può notare, in entrambe le simulazioni, le Rc utilizzate sono molto basse(rispettivamente 

оллʍ Ŝ нллʍύ ed aumentano per ogni nodo pinnato in più, fino ad arrivare entrambe a RthҐнунлʍΣ 

ǇŜǊ ˂2=-1, se tutti i nodi sono pinnati, come si vedrà in seguito nelle simulazioni Matlab. 
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Cap.3  Caratterizzazione topologica di reti complesse 

 

3.1 introduzione 

Una rete 20 è un insieme di elementi, chiamati vertici o nodi, connessi tra di loro; nel mondo reale 

abbondano i sistemi che prendono la forma di reti, per esempio Internet, reti neuronali e metabo-

liche e molti altri. 

Un esempio di rete con otto vertici e dieci connessioni è mostrato nella figura 3.1 

 

 

 

 

 

 

 

Una rete può essere rappresentata da un grafo; la teoria dei grafi è una branca della matematica 

discreta. Spesso si cita come primo approfondimento della teoria delle reti la soluzione del pro-

ōƭŜƳŀ ŘŜƭ ǇƻƴǘŜ Řƛ YǀƴƛǎōŜǊƎ ŘŜƭ мторΦ  

Ci sono varie topologie di reti, per esempio con differenti tipi di nodi, o con differenti tipi di con-

nessioni, e sia i nodi, sia le connessioni possono avere differenti proprietà, come per esempio nei 

social network. 

Anche nella scienza sociologica le reti sono state studiate intensivamente. Già nel 1939 i sociologi 

ŘƛƳƻǎǘǊŀǊƻƴƻ ƭΩƛƳǇƻǊǘŀƴȊŀ ŘŜƭƭŜ ŎƻƴƴŜǎǎƛƻƴƛ ǘǊŀ ƭŜ ǇŜǊǎƻƴŜΤ ǉǳŜǎǘƛ ǎǘǳŘƛ ŎƻƴǎƛǎǘŜǘǘŜǊƻ ǎƻǇǊŀǘǘǳǘǘƻ 

nel fare circolare questionari, nei quali si chiedeva di rispondere in dettaglio sulle relazioni con gli 

altri. 

Negƭƛ ǳƭǘƛƳƛ ŀƴƴƛΣ ŘΩŀƭǘǊŀ ǇŀǊǘŜΣ ŎΩŝ ǎǘŀǘƻ ǳƴƻ ǎǇƻǎǘŀƳŜƴǘƻ ŘŜƭƭΩƛƴǘŜǊŜǎǎŜ ŘŀƭƭΩŀƴŀƭƛǎƛ ŘŜƛ ǎƛƴƎƻƭƛ ƎǊŀfi 

con pochi nodi e poche connessioni alle proprietà statistiche dei grafi di larga scala. Questo nuovo 

approccio è stato in gran parte dovuto alla disponibilità dei computer e delle reti di comunicazio-

ne, che ci permettono di analizzare dati su scala più estesa rispetto al passato, quando gli studi ri-

guardavano reti di dieci o al più cento nodi, mentre adesso non è difficile incontrare reti con milio-

ni o ancƘŜ ƳƛƭƛŀǊŘƛ Řƛ ƴƻŘƛΦ vǳŜǎǘƻ ŎŀƳōƛƻ Řƛ ǎŎŀƭŀ ƳƻŘƛŦƛŎŀ ŀƴŎƘŜ ƭΩŀǇǇǊƻŎŎƛƻ ŀƴŀƭƛǘƛŎƻΦ aƻƭǘŜ 

problematiche, che precedentemente erano state poste negli studi di piccole reti, non sono utiliz-

zabili in molte reti di più larga scala; molte domande alle quali si poteva dare risposta negli studi di 

piccole reti, non sono interessanti in molte reti ǇƛǴ ƎǊŀƴŘƛΦ ¦ƴŀ ǇǊƻōƭŜƳŀǘƛŎŀ ƴŜƭƭΩŀƴŀƭƛǎƛ Řƛ ǳƴ ǎo-

cial network poteva riguardare la rimozione di quale nodo potesse essere cruciale per la connetti-

vità del sistema, ma tale problema è poco significativo nella maggior parte delle reti aventi milioni 

                                                           
20

 Cfr. M.E.J.Newman, The Structure and Function of Complex Networks, Siam Review, vol. 45 N°2, pag. 168 e sgg. 

Figura 3.1 Esempio di rete  

nodo 

collegamento 
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di nodi, poiché nessun singolo nodo una volta rimosso ha un grande effetto in tali reti. In questo 

caso una domanda ragionevole potrebbe riguardare solo quale percentuale di nodi deve essere 

rimossa per compromettere sostanzialmente la connettività della rete; questo tipo di quesito ha 

un significato reale nelle reti ŀ ƭŀǊƎŀ ǎŎŀƭŀΦ 5ΩŀƭǘǊŀ ǇŀǊǘŜ ŎΩŝ ǳƴΩŀƭǘǊŀ ǊŀƎƛƻƴŜ Ƴƻƭǘƻ ƛƳǇƻǊǘŀƴǘŜ ŎƘŜ 

giustifica il cambio di approccio allo studio delle reti. Per le reti comprese tra dieci e cento nodi, è 

relativamente facile ottenere un grafo delle reti, con i suoi nodi e le sue connessioni e dare una ri-

sposta alle specifiche domande circa la sua struttura esaminando il grafo . Questo è stato uno dei 

primi metodi di analisi  fin da quando è cominciato lo studio delle reti; con una rete di oltre un mi-

ƭƛƻƴŜ Řƛ ƴƻŘƛ ǉǳŜǎǘΩŀǇǇǊƻŎŎƛƻ ŝ ƛƴǳǘƛƭŜΦ bŜƭ ǾŜƴǘŜǎƛƳƻ ǎŜŎƻƭƻ ƛƭ  ǊŜŎŜƴǘŜ ǎǾƛƭǳǇǇƻ ŘŜƛ ŎŀƭŎƻƭƛ ǎǘŀǘƛǎǘi-

ci è stato molto utile per studiare il comportamento dei network complessi, cioè delle reti che 

hanno un numero diverso di connessioni per ogni nodo (a differenza di quanto avviene per le reti 

regolari). 

Lƭ ƳƻŘŜƭƭƻ άǊŀƴŘƻƳέ ha dominato per circa quaranta anni sugli studi dei sistemi complessi e ciò è 

stŀǘƻ ŘƻǾǳǘƻ ƛƴ ƎǊŀƴ ǇŀǊǘŜ ŀƭƭΩŀǎǎŜƴȊŀ Řƛ ǳƴΩƛƴŦƻǊƳŀȊƛƻƴŜ ǘƻǇƻƭƻƎƛŎŀ ŘŜǘǘŀƎƭƛŀǘŀ sulle reti reali a 

larga scala. 

I più recenti studi sui circuiti reali complessi21, supportati dalla possibilità di accedere ad un grande 

numero di dati sulla topologia complessa delle reti reali, fanno ritenere invece che molti di tali cir-

cuiti non sono né completamente regolari né completamente random. 

{ǳ ǉǳŜǎǘƻ ŀǊƎƻƳŜƴǘƻ ƭŜ ŘǳŜ ǎŎƻǇŜǊǘŜ ǇƛǴ ǊŜŎŜƴǘƛ ǎƻƴƻ ƭΩŜŦŦŜǘǘƻ άsmall-world ά e il modello άscale-

freeέ della maggior parte delle reti complesse. 

Watts e Strogatz (WS) nel 1998 introdussero il concetto della rete small-world, prendendo un 

esempio riguardante le relazioni umane; se due persone fanno conoscenza e scoprono di avere 

amici in comune, entrambi eǎŎƭŀƳŀƴƻΥ ά /ƻƳŜ ŝ ǇƛŎŎƻƭƻ ƛƭ ƳƻƴŘƻΗέΦ bŜƭƭŀ ǊŜŀƭǘŁ ǘǳǘǘƛ ǎƛŀƳƻ ǳƴƛǘƛ 

attraverso una catena di conoscenti. 

[ƻ ǇǎƛŎƻƭƻƎƻ aƛƭƎǊŀƳ ƴŜƭ ƭƻƴǘŀƴƻ мфслΣ ƛƴǘǊƻŘǳǎǎŜ ƛƭ ŎƻƴŎŜǘǘƻ ŘŜƛ άǎŜƛ ƎǊŀŘƛ Řƛ ǎŜǇŀǊŀȊƛƻƴŜέΣ Ŏƛƻŝ 

sostenne che negli USA il numero medio dei conoscenti di due persone estranee tra di loro  è sei, 

egli congetturò che questo avviene in tutto il mondo. 

Negli ultimi anni è stato diƳƻǎǘǊŀǘƻ ŎƘŜ ǉǳŜǎǘƻ ƳƻŘŜƭƭƻ άǎƳŀƭƭ-ǿƻǊƭŘέ ŝ ƻƴƴƛǇǊŜǎŜƴǘŜ ƛƴ ƳƻƭǘŜ ǊŜǘƛ 

reali e nei circuiti elettronici. 

La caratteristica predominante del grafo 9w όƳƻŘŜƭƭƻ ǊŀƴŘƻƳύ Ŝ ŘŜƭ ƳƻŘŜƭƭƻ άǎƳŀƭƭ-ǿƻǊƭŘέ ŝ ŎƘŜ ƭŀ 

distribuzione della connessione della rete raggiunge un picco ad un valore medio e poi decade 

esponenzialmente, per cui queste reti sono chiamate άexponential networksέ ; esse non sono 

omogenee, cioè ogni nodo non ha lo stesso numero di connessioni. 

¦ƴΩŀƭǘǊŀ ǊŜŎŜƴǘŜ ǎŎƻǇŜǊǘŀ ǎƛƎƴƛŦƛŎŀǘƛǾŀ ƴŜƭ ŎŀƳǇƻ ŘŜƭƭŜ ǊŜǘƛ ŎƻƳǇƭŜǎǎŜΣ ŝ ƭΩƻǎǎŜǊǾŀȊƛƻƴŜ ŎƘŜ ǳƴ ƎǊŀƴ 

numero di reti ŀ ƭŀǊƎŀ ǎŎŀƭŀΣ ƛƴŎƭǳǎƻ LƴǘŜǊƴŜǘΣ ǎƻƴƻ άǎŎŀƭŜ-ŦǊŜŜέΣ Ŏƛƻŝ ƭŀ ƳŀƎƎƛƻǊ Ǉarte dei nodi 

hanno pochissime connessioni e solo pochi ne hanno molte; è molto importante caratterizzare la 

                                                           
 
21

 Xiao Fan Wang, Complex networks: topology, dynamics and synchronization, international journal of bifurcation and 
Chaos, Vol. 12, N°5 (2002), pag. 885-916 
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struttura delle reti complesse, poiché questa influenza il comportamento del sistema dinamico, 

ǇŜǊ ŜǎŜƳǇƛƻ ƭŀ ŎƻƴƴŜǎǎƛƻƴŜ άǎŎŀƭŜ-ŦǊŜŜέ ǊŜƴŘŜ ƭŀ ǊŜǘe più tollerante agli errori, ma più vulnerabile 

agli attacchi esterni, come hanno dimostrato tra gli altri Albert, Callaway, Tu e Choen22. 

Spesso la topologia di legame fra i nodi della rete gioca un ruolo cruciale nel determinare il suo 

comportamento dinamico;  ǇŜǊ ŜǎŜƳǇƛƻΣ ŀ ŘƛǎǇŜǘǘƻ ŘŜƭƭΩŜǾƛŘŜƴȊŀΣ ƴƻƴ ǎƻƭƻ ǳƴ ŀŎŎƻǇǇƛŀƳŜƴǘƻ Ŧƻr-

te porterà alla sincronizzazione una rete di circuiti identici, come sostenuto da Wu e Chua nel 

1995, ma anche molte reti con accoppiamenti relativamente deboli di tipo άreal-worldέ portano i 

nodi della rete alla sincronizzazione. 

3.2 Proprietà dei grafi 

Tra tutte le quantità e le misure studiate negli ultimi anni, riguardanti i networks complessi, sono 

tre i parametri che giocano un ruolo chiave nella teoria e nella modellizzazione di tali reti:  la lun-

ghezza media del percorso, il coefficiente di clustering, e la probabilità che la rete abbia un deter-

minato grado medio (distribuzione del grado). 

¶ Lunghezza media del percorso 

In una rete la distanza dij tra il nodo i ed il nodo j, è definita come il numero di connessioni lungo il 

più breve percorso, che connette i due nodi 

Il diametro D di una rete è la massima distanza tra un paio di questi nodi. 

La lunghezza media si definisce come la media delle distanze tra due nodi; tale distanza determina 

ƭΩŜŦŦŜǘǘƛǾŀ ƳƛǎǳǊŀ ŘŜƭƭŀ ǊŜǘŜΦ bŜƭ ƴŜǘǿƻǊƪ ŦǊƛŜƴŘǎƘƛǇΣ [ ŝ ƛƭ ƴǳƳŜǊƻ ƳŜŘƛƻ Řƛ ƭŜƎŀƳƛ ƴŜƭƭŀ ŎŀǘŜƴŀ ǇƛǴ 

piccola che connette due nodi. Chiaramente L/D ρ ; se L/D=1  la rete è globally-coupled, cioè, 

come abbiamo visto nel capitolo precedente, ogni nodo è connesso con tutti gli altri. 

Una delle più importanti scoperte nel campo delle reti complesse, è che le lunghezze medie del 

percorso della maggior parte delle reti reali a larga scala sono relativamente piccole, anche se 

hanno un numero di connessioni inferiore rispetto alle reti di tipo globally coupled con lo stesso 

numero di nodi; si verifica così il cosiddetto small-world-effect . 

           

 

 

 

            

 

 
                                                           
22

 Albert & Barabasi A.-L. [2000], Topology of complex networks: Local events and universality, Phys. Rev. Let. 85(24), 
5234, 5237 
Callaway,  Newman, Strogatz, Watts[2000],  Network, robustness and fragility: Percolation on random graphs, Phys. 
Rev. Let. 85(25), 5468, 5471 
Tu Y [2000], How robust is internet?, Nature 406, 353-354 
Cohen e altri, 2000-2001 

Figura 3.2 Diametro e lunghezza media di path per una rete con cinque nodi  e cinque collegamenti 



48 
 

¶ Il coefficiente di clustering 

In una rete di amicizie è possibile che gli amici degli amici siano anche amici diretti, o per dirla in 

un altro ƳƻŘƻΣ ŘǳŜ ŘŜƎƭƛ ŀƳƛŎƛ Řƛ ǳƴŀ ǇŜǊǎƻƴŀΣ ǎƛŀƴƻ ŀƴŎƘŜ ŀƳƛŎƛ ƭΩǳƴ ƭΩŀƭǘǊƻΦ vǳŜǎǘŀ ǇǊƻǇǊƛŜǘŁ ŝ 

chiamata clustering. 

Supponiamo che un nodo i della rete ha Ki legami che lo connettono agli altri nodi ki . Al massimo 

possono esistere N(N-1)/2  legami fra tutti i nodi, e questo accade solo se ogni nodo è connesso a 

tutti gli altri. Il coefficiente di clustering Ci è il rapporto tra il numero ki di connessioni di un nodo e 

il numero totale  N(N-1)/2  di connessioni possibili: 

 

#
ςËÉ

.. ρ
 

 

Lƭ ŎƻŜŦŦƛŎƛŜƴǘŜ Řƛ ŎƭǳǎǘŜǊƛƴƎ / ŘŜƭƭΩƛƴǘŜǊŀ ǊŜǘŜ ŝ ƭŀ ƳŜŘƛŀ Řƛ ǘǳǘǘƛ ƛ Ci . Chiaramente  #  ρ; se C=1 la 

rete è globally-coupled.  

In un network completamente random C ~ N-1 , ed  è stato provato che le reti reali a larga scala 

hanno una tendenza ad avere C > N-1 , anche se significativamente minore di uno. 

Un altro modo23 per definire il coefficiente di clustering riguarda la proprietà transitiva del net-

ǿƻǊƪΤ  ǎƛ ŝ ǘǊƻǾŀǘƻ ŎƘŜ ǎŜ ƛƭ ƴƻŘƻ ! ŝ ŎƻƴƴŜǎǎƻ Ŏƻƴ ƛƭ ƴƻŘƻ . ŜŘ ƛƭ ƴƻŘƻ . ŀƭ ƴƻŘƻ /Σ ŎΩŝ ǳƴΩŀƭǘŀ ǇǊo-

babƛƭƛǘŁ ŎƘŜ ƛƭ ƴƻŘƻ ! ǎƛ ŎƻƴƴŜǘǘŀ ŀƭ ƴƻŘƻ /Τ ƴŜƭ ƭƛƴƎǳŀƎƎƛƻ ŘŜƛ ǎƻŎƛŀƭ ƴŜǘǿƻǊƪǎΣ ƭΩŀƳƛŎƻ ŘŜƭ ǘǳƻ ŀƳi-

co è come se fosse anche tuo amico. In termini di topologia delle reti, la transitività implica la pre-

senza di un alto numero di triangoli nel network, cioè insiemi di tre vertici, ognuno dei quali è con-

nesso agli altri (vedi figura 3.3). 

La definizione di coefficiente di clustering diventa allora: 

 

#
σ Ø ÎÕÍÅÒÏ ÄÉ ÔÒÉÁÎÇÏÌÉ ÄÅÌ ÎÅÔ×ÏÒË

ÎÕÍÅÒÏ ÄÉ ÔÒÉÐÌÅ ÃÏÎÎÅÓÓÅ ÄÉ ÎÏÄÉ
 

 

C misura la frazione di triple mancanti di una sola connessione per completare il triangolo. Il fatto-

re tre nel numeratore è utilizzato poiché ogni triangolo contribuisce a tre triple, e assicura che C 

appartenga ad un intervallo π # ρ.  In termini semplici C indica la probabilità che due nodi, che 

sono i vicini di uno stesso nodo, diventeranno essi stessi vicini. 

¦ƴΩŀƭǘǊŀ ŘŜŦƛƴƛȊƛƻƴŜ Řƛ ŎƻŜŦŦƛŎƛŜƴǘŜ Řƛ ŎƭǳǎǘŜǊƛƴƎ ŝΥ 

 

#
φ Ø ÎÕÍÅÒÏ ÄÉ ÔÒÉÁÎÇÏÌÉ ÄÅÌ ÎÅÔ×ÏÒË

ÎÕÍÅÒÏ ÄÉ ÐÅÒÃÏÒÓÉ ÄÉ ÌÕÎÇÈÅÚÚÁ ς
 

                                                           
23

 Cfr. M.E.J.Newman, The Structure and Function of Complex Networks, Siam Review, vol 45 N°2, pag. 183 

(1) 

(2) 
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Questa definizione è stata molto utilizzata negli studi sociologici, fisici e matematici (Barrat e 

Weight). 

Una definizione alternativa molto usata è stata data da Watts e Strogatz: 

 

#
ÎÕÍÅÒÏ ÄÉ ÔÒÉÁÎÇÏÌÉ ÃÏÎÎÅÓÓÉ ÁÌ ÎÏÄÏ É

ÎÕÍÅÒÏ ÄÉ ÔÒÉÐÌÅ ÃÅÎÔÒÁÔÅ ÎÅÌ ÖÅÒÔÉÃÅ É
 

 

Per i vertici con grado 0 oppure 1, per i quali sia il numeratore che il denominatore sono uguali a 

zero, poniamo CiҐлΦ Lƭ ŎƻŜŦŦƛŎƛŜƴǘŜ Řƛ ŎƭǳǎǘŜǊƛƴƎ ǇŜǊ ƭΩƛƴǘŜǊŀ ǊŜǘŜ ŝ ƭŀ ƳŜŘƛŀΥ 

 

#
ρ

Î
# 

Questa definizione tiene in maggior conto i nodi con basso grado.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Come si può vedere il coefficiente di clustering calcolato con la (1) è diverso dal coefficiente calco-

ƭŀǘƻ Ŏƻƴ ƭŀ όпύΦ bƻǊƳŀƭƳŜƴǘŜ ƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ όмύ ŝ ǇƛǴ ŦŀŎƛƭŜ Řŀ ŎŀƭŎƻƭŀǊŜ ŀƴŀƭƛǘƛŎŀƳŜƴǘŜΣ Ƴŀ ƭŀ όпύ ǎƛ 

calcola efficacemente con il computer ed ha trovato un grande utilizzo in studi numerici ed analisi 

di dati, per cui è importante chiarire quale definizione del coefficiente di clustering è stata usata 

negli articoli che trattano questo argomento. 

¶ Il grado medio della rete. 

La caratteristica più semplice e più studiata di ogni nodo è il suo grado.Il grado ki di un nodo i è il 

numero totale delle sue connessioni. Il grado medio della rete, ộËỚ, è la media dei gradi ki . 

¶ La funzione di distribuzione del grado 

La probabilità che un nodo, scelto a caso, abbia esattamente k connessioni è caratterizzata dalla 

funzione di distribuzione P(k). Tutti i nodi di una rete regolare hanno lo stesso numero di collega-

menti, e così il diagramma della distribuzione di grado contiene un solo picco; al contrario, ogni 

Figura 3.3 Illustrazione della definizione del coefficiente di clustering C, calcolato con la (1). Il 

network ha un triangolo e otto  triple connesse e quindi il coefficiente di clustering (1) è 

C=3X1/8=3/8. I nodi individuali hanno coefficiente di clustering(3) è Ci= 1,  1,  1/6,  0,  0 , di con-

seguenza il valore medio del coefficiente di clustering (4)  è C=13/30  

(4) 

(3) 
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casualità nella rete amplierà il numero di picchi. Nel caso limite di una rete completamente ran-

dom, la sequenza dei gradi obbedisce alla distribuzione di Poisson, con 

0ËḗÅộỚ
ộËỚ

ËȦ
 

La figura della distribuzione di Poisson, decade esponenzialmente dal valore di picco ộËỚ. A causa 

di questa decadenza la probabilità di trovare un nodo con k connessioni, diventa molto piccola per 

ËḻộËỚ, dove ộËỚ = valore di picco di k. 

Negli ultimi anni, un gran numero di risultati empirici, hanno dimostrato che per i network a gran-

de scala, per esempio internet e WWW, la probabilità del grado di connessione si allontana signifi-

cativamente dalla funzione di probabilità di Poisson, ed è più accuratamente descritta 

ŘŀƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜΥ 

                                                                               0Ë Ëͯʴ 

Questa funzione di probabilità decade più gradualmente di una funzione esponenziale, permet-

ǘŜƴŘƻ ŀ ǇƻŎƘƛ ƴƻŘƛ ǳƴ ƎǊŀŘƻ Řƛ ŎƻƴƴŜǎǎƛƻƴŜ Ƴƻƭǘƻ ŜƭŜǾŀǘƻΣ ǇŜǊ ŜǎŜƳǇƛƻ ǎǳǇǇƻƴŜƴŘƻ ŎƘŜ ŎΩŝ ǳƴŀ 

rete con N=100 000 nodi, che verifica la precedente funzione di probabilità con esponente due, 

allora un nono dei nodi, circa 11 111 saranno connessi tre volte ed un decimillesimo cioè dieci no-

di, avranno cento connessioni; una rete con una distribuzione di tipo power-law, è chiamata scale-

free network.  

                                                                                                                   

                                                                                                                  24   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
24

 Figura tratta da Xiao Fan Wang, Complex networks: topology, dynamics and synchronization, international journal of 
bifurcation and Chaos, Vol. 12, N°5 (2002), pag.889 

Figura 3.4  (a) Distribuzione del grado gaussiana con ộËỚ =5 , 10 e 15 

(b) Distribuzione di grado di tipo power-law con ‎=1, 2 e 3 rispettivamente 



51 
 

 

3.3   Topologia delle reti complesse 

3.3.1Reti regolari 

 

 

 

 

 

 

 

 

Per capire la struttura di una rete, misuriamo in primo luogo i tre parametri: 

lunghezza media del percorso L, coefficiente di clustering C, funzione di probabilità P(k). 

È noto che un network globally coupled, ha la più piccola lunghezza media di percorso Lgc=1  e il 

più grande coefficiente di clustering Cgc=1 . Sebbene i modelli di rete globally-coupled compren-

dano le proprietà di small-world e di clustering di molti network reali, sono evidenti i suoi limiti: 

una rete di questo tipo con N nodi ha N(N-1)/2 connessioni, mentre la maggior parte dei network 

reali a larga scala, tende ad avere generalmente connessioni di ordine N piuttosto che N2 . 

Un grafo accuratamente studiato, regolare e con poche connessioni, è il network nearest-

neighbor, in cui come abbiamo visto precedentemente ogni nodo è connesso solo con pochi nodi 

vicini. 

Il termine rete ǇǳƼ ŘŀǊŜ ƭΩƛƳǇǊŜǎǎƛƻƴŜ Řƛ ǳƴŀ ƎǊƛƎƭƛŀ ǉǳŀŘǊŀǘŀ ōƛŘƛǊŜȊƛƻƴŀƭŜΣ Ƴŀ ŀǘǘǳŀƭƳŜƴǘŜ ǇǳƼ 

avere altre geometrie. Una rete minima è una struttura monodimensionale come una riga di per-

sone che si danno la mano; una rete nearest-neighbor consiste in N nodi che formano un anello 

dove ogni nodo i è adiacente ai nodi vicini, É ρ ȟ É ς ȟ É σ ȟ ȣȣȢ ȟ É +Ⱦς , con K pari. Per valori di 

K elevati, la rete nearest-neighbor coupled ha molte connessioni, il coefficiente di clustering è: 

 

#
σ+ ς

τ+
ͯ
σ

τ
 

Al contrario  

,
.

ς+
ᴼЊ    ÃÏÎ  .ᴼЊ 

  

0Ë
ρȟ      Ë +
πȟ      Ë +

 

 

Figura 3.5  Due esempi di network regolari,  a)globally coupled  b)rete regolare,  i cui nodi han-

no tutti lo stesso grado.  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
(a) (b) 
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Ci chiediamo se esista una reteΣ ŎƘŜ ŎƻƴǘŜƳǇƻǊŀƴŜŀƳŜƴǘŜ ǎƛŀ Řƛ ǘƛǇƻ άǎǇŀǊǎŜέ Ŝ άŎƭǳǎǘŜǊŜŘέ ŜŘ 

abbia una piccola lunghezza media del percorso. Un semplice esempio di tale rete è il network di 

ǘƛǇƻ ǎǘŀǊ ŎƻǳǇƭŜŘΣ ƴŜƭ ǉǳŀƭŜ ŎΩŝ ǳƴ ƴƻŘƻ ŎŜƴǘǊŀƭŜ ŜŘ ƻƎƴǳƴƻ ŘŜƎƭƛ ŀƭǘǊƛ b-1 nodi è connesso solo a 

questo. 

 

 

 

 

 

                                                

 

Per questo tipo di collegamento: 

 

, ς
ς. ρ

.. ρ
ᴼς  ÐÅÒ  .ᴼЊ 

 

#
. ρ

.
ᴼρ   ÐÅÒ .ᴼЊ 

 

Il modello star è utilizzabile per reti di tipo sparse, clustering e small- world, oltre che per molti al-

tre reti reali, meglio di quelle regolari. 

 

3.3.2.      Reti probabilistiche  

Dalla parte opposta rispetto alle reti con strutture completamente regolari, ci sono quelle con 

strutture completamente random, che furono studiate ǇŜǊ ƭŀ ǇǊƛƳŀ Ǿƻƭǘŀ ŎƛǊŎŀ ǉǳŀǊŀƴǘŀ ŀƴƴƛ Ŧŀ Řŀ 

9ǊŘǀǎ Ŝ wŞƴȅƛΦ 

Il grado medio di un grafo random è:  

                                                                 ộËỚ=p(N -ρ  ḗ Ð.   

Sia Lrand la lunghezza media del percorso di una rete random. Intuitivamente circa ộËỚ  no-

di della rete, sono ad una distanza Lrand o ancora più vicini. Ne consegue che .ͯ ộËỚ  per 

cui: 

                                                                  , ͯ
ộỚ

 

 

Questo incremento logaritmico è tipico dello small word effect. 

  

  

  
 

 

Figura 3.6 Star coupled network 
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rete random con 8 nodi e probabilità p=0.21

 l2 = -1.7216 nodo hub = 8

rete random con 8 nodi e probabilità p=0.3

 l2 = -1.2955 nodo hub = 4
rete random con 8 nodi e probabilità p=0.5

 l2 = -3.1392 nodo hub = 5

Poiché log N cresce lentamente al crescere di N,  la lunghezza media del path può essere molto 

piccola anche in un sistema con molti nodi. 

Il coefficiente di clustering del modello ER è: 

                                                          # Ð
ộỚ
Ḻρ   

Questo significa che un network o una rete random a larga scala, non può ŜǎǎŜǊŜ άŎƭǳǎǘŜǊŜŘέ. 

tŜǊ ǳƴ ƎǊŀƴŘŜ b ƭΩŀƭƎƻǊƛǘƳƻ 9w ƎŜƴŜǊŀ ǳƴ ƴŜǘǿƻǊƪ ƻƳƻƎŜƴŜƻΣ ƭŀ Ŏǳƛ ŎƻƴƴŜǘǘƛǾƛǘŁ ǎŜƎǳŜ ŀǇǇǊƻǎǎi-

ƳŀǘƛǾŀƳŜƴǘŜ ƭŀ ŘƛǎǘǊƛōǳȊƛƻƴŜ Řƛ tƻƛǎǎƻƴ ŘŜǎŎǊƛǘǘŀ ǇǊŜŎŜŘŜƴǘŜƳŜƴǘŜΦ 5ΩŀƭǘǊŀ ǇŀǊǘŜ ƭŀ ǇǊƻōŀōƛƭƛǘŁ 

del grado dei networks reali devia significativamente dalla distribuzione di Poisson del grafo ran-

dom. La  distribuzione del grado dei networks reali si può ottenere costruendo grafi random, con 

determinate probabilità, i cosiddetti Generalized Random Graph: 

 

 

                                                                                           

 

 

 

                                                          

 

¶ Reti di tipo small-world 

Una rete regolare è άclusteredέΣ Ƴŀ ƴƻƴ ǇǳƼ ŀǾŜǊŜ ƭΩŜŦŦŜǘǘƻ ǎƳŀƭƭ-world. 

5ΩŀƭǘǊŀ ǇŀǊǘŜ ƛƭ grafo ǊŀƴŘƻƳΣ ƳƻǎǘǊŀ ƭΩŜŦŦŜǘǘƻ ǎƳŀƭƭ-world, ma non quello di clustering; non sor-

prende che il modello di reti regolari ed il modello di reti random falliscono entrambi nel riprodur-

re alcuni importanti aspetti dei network reali, poiché questi non sono né interamente random, né 

interamente regolari. 

Allo scopo di descrivere il passaggio da una rete regolare ad una random, Watts e Strogatz nel 

1998 introdussero un interessante modello di network small-world (WS), che descriviamo come 

segue: 

1) Inizio con una rete regolare.  

Si inizia con un network nearest-neighbor coupled che ha N nodi costituenti un anello, do-

ve ogni nodo i è adiacente ai suoi nodi vicini É ρ ȟ É ς ȟ ȣȣȢȢ ȟ É +Ⱦς , dove K è un numero 

ǇŀǊƛΦ tŜǊ ŀǾŜǊŜ ǳƴ ƴŜǘǿƻǊƪ άǎǇŀǊǎŜέΣ Ƴŀ ŎƻƴƴŜǎǎƻ ƛƴ ǘǳǘǘƛ ƛ ƳƻŘƛΣ ŎƻƴǎƛŘŜǊƛŀƳƻ 

N>>K>>In(N)>>1      

2) Rendere random la rete. 

Questo richiede che ogni collegamento della rete abbia probabilità p . Si sostituisce il colle-

gamento tra due nodi della rete nearest-ƴŜƛƎƘōƻǊ Ŝ ǎƛ ŎƻƴƴŜǘǘŜ ƭΩŜǎǘǊŜƳƻ ƭƛōŜǊƻ ŀŘ ǳƴ ƴo-

Figure 3.7 Evoluzione di un grafo random: dati otto nodi isolati si connette ogni paio di 

nodi con probabilità a)0.21  b)0.3  c)0.5 

(a) (b) (c) 
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rete Small-world con 8 nodi, 16 connessioni e probabilità= 0.1.
 lambda2= -2.0765

do scelto a caso in tutto il network, con il vincolo che due differenti nodi non possono ave-

re più di una connessione tra di loro, e nessun nodo può essere connesso con se stesso. 

Questo processo introduce pNK/2  collegamenti, che connettono  nodi, che erano connessi 

diversamente. Facendo variare la p, la transizione tra ordine (p=0) e casualità (p=1)  può 

essere strettamente monitorata.  

                              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Questa ricerca ha stimolato molti studiosi a trovare delle varianti del modello WS, fra cui quella di 

Newman e Watts, nota come NW small-world model. 

Nel modello NW non si deve eliminare nessuna connessione tra due nearest-neighbor, ma aggiun-

gere una connessione con probabilità p fra due nodi scelti a caso. 

 

                             

 

                                                                  

 

 

                                                                                              

                                                                                   

 

 

Comunque, anche in questo caso, nessun nodo può essere collegato a se stesso per più di una vol-

ta, o collegato più di una volta ad un altro nodo. Per p=0  il modello NW si riduce al network nea-

rest-neighbor coupled; per p=1  diventa un globally coupled network. 

Figure 3.9 Il modello Newmann-Watts nel quale si aggiungono i collegamenti tra due 

nodi presi a caso. 

Figure 3.8  Il modello Watts-Strogatz nel quale  i collegamenti tra due nodi presi a ca-

so si sostituiscono ad un collegamento precedente 
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Il  modello NW è più facile da analizzare del modello WS, poiché non permette la formazione di 

nodi isolati, che invece possono trovarsi nel modello WS. I due modelli sono equivalenti se la pro-

babilità p è sufficientemente piccola e la rete ha un grande numero di nodi; per entrambi i metodi 

il modello di riferimento è lo small-world. 

Nel modello WS per p=0 ogni nodo ha lo stesso grado k, se Ð π si introduce disordine nel net-

work, ma il grado medio è uguale a k, questo significa che il modello small-world può essere visto 

come un modello omogeneo in cui ogni nodo ha lo stesso numero di collegamenti. 

Watts e Strogatz25 studiarono in particolare il comportamento del coefficiente di clustering C(p) e 

della lunghezza media del percorso L(p) , parametri entrambi in funzione della probabilità p. Una 

rete regolare ad anello (p=0)  ha un alto coefficiente di clustering  # π ḗσȾτȟ ma anche una 

grande lunghezza media ÄÅÌ ÐÅÒÃÏÒÓÏ  , π ḗ.Ⱦ ς+ ḻρȢ I due ricercatori trovarono che per una 

piccola probabilità, quando le proprietà locali della rete sono ancora quasi le stesse di quelle della 

rete originale regolare, e quando il coefficiente di clustering non differisce sostanzialmente dal suo 

iniziale valore # Ð Ḑ# π ȟ la lunghezza media del percorso decresce rapidamente, ed è dello 

stesso ordine di quella delle reti random , Ð ḻ, / (vedi figura 3.10)26.  Questo risultato è in 

effetti naturale; intuitivamente è sufficiente aggiungere alcuni collegamenti di tipo random, per-

ŎƘŞ ƭŀ ƭǳƴƎƘŜȊȊŀ ƳŜŘƛŀ ŘŜƭ ǇŜǊŎƻǊǎƻ ŘŜŎǊŜǎŎŀ ǎƛƎƴƛŦƛŎŀǘƛǾŀƳŜƴǘŜΦ 5ΩŀƭǘǊŀ ǇŀǊǘŜΣ ƭΩŀƎƎƛǳƴǘŀ Řƛ ƳƻƭǘŜ 

connessioni non può cambiare in modo cruciale le proprietà di clustering locali della rete. La lun-

ghezza media del percorso di una rete small-world obbedisce alla formula generale (Barrat & 

Weight, 2000):  

, .ȟÐͯ
.

+
ÆÐ+.  

che soddisfa: 

ÆÕ
ÃÏÓÔÁÎÔÅ       ÓÅ ÕḺρ
)ÎÕ

Õ
            ÓÅ Õḻρ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
25

 Xiao Fan Wang, Complex networks: topology, dynamics and synchronization, international journal of bifurcation and 
Chaos, Vol. 12, N°5 (2002), pag.897 
26

 Figura tratta di Xiao Fan Wang, op. cit.  

Figura 3.10 lunghezza media del percorso e coefficiente di clustering del modello small-world WS, come 

funzioni della probabilità di connessione p. entrambi sono normalizzati al loro valore iniziale per p=0 
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Nel modello WS per p=0 ogni nodo ha lo stesso grado, di modo che la distribuzione di grado è una 

funzione delta, centrata in k. Una probabilità Ð π introduce disordine nella rete, modificando la 

distribuzione di grado, affinché il grado medio rimanga uguale a k, in tal caso si è trovato che un 

grande valore di N, la distribuzione di grado dei modelli small-world è: 

0Ë # ρ Ð

ȟ

Ð

Ð+
ς

Ë
+
ς ÎȦ

Å  

per Ë +Ⱦς e f(k,K)=min(k -K/2,K/2).   La forma della distribuzione di grado di una rete small-

world, è simile a quella della distribuzione di grado di Poisson: ha un picco per ộËỚ + e decade 

esponenzialmente per un elevato valore di k. Come già detto, questo significa che il modello small-

world può anche essere visto come una rete regolare, nella quale tutti i nodi hanno approssimati-

vamente lo stesso numero di connessioni. 

¶ Reti di tipo scale-free  

tŜǊ ǎǇƛŜƎŀǊŜ ƭΩƻǊƛƎƛƴŜ ŘŜƭƭŀ ǇǊƻōŀōƛƭƛǘŁ Řƛ grado del tipo power-law, Barabasi ed Albert proposero 

un nuovo modello di rete, prendendo spunto dal fatto che in alcuni modelli si trascurano impor-

tanti caratteristiche. In primo luogo gran parte delle reti reali sono aperte, e prendono forma ag-

giungendo in continuazione nuovi nodi al sistema, ma molti altri modelli sono statici: anche se i 

collegamenti possono essere aggiunti o sostituiti, il numero di nodi non cambia mai. In secondo 

luogo sia i grafi random, sia i modelli small-world assumono probabilità costante quando si creano 

nuovi collegamenti, ma questo non è realistico in nessuno dei due casi. 

Barabasi ed Albert, ritennero che le reti ŎǊŜǎŎƻƴƻ ŎƻƴǘƛƴǳŀƳŜƴǘŜ Ŏƻƴ ƭΩŀƎƎƛǳƴǘŀ Řƛ ƴǳƻǾƛ ƴƻŘƛ Ŝ ƛ 

nuovi nodi sono di preferenza collegati ai nodi esistenti che hanno già un gran numero di connes-

ǎƛƻƴƛ όάǊƛŎƘ ƎŜǘǎ ǊƛŎƘŜǊέύΦ [ΩŀƭƎƻǊƛǘƳƻ ŘŜƭ ƳƻŘŜƭƭƻ .! ǎŎŀƭŜ-free è il seguente, basato su queste due 

condizioni: 

1) Crescita: si comincia con un piccolo numero (mo)  di nodi, in ogni intervallo di tempo si in-

troduce un nuovo nodo e si connette agli m Ío)  esistenti 

2) Collegamento preferenziale: la probabilità Pi che il nuovo nodo si connetta al nodo i dipen-

de dal grado ki di tale nodo, in modo che : 

0
Ë

ВË
 

Dopo t intervalli di tempo, da questo algoritmo si ricavano in un network N=t+mo nodi e mt colle-

gamenti. Se la rete si ingrandisce seguendo queste due leggi,  la forma della distribuzione di grado 

non cambia con il tempo. Tale distribuzione è descritta con una power-law con esponente 3: 

                                   0Ë ςͯÍ Ë̡ʴ     ÃÏÎ  ɹ
ʲ
ρ σ        

In altre parole la probabilità di trovare un nodo con k collegamenti è proporzionale al termine k-3.  

I risultati numerici indicano che, comparato al grafo random con la stessa misura e grado medio, la 
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lunghezza media del percorso di un modello scale-free è più piccola ed il coefficiente di clustering 

ŝ Ƴƻƭǘƻ ǇƛǴ ŀƭǘƻΣ ǉǳŜǎǘƻ ǎƛƎƴƛŦƛŎŀ ƭΩŜǎƛǎǘŜƴȊŀ Řƛ ǇƻŎƘƛ ƴƻŘƛ Ŏƻƴ ƴǳƳŜǊƻ Řƛ ŎƻƴƴŜǎǎƛƻƴƛ Ƴƻƭǘƻ ŀƭǘƻΦ 

Il BA scale-free model è basato sulla crescita lineare e sul collegamento preferenziale ed ha una di-

stribuzione di grado di tipo potenza con esponente uguale a -3, e più esattamente per le reti reali 

compreso tra -3 e -1. 

Per alcune reti reali la distribuzione di grado può anche non essere una potenza ad esponente ne-

gativo, ma un esponenziale. Recentemente sono stati introdotti alcuni nuovi modelli scale-free an-

che da Albert e Barabasi 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

¶ Altri modelli di reti 

Modello weighted-evolving 

Alcuni sistemi biologici, ecologici ed economici, sono ben descritti da questo tipo di modello27, in-

trodotto recentemente da ̧ ƻƻƪ ŜŘ ŀƭǘǊƛ ƴŜƭ нллмΦ Lƴ ǉǳŜǎǘƻ Ŏŀǎƻ ƛ ƴƻŘƛ ƛƴǘŜǊŀƎƛǎŎƻƴƻ ƭΩǳƴƻ Ŏƻƴ 

ƭΩŀƭǘǊƻ ŀǘǘǊŀǾŜǊǎƻ ƭŜƎŀƳƛ Řƛ ŀŎŎƻǇǇƛŀƳŜƴǘƻ ǾŀǊƛŀōƛƭƛΦ {ƛ ŎƻƳƛƴŎƛŀ Ŏƻƴ ǳƴ ǇƛŎŎƻƭƻ ƴǳƳŜǊƻ όƳo) di no-

ŘƛΣ ŀŘ ƻƎƴƛ ƛƴǘŜǊǾŀƭƭƻ Řƛ ǘŜƳǇƻ ǎƛ ƛƴǘǊƻŘǳŎŜ ǳƴ ƴǳƻǾƻ ƴƻŘƻ Ŝ ƭƻ ǎƛ ŎƻƴƴŜǘǘŜ ŀŘ Ƴ όҖƳo) nodi già esi-

stenti; la probabilità che un nuovo nodo j sia connesso con un già esistente nodo i è data da: 

                                                                    0
В

 

Assegnando un peso al nuovo legame tra j ed i, si assume che il peso wji(=wij) sia proporzionale al 

grado ki del nodo i, cioè il nodo con maggiori connessioni ha il più grande peso. 

Poniamo per ipotesi : 

                                                           
27

 Xiao Fan Wang, op. cit. pag. 900 

Figura 3.11 evoluzione del modello scale-free di Barabasi-Albert   

mo è il numero di nodi iniziali (in rosso) f è il numero di nodi finali (in blu) 
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× ρ 

5ƻǾŜ ƛΩ ǊŀǇǇǊŜǎŜƴǘŀ ƭŀ ǎƻƳƳŀ Řƛ ǘǳǘǘƛ ƛ ƴƻŘƛ ŜǎƛǎǘŜƴǘƛ ŀƛ ǉǳŀƭƛ ŝ ŎƻƴƴŜǎǎƻ ƛƭ ƴǳƻǾƻ ƴƻŘƻ ƧΦ 

!Ř ƻƎƴƛ ƭŜƎŀƳŜ ƛ ҭ Ƨ ŝ ŀssegnato il peso: 

×
Ë

В Ë
 

In conclusione, il modello WE si definisce come segue: ad ogni intervallo di tempo si aggiunge un 

nuovo nodo con m legami, il quale è connesso con uguale probabilità ai nodi già esistenti sul si-

stema; ƛ ǇŜǎƛ ŘŜƛ ƭŜƎŀƳƛ ǎƻƴƻ ŀǎǎŜƎƴŀǘƛ ŘŀƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ όмύΦ 

 

Modelli deterministici 

Le reti di tipo small-world e scale-free presentano sempre qualche grado di casualità. Recente-

mente ha destato molto interesse lo studio di modelli deterministici di tale tipo. Fra gli altri Bara-

basi e Ravastz nel 2001 hanno presentato un modello semplice che può generare una rete deter-

ministica di tipo scale-free, usando una costruzione gerarchica. 

Ad ogni step n, si aggiungono due unità di 3n-1 nodi, che sono identici alla rete creata nello step 

precedente (n-1)  ed ogni nodo di queste due unità è connesso alla radice della rete (n=0).  La di-

stribuzione di grado per questo network deterministico di tipo scale-free è:28  

0Ë Ëͯ  

                              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.4 Connettività delle reti complesse: roustezza e fragilità 

Le recenti scoperte nel campo delle reti complesse, indicano che la topologia della rete gioca un 

ruolo cruciale sui possibili guasti di questa. 

                                                           
28

 Figura tratta da Xiao Fan Wang, op.cit. fig.13 pag. 901 

(1) 

Figura 3.12 Una costruzione gerarchica di un network deterministico scale-free (Barabasi & Ra-

vasz, 2001)  
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Se ad ogni intervallo di tempo viene rimosso un nodo di una rete completamente connessa, la 

scomparsa di tale nodo implica la rimozione di tutte le sue connessioni. Se ŎΩŜǊŀƴƻ Ƴƻlte connes-

sioni tra i due nodi i e j, la distruzione di una  di quelle fa aumentare la distanza dij tra di essi, e 

ǉǳŜǎǘƻ ǇǳƼ ŎŀǳǎŀǊŜ ŀƴŎƘŜ ǳƴ ŀǳƳŜƴǘƻ ŘŜƭƭŀ ƭǳƴƎƘŜȊȊŀ ƳŜŘƛŀ ŘŜƭ ǇŜǊŎƻǊǎƻ ŘŜƭƭΩƛƴǘŜǊŀ ǊŜǘŜΦ bŜƭ Ŏa-

ǎƻ ǇŜƎƎƛƻǊŜΣ ǉǳŀƴŘƻ ƛƴƛȊƛŀƭƳŜƴǘŜ ŎΩŜra un solo collegamento tra i e j, la distruzione di uno di questi 

ŘǳŜ ƴƻŘƛ Ŧŀ ǎƜ ŎƘŜ ƛ ŘǳŜ ƴƻŘƛ ŘƛǾŜƴǘƛƴƻ ƛǎƻƭŀǘƛ ƭΩǳƴƻ ŘŀƭƭΩŀƭǘǊƻΦ [ŀ ǊŜǘŜ ǎƛ ǇǳƼ ŎƻƴǎƛŘŜǊŀǊŜ ǊƻōǳǎǘŀΣ όƻ 

tollerante agli errori), se la maggior parte dei nodi resta collegata, anche se una piccola frazione di 

essi è stata rimossa. Albert e altri nel 2000 paragonarono la robustezza del grafo random ER, che 

ha una distribuzione di grado esponenziale ed il modello di Barabasi scale-free, che ha una distri-

buzione di grado power-law. Si è discusso circa due tipi di guasti:  quelli dovuti alla casualità furo-

no modellati rimuovendo una frazione di nodi scelti a caso, quelli dovuti ad attacchi intenzionali 

(hakers), furono descritti rimuovendo i nodi con il più alto numero di connessioni. Gli autori sopra-

citati sono giunti alla conclusione che i networks scale-ŦǊŜŜ ƳƻǎǘǊŀƴƻ ǳƴΩŜƭŜǾŀǘŀ ǊƻōǳǎǘŜȊȊŀ Řƛ 

fronte ai guasti di tipo casuale, poiché la distribuzione power-law implica che solo pochi nodi han-

no un gran numero di connessioni, mentre la maggior parte di essi ha solo poche connessioni, co-

sicché la probabilità che sia colpito uno di questi ultimi è molto alta, con minori conseguenze ne-

gative sulla rete. Al contrario, questo tipo di rete è molto più colpito dagli attacchi intenzionali,  

poiché quando sono colpiti i nodi con un grande numero di connessioni la rete non funziona più, 

molto più rapidamente che nel caso random (vedi figura3.13).29 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Inoltre consideriamo tutti i nodi, collegati ad altri nodi, suscettibili di infezioni (i cosiddetti virus) 

attraverso il collegamento. Se chiamiamo ʉ ÌÁ ÐÒÏÂÁÂÉÌÉÔÛ ÄÅÉ ÎÏÄÉ ÓÕÓÃÅÔÔÉÂÉÌÉ ÄÉ ÉÎÆÅÚÉÏÎÉ ÄÉ Äi-

ÖÅÎÔÁÒÅ ÉÎÆÅÔÔÉȟ Å ɿ ÌÁ ÐÒÏÂÁÂÉÌÉÔÛ ÄÅÉ ÎÏÄÉ ÉÎÆÅÔÔÉ ÃÕÒÁÔÉ ÄÉ ÄÉÖÅÎÔÁÒÅ ÄÉ ÎÕÏÖÏ suscettibili di infe-

                                                           
29

  Figura tratta da Xiao Fan Wang, International Journal of Bifurcation and Chaos, Vol. 12 N° 5(2002) fig.14 pag. 902 

Figura3.13 Effetti della rimozione di un nodo in un network inizialmente connesso:in tale stato dAB= 

dCD=2. Dopo la rimozione del nodo r1, dAB =8 , dopo la rimozione del nodo r2,  d CD =7. Dopo la rimozione di 

entrambi  i nodi il network si divide in tre gruppi isolati. 



60 
 

zioni, consideriamo ʇ   e  ʇc > 0    il valore di soglia di ʇ ; se nella rete ʇ  ʇc ƭΩƛƴŦŜȊƛƻƴŜ ǎƛ ǇǊƻǇa-

ga e persiste nel tempo, se ʇ  ʇc ƭΩƛƴŦŜȊƛƻƴŜ ŘŜŎŀŘŜ ǾŜƭƻŎŜƳŜƴǘŜ ƛƴ ƳƻŘƻ ŜǎǇƻƴŜƴȊƛŀƭŜΦ bŜƭƭŜ ǊŜǘƛ 

scale-free, a differenza che in quelle di tipo random,  ʇc = 0  ,  ma per questo tipo di reti una gran-

de percentuale di nodi ha ʇ Ḻ 1. 

 

3.5 Sincronizzazione di reti complesse 

La sincronizzazione, come abbiamo già visto nel primo capitolo, è un processo dove alcuni sistemi 

(equivalenti o non equivalenti), modificano il loro comportamento sia a causa di una successiva di-

ǾŜǊǎŀ ŎƻƴŦƛƎǳǊŀȊƛƻƴŜ Řƛ ŀŎŎƻǇǇƛŀƳŜƴǘƻΣ ǎƛŀ  ŀ Ŏŀǳǎŀ Řƛ ǳƴ ŦƻǊȊŀƳŜƴǘƻ ŜǎǘŜǊƴƻΦ [Ω ƻǊƛƎƛƴŜ Řƛ  ǘŀƭŜ 

parola deriva dal greco , e ǎƛƎƴƛŦƛŎŀ άŎƻƴŘƛǾƛŘŜǊŜ ƛƭ ǘŜƳǇƻέΦ LƴƛȊƛŀƭƳŜƴǘŜ ƭΩŀǘǘŜƴȊƛƻƴŜ ŘŜƎƭƛ ǎǘǳŘƛƻǎƛ 

è stata rivolta essenzialmente ai sistemi periodici, mentre recentemente si è spostata sui sistemi 

caotici. Quando questi sono accoppiati, possono avere luogo diversi tipi di sincronizzazione30:  

1) Sincronizzazione completa o identica, è la più semplice forma di sincronizzazione e consiste 

in un perfetto aggancio delle traiettorie di sistemi caotici identici nel corso del tempo. 

2)  Sincronizzazione di fase, si ha quando coppie di oscillatori non identici a regime raggiun-

gono la sincronizzazione della fase, anche senza la sincronizzazƛƻƴŜ ŘŜƭƭΩŀƳǇƛŜȊȊŀΦ 

3) Sincronizzazione ǊƛǘŀǊŘŀǘŀΣ ƛƳǇƭƛŎŀ ǳƴ ǊƛǘŀǊŘƻ ǘǊŀ ƭΩƻǳǘǇǳǘ Řƛ ǳƴ ǎƛǎǘŜƳŀ Ŝ ƭΩƻǳǘǇǳǘ Řƛ ǳƴ ŀl-

tro. 

4)  Sincronizzazione ƎŜƴŜǊŀƭƛȊȊŀǘŀΣ ŎƻƴǎƛŘŜǊŀ ǎƛǎǘŜƳƛ ŘƛŦŦŜǊŜƴǘƛ ŜŘ ŀǎǎƻŎƛŀ ƭΩǳǎŎƛǘŀ Řƛ ǳƴ ǎƛǎǘe-

ma ŀƭƭΩƻǳǘǇǳǘ Řƛ ǳƴ ŀƭǘǊƻ ǎƛǎǘŜƳŀΦ 

5) Ritardo intermittente, cioè il fenomeno della sincronizzazione ritardata può essere inter-

rotto per brevi periodi.  

6) Sincronizzazione imperfetta di fase, quando la sincronizzazione di fase viene interrotta per 

brevi periodi. 

7) Altri tipi. 

Gli studi più recenti hanno riguardato i sistemi estesi nello spazio o di dimensioni infinite, per stu-

diare meccanismi che riguardano la desincronizzazione e per definire un approccio formale uni-

forme, che si possa applicare a differenti tipi di sincronizzazione; a tale riguardo è stato studiato il 

comportamento di reti complesse con diverse topologie di accoppiamento, in particolare di tipo 

small-world e scale-free. Il metodo chiamato Master Stability Function (vedi cap. 2 par. 2.2) , ini-

zialmente introdotto per reti di oscillatori accoppiati, è stato più tardi esteso al caso di reti com-

plesse di sistemi dinamici, accoppiate con topologie arbitrarie. Ricordando che la MSF nella termi-

nologia dei sistemi dinamici, rappresenta il più grande esponente di Lyapunov, e viene valutata 

graficamente in funzione del parametro Ë Ãʇ2 dove c è la costante di accoppiamento, condizione 

necessaria per ottenere la sincronizzazione è che la MSF sia negativa al crescere del parametro k. 

Si possono distinguere tre tipologie di MSF, in cui per k=0  la MSF assume valori positivi: 

                                                           
30

S. Boccaletti, V. Latorab, Y. Moreno, e M. Chavez , D.-U. Hwanga , Complex networks: Structure and dynamics, Phys-

ics Reports 424 (2006), 175 ς 308, pag. 237 
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1) La MSF è monotonicamente crescente ed inizialmente positiva.  

2) La MSF è monotonicamente decrescente, inizialmente positiva e diventa negativa in corri-

spondenza di un determinato valore di k. 

3) La MSF è inizialmente positiva, diventa negativa in corrispondenza di un determinato valore 

ka per poi ridiventare positiva per un determinato valore kb, con kb>k a. 

 

 

 

 

 

 

 

EΩ ŜǾƛŘŜƴǘŜ ŎƘŜ per gli ultimi due casi la soluzione è banale, cioè si ha sincronizzazione nel secondo  

caso a partire da un valore di k per cui la funzione si annulla e nel terzo caso per k ᶰka ,kb] . Una so-

luzione non banale nel secondo caso, che è il più ricorrente, si ha quando la funzione F(x) è perio-

ŘƛŎŀΣ ŜŘ ŝ ǇŜǊƛƻŘƛŎƻ ƭΩƛƴǘŜǊǾŀƭƭƻ [ka,kb] in cui la MSF si annulla, per cui la condizione di stabilità31 sa-

rà sempre soddisfatta ogniqualvolta ʇNȾ ʇ2 <  kb/ ka..essendo, come già notoΣ ˂2 il maggiore autova-

lore della matrice di connessione, escluso lo zero, e ʇN il minore (e viceversa, se si considerano i 

valori assoluti dei due autovalori). Nel primo caso,invece,si deve dire che non si avrà mai una sin-

ŎǊƻƴƛȊȊŀȊƛƻƴŜ ǎǘŀōƛƭŜΦ {ƛ ǾǳƻƭŜ ƛƴƻƭǘǊŜ ŘƛǎǘƛƴƎǳŜǊŜ ƛƭ Ŏŀǎƻ ŘŜƭƭΩŀŎŎƻǇǇƛŀƳŜƴǘƻ ǎƛƳƳŜǘǊƛŎƻΣ ƛƴ Ŏǳƛ ƭŀ 

matrice di connessione Ac ha solamente autovalori reali, che possono essere ordinati come  

π ʇ1  ʇ2  ȣȣȣ ʇN, da una configurazione in cui la matrice di connessione è asimmetrica e dia-

gonalizzabile, nella quale alcuni autovalori possono essere complessi coniugati a coppie.   

Nei paragrafi seguenti si tratterà della sincronizzazione di reti non omogenee, in particolare delle 

reti di tipo scale-free e di quelle di tipo random. 

 

¶ Sincronizzazione delle reti di tipo small-world 

Si può costruire la matrice di connessione di un network dinamico con connessioni di tipo NW 

small-world (Wang & Cheng, 2001). Nella matrice di connessione nearest-neighbor Anc, se             

Aij = A ji = 0  si pone Aij = A ji = 1  con probabilità p, poi si utilizza il solito metodo per gli elementi 

della diagonale principale. Chiamiamo questa matrice ASW e sia ʇ2SW il suo autovalore maggiore e 

diverso da zero, per cui se: 

 

Ã
Ä

ʇ
 

                                                           
31 S. Boccaletti, V. Latorab, Y. Moreno, e M. Chavez , D.-U. Hwanga , Complex networks: Structure and dynamics, Phys-

ics Reports 424 (2006), 175 ς 308, pag. 240 

YҐŎ˂2 

MSF 
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la corrispondente rete small-world sarà sincronizzata (vedi figure 3.14 e 3.15)32. 

Ricordiamo che mentre per le reti di tipo globally connected è sufficiente per ogni N che il coeffi-

ciente di accoppiamento c sia maggiore di zero, per le altre reti esiste un fattore di accoppiamento 

di soglia  ÃȇȿÄȈȿπ per cui la rete sarà sincronizzata se Ã Ã 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Si può vedere che: 

1)Per ogni valore di . ȟ ʇ2SW(p,N) decresce a -N per p che aumenta da 0 a 1 

 2) Per ogni valore di p צ όлΣмϐΣ ˂2SW(p,N) decresce a -Њ per . ᴼ Њ   

      I risultati ottenuti implicano che per ogni tipo di accoppiamento c > 0 

3) Per ogni   .  , esiste un valore critico, Ð , tale che se Ð Ð ρ la rete dinamica di tipo 

small-world si sincronizzerà. 

4) Per ogni Ð ᶰ π ȟ ρ esiste un valore critico, ., tale che se . . la rete raggiunge la sincroniz-

zazione.                                                             

                                                           
32

 Figure tratte da Xiao Fan Wang, op.cit. fig.19 pag. 907 

Figura3.14 Valori di ˂ 2SW (p,N)  come funzione della probabilità p: (a) N=200 ; (b) N=500 

Figura 3.15 Valori di ˂ 2SW (p,N)  come funzione di N:  (a) p=0.05 ; (b) p=0.1 
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Questi risultati implicano che la possibilità di raggiungere la sincronizzazione nella rete nearest-

neighbor coupled si rafforza molto aggiungendo una minuscola frazione di connessioni a largo rag-

gio, e questo spiega il vantaggio delle reti di tipo small-world per la sincronizzazione del caos. 

 

¶ Sincronizzazione delle reti di tipo scale-free 

Se Asf (Í,N) è la matrice di connessione di una rete dinamica con connessioni di tipo scale-free se-

ŎƻƴŘƻ ƭΩŀƭƎƻǊƛǘƳƻ Řƛ .ŀǊŀōŀǎƛΣ Ŝ Í Í Í , è stato ricavato33 che per un fissato valore di Í , il 

secondo maggiore autovalore della matrice di connessione, ʇ2sf(Í,N), è una funzione decrescente 

e limitata di N. 

5ΩŀƭǘǊŀ ǇŀǊǘŜ  

ÌÉÍ
ᴼ
ʇ Íȟ. ʇ Í π 

Il che significa che il secondo autovalore decresce verso una costante negativa, con il tendere di N 

ŀƭƭΩƛƴŦƛƴƛǘƻΦ Lƴ ǇŀǊǘƛŎƻƭŀǊŜ ǇŜǊ Í σȟυ ȟχ , si ha rispettivamente ʇ Í  Ғ -0.94 , -0.97 , -0.98 . 

vǳŜǎǘƻ ƛƳǇƭƛŎŀ ŎƘŜ ƭΩŀƎƎƛǳƴǘŀ Řƛ ƴǳƻǾƛ ƴƻŘƛ ƛƴ ǳƴƻ scale-free network non può ridurre la sincroniz-

zabilità della rete. 

A causa del processo di auto-organizzazione di una rete scale-free, la possibilità di sincronizzare ta-

li networks con un gran numero di nodi rimane quasi invariata aggiungendone nuovi. 

Ricordando che ʇ2sc = -1 per uno star-coupled network, la sincronizzabilità di una rete di tipo sca-

le-free è quasi la stessa di quella di una rete a stella. Questo può essere dovuto alla distribuzione 

di connettività estremamente disomogenea dello scale-free, nel quale pochi nodi hub si compor-

tano come un singolo centro dello star-network. 

Per un numero sufficientemente grande di nodi la sincronizzazione può essere raggiunta se : 

Ã
Á

˂
 

per esempio34 per Í σ ȟυ ȟχȟ  la sincronizzazione può essere raggiunta, rispettivamente, con      

c >  1.35 , c > 1.31 , c > 1.30, con a=1,27. 

 

3.6  Robustezza e fragilità in reti scale-free 

 

Mettiamo a confronto la robustezza della sincronizzazione in tali networks, con quelli di tipo ran-

dom, rimuovendo una piccola frazione di nodi dalla rete. 

Chiaramente la rimozione di alcuni nodi dal network, può solo cambiare la matrice di connessione, 

Ƴŀ ǎŜ ˂2sf rimane invariato, la sincronizzabilità del network rimarrà invariata dopo la rimozione. 

                                                           
33

 Wang & Cheng, 2001 b in :Xiao Fan Wang, Complex networks: topology, dynamics and synchronization, international 
journal of bifurcation and Chaos, Vol. 12, N°5 (2002), pag.908  
34

 Wang & Chen op. cit. pag. 909 
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Per semplificare poniamo ! ᶰ   e  ! ᶰ  per indicare rispettivamente le 

matrici di connessione del network originario con N nodi, e del nuovo network ottenuto rimuo-

vendo [fN] nodi35. Consideriamo i valori medi degli autovalori ˂  e ˂  e supponiamo che i nodi 

rimossi siano i1 , i2 , ΧΧ ,[i fN]; si può costruire la nuova matrice di connessione !  da quella origi-

naria  !  in questo modo: 

1) Si forma la matrice minore Bɴ  togliendo le righe-colonne di indice i1 , i2 , 

ȣȣ ȟ ÉfN]. 

2) La matrice !  si ottiene dalla matrice B, ponendo Á Â per: 

É Ê Ƞ                  Å                Á Á

ȟ

    

Nella simulazione Wang e Chen hanno posto N=3000  e mo=3 , per cui il network originario con-

teneva tremila nodi e circa cinquemila connessioni; hanno scoperto che anche quando venivano 

rimossi casualmente il 5% dei nodi, il nuovo autovalore ʇ ḙ ʇ  , questo significa la sincronizza-

zione è quasi inattaccabile per gli errori di tipo random. 

Invece si dimostra particolarmente vulnerabile per gli attacchi intenzionali. Per simulare il compor-

tamento della struttura scale-free rispetto agli attacchi intenzionali, rimuoviamo per primo il nodo 

Ŏƻƴ ǇƛǴ ŀƭǘƻ ƎǊŀŘƻΣ ŜŘ ƛƴ ǎŜƎǳƛǘƻ ŎƻƴǘƛƴǳƛŀƳƻ ŀ ǊƛƳǳƻǾŜǊŜ ƛ ƴƻŘƛ ǎŜŎƻƴŘƻ ƭΩƻǊŘƛƴŜ ŘŜŎǊŜscente dei 

loro gradi. Facendo ciò, si è trovato che la grandezza di ʇ2 decresceva rapidamente quasi fino a 

ƳŜǘŁ ŘŜƭ ǎǳƻ ǾŀƭƻǊŜ ƻǊƛƎƛƴŀǊƛƻΣ ǉǳŀƴŘƻ ǎƻƭƻ ƭΩм҈ ŘŜƛ ƴƻŘƛ ŎƻƴƴŜǎǎƛ ŜǊŀƴƻ ǎǘŀǘƛ ǊƛƳƻǎǎƛΤ ŀŘ ǳƴŀ ǎo-

glia critica Æ  ρȢφϷȟ  ʇ  ƛƳǇǊƻǾǾƛǎŀƳŜƴǘŜ ǎŎŜƴŘŜǾŀ ŀ ȊŜǊƻΣ ƛƳǇƭƛŎŀƴŘƻ ŎƘŜ ƭΩƛƴǘŜǊƻ ƴŜǘǿƻǊƪ ǎƛ 

scomponeva in clusters isolati. 

[ŀ ǘƻƭƭŜǊŀƴȊŀ ŀƭƭΩŜǊǊƻǊŜ ǊŀƴŘƻƳ Ŝ ƭŀ ǾǳƭƴŜǊŀōƛƭƛǘŁ ŀƎƭƛ ŀǘǘŀŎŎƘƛ ƛƴǘŜƴȊƛƻƴŀƭƛ Řŀ ǇŀǊǘŜ ŘŜƎƭƛ ǎŎŀƭŜ-free 

networks, dipendono dalla loro estremamente disomogenea distribuzione di connessione. In ef-

fetti, se .ḻρ ÅÄ ÆḺρ non importa se i nodi rimossi sono stati scelti a caso o selezionati specifica-

tamente, si ha sempre :  

                                                ʇ2 "  ʇ2sf,  

dove B è un minore di una matrice A, ricavata come visto sopra; viceversa se sono rimossi la mag-

gior parte dei nodi connessi, allora la nuova matrice di connessione @sf si ottiene dalla matrice B 

aggiungendo una matrice diagonale non negativa, con un numero elevato sulla diagonale principa-

le, per cui si avrà un drastico incremento nel secondo autovalore della matrice, che risulterà così 

Ƴƻƭǘƻ ƳŀƎƎƛƻǊŜ ŘŜƭƭΩŀǳǘƻǾŀƭƻǊŜ ŘŜƭƭŀ ƳŀǘǊƛŎŜ ƻǊƛƎƛƴŀǊƛŀΦ  

In conclusione, la connettività e la sincronizzazione dei networks scale-free, sono robuste nei con-

fronti delle infezioni casuali, ma fragili di fronte agli attacchi intenzionali; questi risultati, insieme 

con alcuni recenti studi circa il robusto ma fragile aspetto nei sistemi complessi36 indicano che tale 

proprietà (robust yet fragile) è una caratteristica comune ed essenziale in essi. 

 
                                                           
35

 [fN] indica il più piccolo e più vicino intero al numero reale fN 
36

 Carson & Doyle 1999-2000 
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3.7 Controllo pinning di reti complesse 

bŜƎƭƛ ǳƭǘƛƳƛ ŘŜŎŜƴƴƛ ƭΩŀƴŀƭƛǎƛ ŜŘ ƛƭ ŎƻƴǘǊƻƭƭƻ ŘŜƛ ŎƻƳǇƻǊǘŀƳŜƴǘƛ ŎƻƳǇƭŜǎǎƛ ŘŜlle reti, composte da 

ǳƴ ƎǊŀƴŘŜ ƴǳƳŜǊƻ Řƛ ŎƛǊŎǳƛǘƛ ŘƛƴŀƳƛŎƛΣ Ƙŀ ǎǳǎŎƛǘŀǘƻ ǳƴ ƎǊŀƴŘŜ ƛƴǘŜǊŜǎǎŜΦ 5ΩŀƭǘǊŀ ǇŀǊǘŜΣ ƭŀ ƳŀƎƎƛƻǊ 

parte di questi lavori si sono concentrati sulle strutture con connessioni completamente regolari. Il 

principale risultato di queste architetture semplici, è aver permesso la focalizzazione della com-

ǇƭŜǎǎƛǘŁ Ŏŀǳǎŀǘŀ ŘŀƭƭŜ ŘƛƴŀƳƛŎƘŜ ƴƻƴ ƭƛƴŜŀǊƛ ŘŜƛ ƴƻŘƛΣ ŀƴŎƘŜ ǎŜƴȊŀ ŎƻƴǎƛŘŜǊŀǊŜ ƭΩǳƭǘŜǊƛƻǊŜ ŎƻƳǇƭŜs-

sità della stessa struttura della rete. wŜŎŜƴǘŜƳŜƴǘŜ ŝ ŀǳƳŜƴǘŀǘƻ ƭΩƛƴǘŜǊŜǎǎŜ ƴŜƭ ŎƻƳǇǊŜƴŘŜǊŜ ƭŜ 

modalità che caratterizzano la formazione e la topologia delle varie reti complesse, incluso Inter-

ƴŜǘ Σ ²ƻǊŘ ²ƛŘŜ ²ŜōΣ Ŝ ǘŀƴǘƛ ŀƭǘǊƛΦ [ΩŀǇǇŀǊŜƴǘŜ ǳōƛǉǳƛǘŁ Řƛ ǉǳŜǎǘŜ ǊŜǘƛ ŎƻƳǇƭŜǎǎŜ Ŏƛ ƳƻǎǘǊŀ ŎƻƳŜ 

la struttura di una rete facilita o contrasta i comportamenti di questa. Solo negli ultimi anni, grazie 

ŀƭƭŀ ƎǊŀƴŘŜ ǇƻǘŜƴȊŀ Řƛ ŎŀƭŎƻƭƻ ŘŜƛ ƳƻŘŜǊƴƛ ŎŀƭŎƻƭŀǘƻǊƛΣ ǎƛ ŝ Ǉƻǘǳǘƻ ŀƴŀƭƛȊȊŀǊŜ ƭΩŜƴƻǊƳŜ ƴǳƳŜǊƻ Řƛ 

dati di tali sistemi. Tradizionalmente un network di topologia complessa era descritto da un grafo 

completamente randƻƳΣ ŎƘŜ ŝ ŜǎŀǘǘŀƳŜƴǘŜ ƭΩƻǇǇƻǎǘƻ ŘŜƭ ƳƻŘŜƭƭƻ ǊŜƎƻƭŀǊŜΦ /ƻƳŜ ƎƛŁ ŘŜǘǘƻ ƴŜƛ 

paragrafi precedenti, la maggior parte delle reti reali non sono né completamente regolari, né 

completamente random. Per descrivere il passaggio da una rete regolare ad una random, Watts e 

Strogatz hanno introdotto il network cosiddetto small-ǿƻǊƭŘΤ ƭΩŀǎǇŜǘǘƻ ŎƻƳǳƴŜ ŘŜƭ ƳƻŘŜƭƭƻ 9w Ŝ 

del modello WS, è che la distribuzione di connettività ha un valore medio dei picchi, che decade 

esponenzialmente, questo significa che ogni nodo ha approssimativamente lo stesso numero di 

ŎƻƴƴŜǎǎƛƻƴƛΦ ¦ƴΩŀƭǘǊŀ ǎŎƻǇŜǊǘŀ ǎƛƎƴƛŦƛŎŀǘƛǾŀ ƴŜƭ ŎŀƳǇƻ ŘŜƭƭŜ ǊŜǘƛ ŎƻƳǇƭŜǎǎŜ Ŏƻƴ ƎǊŀƴŘŜ ƴǳƳŜǊƻ Řƛ  

ŎƻƴƴŜǎǎƛƻƴƛ ŝ ƭΩƻǎǎŜǊǾŀȊƛƻƴŜ ŎƘŜ ƭŀ ƎǊŀƴ ǇŀǊǘŜ Řƛ ǉǳŜǎǘŜ ǎƻƴƻ Řƛ ǘƛǇƻ ǎŎŀƭŜ-free, ed hanno distribu-

zioni di connessione power-law, e di conseguenza molti nodi hanno poche connessioni e pochi no-

di hanno molte connessioni. Questo aspetto (vedi paragrafo precedente), le rende tolleranti agli 

errori di tipo random (come per esempio una rimozione casuale di nodi), ma estremamente fragili 

agli attacchi esterni. Wang e Chen37 hanno studiato il problema del controllo di una rete dinamica 

scale-ŦǊŜŜΣ ŀǇǇƭƛŎŀƴŘƻ ŀŘ ǳƴŀ ǇƛŎŎƻƭŀ ŦǊŀȊƛƻƴŜ Řƛ ƴƻŘƛΣ ǳƴ άƭƛƴŜŀǊ ŦŜŜŘōŀŎƪέΦ Lƭ ŦŜŜŘōŀŎƪ ǇƛƴƴƛƴƎ ŝ 

stata una tecnica comune per il controllo del caos spazio-temporale nelle reti dinamiche regolari. I 

due studiosi hanno ricercato gli effetti di due tipi di pinning: nel primo sono connessi al master un 

ǇƛŎŎƻƭƻ ƴǳƳŜǊƻ Řƛ ƴƻŘƛ Ŏƻƴ ƳƻƭǘŜ ŎƻƴƴŜǎǎƛƻƴƛΣ ƴŜƭƭΩŀƭǘǊƻ ƛ ƴƻŘƛ ǎƻƴƻ ǎŎŜƭǘƛ ŀ ŎŀǎƻΦ 9ǎǎƛ Ƙŀƴƴƻ ŘƛƳo-

strato che  a causa della distribuzione di connettività estremamente disomogenea di un network 

scale-free, è molto più efficace il pinning su alcuni nodi, che hanno molte connessioni, rispetto al 

pinning sullo stesso numero di nodi, scelti casualmente.  

Supponiamo che noi vogliamo portare una rete di tipo scale-free ad uno stato stazionario definito 

da: 

                        x1=x 2= . . . =xn=Ø    

e che  

ÆØ π 

ǇŜǊ ǊŜŀƭƛȊȊŀǊŜ ƭƻ ǎŎƻǇƻ Řƛ ŎƻƴǘǊƻƭƭƻ Ŏƻƴ ƛƭ ǇƛƴƴƛƴƎ ŜŦŦŜǘǘǳŀǘƻ ǎǳ ǳƴŀ ǇƛŎŎƻƭŀ ŦǊŀȊƛƻƴŜ ʵόлғʵғмύ Řƛ 

nodi. 

                                                           
37

 Xiao Fan Wang, Guanrong Chen, Pinning control of scale-free dynamical network, Phisica A 310(2002) pag. 522 

(1) 

(2) 



66 
 

Supponiamo che i1, iςȟȣȢȢ i l   nodi siano stati selezionati , dove Ì ɿ. sta per il più piccolo e più vici-

ƴƻ ƛƴǘŜǊƻ ŀƭ ƴǳƳŜǊƻ ǊŜŀƭŜ ʵbΦ [Ŝ ŜǉǳŀȊƛƻƴƛ  ŘŜƭ ǎƛǎǘŜƳŀ ŎƻƴǘǊƻƭƭŀǘƻ ǎƻƴƻΥ 

   Ø  =  f(Ø ) + cВ Á ɜØ -cd(Ø  - Ø)    ÐÅÒ Ë ρȟςȟȣÌ 

   ØÉË =  f(Ø ) + cВ Á ɜØ                         ÐÅÒ Ë Ì ρȟ Ì ςȟȣȣ.           

dove d>0 è il guadagno di feedback. 

Per studiare la stabilità dello stato stazionario Ø, linearizziamo  la prima equazione intorno ad Ø. 

Questo ci porta a : 

            ʂ  ʂ $ÆØ)]  + B ʂɜȟ 

dove Df(Ø)  ɴ ד  è lo jacobiano di f su Ø, ́  Ґ ʹȟ́ ȟȣȢ́  ɴד  

con ʂi(t)  = xi (t) - Ø,         per  É  ρȟςȟȣ. , e 

B = A ɀ D,   D=diag(d1=d 2= . . . =dn) 

Dove:        

dik = d per -ρ  Ë  Ìȟ      Å   dik  π ÐÅÒ Ì ρ  Ë  .Ȣ 

 

Siano ʇ1   ʇ2   ʇ3 ȣȣȣȢȢʇN gli autovalori della matrice "ȟ Å ɮ  ɮ1, ɮςȟȣȣȢȟ ɮN)  ד  צ  siano i 

corrispondenti autovettori, che soddisfano la condizione: 

                            B ɮk  ʇkɮk,       Ë ρȢςȣȢ. 

9ǎǇŀƴŘŜƴŘƻ ƻƎƴƛ Ŏƻƭƻƴƴŀ ʹ ǎǳƭƭŀ ōŀǎŜ ʊΣƻǘǘŜƴƛŀƳƻΥ 

                                        ʂ  ɮʉ 

ŘƻǾŜ ƭŀ ƳŀǘǊƛŎŜ ˄ ǎƻŘŘƛǎŦŀ ƭŜ ǎŜƎǳŜƴǘƛ ŎƻƴŘƛȊƛƻƴƛΥ 

                                   Ö = ʉ[D ÆØ]  Ãʇʉɜ 

con ʇ  ÄÉÁÇ ʇ1ȟ  ʇ2ȟ  ʇ3,ȣȣȣȢȢʇN) . Sia ˄k la kma riga di ˄ . Allora: 

                      Ö  = [D ÆØ + cʇkɜ]ʉ                 Ë ρȟςȟȣ.. 

Abbiamo così trasformato un problema di stabilità di un sistema a (n x N) dimensioni, in un pro-

blema di stabilità di N numeri di sistemi lineari a n dimensioni. Dalla teoria dei sistemi lineari ne 

consegue che, se la matrice [D ÆØ  Ãʇkɜ è una matrice di Hurwitz, cioè le parti reali dei suoi au-

tovalori sono tutte negative, i sistemi lineari sono tutti esponenzialmente stabili, la qualcosa impli-

ca che lo stato stazionario omogeneo di un sistema controllato è localmente esponenzialmente 

ǎǘŀōƛƭŜΦ 5ΩŀƭǘǊŀ ǇŀǊǘŜΣ Řŀƭ ƳƻƳŜƴǘƻ ŎƘŜ ʇ1(A) = 0 , lo stato stazionario omogeneo di un sistema 

controllato è instabile se Ø non è un punto di stabilità di un nodo isolato. Ne consegue il lemma: 

[9aa! мΦ /ƻƴǎƛŘŜǊƛŀƳƻ ǳƴ ƴŜǘǿƻǊƪ ŎƻƴǘǊƻƭƭŀǘƻΦ {ǳǇǇƻƴƛŀƳƻ ŎƘŜ Ŝǎƛǎǘŀ ǳƴŀ ŎƻǎǘŀƴǘŜ ˊғл ǘŀƭŜ ŎƘŜ 

[D ÆØ  ʍɜ sia una matrice di Hurwitz. Sia ʇ2 il più grande autovalore della matrice B=A-D.  

Se Ãʇ2  ʍ , lo stato omogeneo stazionario Ø del network controllato è localmente ed esponen-

zialmente stabile. Poiché ʇ2 < 0   e  ʍ  π , la disuguaglianza è equivalente a: 

Ã  
ˊ

˂
 

(3a) 

(3b) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 
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!Ř ǳƴ ǇƛŎŎƻƭƻ ǾŀƭƻǊŜ Řƛ ˂2 corrisponde un grande valore di ȿ ʇ2| per cui il network controllato si può 

stabilizzare in uno stato stazionario con un piccolo coefficiente di accoppiamento. 

5ΩŀƭǘǊŀ ǇŀǊǘŜΣ ƭŀ ǎǘŀōƛƭƛǘŁ ŘŜƭ ƴŜǘǿƻǊƪ ǊƛǎǇŜǘǘƻ ŀŘ ǳƴƻ ǎǇŜŎƛŦƛŎƻ ǎŎƘŜƳŀ Řƛ ǇƛƴƴƛƴƎΣ ǇǳƼ ŜǎǎŜǊŜ Ŏa-

ratterizzata da un grande autovalore ʇ2 della matrice B. Si possono scegliere gli l nodi pinnati, e il 

guadagno di feedback d tali che ʇ2 sia il più piccolo possibile. 

Per un dato schema di pinning, ʇ2 è funzione decrescente di d. Supponiamo che i1, i2Σ Χ Σ ƛl siano 

scelti come nodi per il pinning, e sia  ! ד צ  la matrice minore di A, che si ottiene da que-

sta rimuovendo le i1,i2ȟ ȣ ȟÉl, righe colonne di A. Allora abbiamo: 

ÌÉÍ
ᴼ
˂ " ˂ ! 

In effetti nel limite ÄᴼЊ gli stati dei nodi controllati i1,i2Σ Χ ,il, possono essere sicuramente collega-

ti tramite pinning allo stato Ø che si vuole raggiungere. In seguito dobbiamo solo ricercare la stabi-

lità del seguente sistema: 

Ø Ø 

                                Ø  = f(Ø ) + cВ  Á ɜØ             per Ë Ì ρȟ Ì ςȟȣȣ ȟ.   

 

¶ Controllo di un network scale-free con differenti schemi di pinning 

Wang e Cheng 38 hanno fatto una simulazione sulla stabilità di un network dinamico scale-free con 

diversi schemi di pinning. In tale simulazione si pone il numero dei nodi N=3000  e mo=m=3 ; no-

minativamente, il network originale contiene tremila nodi con circa novemila connessioni. Nello 

ǎŎƘŜƳŀ Řƛ ǇƛƴƴƛƴƎ Řƛ ǘƛǇƻ ǊŀƴŘƻƳΣ ǎƛ ŎƻƭƭŜƎŀ ƛƭ ƳŀǎǘŜǊ ŀ ǳƴŀ ŦǊŀȊƛƻƴŜ ʵ Řƛ ƴƻŘƛ ǎŎŜƭǘƛ ŀ ŎŀǎƻΦ bŜƭƭƻ 

schema specifico dello scale free, si collega al master il nodo con più alto grado, ed in seguito agli 

altri nodi in ordine decrescente di gradi. Le matrici di connessione dei due schemi, sono denotate 

rispettivamente come Dr e Ds, i più grandi autovalori sono denotati rispettivamente come 2˂r Ŝ ˂2s 

Ŝ ǎƻƴƻ ŦǳƴȊƛƻƴƛ ŘŜŎǊŜǎŎŜƴǘƛ ŘŜƭƭŀ ŦǊŀȊƛƻƴŜ ʵ  ŘŜƭ ƎǳŀŘŀƎƴƻ Řƛ ŦŜŜŘōŀŎƪ ŘΦ 

Si può dire che: 

ÌÉÍ
ᴼ
˂ ȟɻÄ ˂ ʵȟ     ÌÉÍ

ᴼ
˂ ȟɻÄ ˂  ɻ

Dove ˂  ɻ e ˂  ɻsono i più grandi autovalori  delle matrici minori della matrice di accoppia-

mento A, rispetto allo schema random ed allo schema specifico dello scale-free. 

 

come si può vedere nella figura seguente39: 

                                                           
38

 Wang e Chen,op. cit. pag.526 
39

 Figura tratta da Wang , Chen, Pinning controll of scale-free dynamical networks, Physica, A 310(2002) pag.527 
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 ˂  ɻ Ḻ  ˂  ɻ, specialmente per ǇƛŎŎƻƭƛ ǾŀƭƻǊƛ Řƛ ʵΣ ǉǳŜǎǘƻ ƛƳǇƭƛŎŀ ŎƘŜ ǇŜǊ ǎǘŀōƛƭƛȊȊŀǊŜ ǳƴ ƴŜt-

work dinamico scale-free, lo schema di pinning specifico richiede un numero molto minore di con-

trollori locali dello schema di pinning random; questo aspetto dei networks dinamici scale-free è 

determinato dalla loro estremamente disomogenea distribuzione di connettività, dal momento 

che la maggior parte dei nodi hanno poche connessioni, questi saranno selezionati in uno schema 

di tipo random, con una maggiore probabilità se . ḻ ρ e ɿ Ḻ ρ. Non sorprende vedere che per la 

ǎǘŀōƛƭƛǘŁ ŘŜƭƭΩƛƴǘŜǊƻ ƴŜǘǿƻǊƪ ǎŎŀƭŜ-free, la stabilità di pochi nodi con molte connessioni, è molto più 

importante della stabilità dello stesso numero dei nodi con poche connessioni, inoltre per stabiliz-

zare un network scale-free con un numero minimo di controllori locali, questi si aggiungono ai po-

chi nodi con gradi molto alti. 

 

¶ Esempio: controllo pinning di circuiti di Chua 

Wang e Chen40 hanno fatto un esperimento, usando un network scale-free, avente per nodi oscil-

latori di Chua. 

Come visto nella prima parte, le equazioni adimensionali del circuito di Chua sono:         

     

                                          Ø1 ɻ Ø2- x1+f(x 1))        

                                          Ø2= x1- x2+ x3                                   ÐÅÒ É  ρȟςȟȣ.Ȣ 

                                          Ø3= ɼ Ø2 - ɾØ3 

 

 

                                                           
40

 Wang e Chen,op. cit. pag.528 

Figura 3.11 Valori di  ʇ  e ʇ  ƛƴ ŦǳƴȊƛƻƴŜ ŘŜƭƭŀ ǇŜǊŎŜƴǘǳŀƭŜ Řƛ ƴƻŘƛ Ǉƛƴƴŀǘƛ ʵ 
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e la funzione lineare a tratti f(x)  è: 

 

                                 f(x)=  

 

 

con ɻ  πȟ ɼ  πȟ ɾ > 0, e a<b<0 . 

Supposto che due oscillatori di Chua siano collegati attraverso la prima variabile di stato x1, per cui 

ɱҐŘƛŀƎόмΣлΣлύΣ ƭŜ ŜǉǳŀȊƛƻƴƛ ŘŜƭƭŀ ǊŜǘŜ ǎƻƴƻ ŀƭƭƻǊŀΥ 

                                  Øi1 ɻ Øi2- xi1+f(x i1)) + cВ ÁØ 

                                   Øi2= x i1- xi2+ x i3 

                                   Øi3= -ɼ Øi1 - ɾØi3 

Se i parametri del sistema sono: 

ʰ ҐмлΦллллΣ ʲ Ґ мрΦллллΣ ʴҐлΦлоурΣ ŀҐ-1.2700, b=-0.6800, ƭΩƻǎŎƛƭƭŀǘƻǊŜ Řƛ /Ƙǳŀ Ƙŀ ǳƴ ŀǘǘǊŀǘǘƻǊŜ 

caotico, con tre punti di equilibrio instabile: 

Se vogliamo stabilizzare il network portandolo ad uno stadio omogeneo Ø+by, applicando un con-

trollo di tipo pinning alla prima variabile di stato di una piccola frazione ʵ Řƛ ƴƻŘƛΣƭŜ ŜǉǳŀȊƛƻƴƛ ŘŜƭ 

network controllato sono: 

                                  Øi1 ɻ Øi2- xi1+f(x i1)) + cВ ÁØ Õ 

                                  Øi2= x i1- xi2+ x i3 

                                  Øi3= -ɼ Øi1 - ɾØi3 

per i = 1,2,ΧbΣ ŎƻƴΥ 

ui = ÃÄØ  Ø ȟ     ÐÅÒ       É Éȟȟ ÉȟȣȢȠ   π  ÎÅÇÌÉ ÁÌÔÒÉ ÃÁÓÉ.           

Poiché ʍ  -4,71, per guadagno di feedback sufficientemente grande d, 

la stabilizzazione può essere raggiunta se: 

Ãʇ2 ɿ τȢχρ. 

Consideriamo un determinato fattore di ŀŎŎƻǇǇƛŀƳŜƴǘƻ ŎΣ Ŝ ǎƛŀƴƻ ʵr Ŝ   ʵs i più piccoli valori valori 
Řƛ ʵ Ŏƻƴ ƛ ǉǳŀƭƛ ǇǳƼ ǊŀƎƎƛǳƴƎŜǊŜ ƭŀ ǎƛƴŎǊƻƴƛȊȊŀȊƛƻƴŜ ǊƛǎǇŜǘǘƛǾŀƳŜƴǘŜ ǳƴŀ ǊŜǘŜ Řƛ ǘƛǇƻ ǊŀƴŘƻƳ Ŝ ǳƴŀ 
rete di tipo scale free. 

 ɻ r Ŝ   ʵs ǎƻƴƻ  ŦǳƴȊƛƻƴƛ ŘŜƭ ŎƻŜŦŦƛŎƛŜƴǘŜ Řƛ ŀŎŎƻǇǇƛŀƳŜƴǘƻ ŎΦ  9Ω ŜǾidente che, per un grande range 
ŘŜƭ ŎƻŜŦŦƛŎƛŜƴǘŜ Řƛ ŀŎŎƻǇǇƛŀƳŜƴǘƻΣ ʵs ŝ Ƴƻƭǘƻ ǇƛǴ ǇƛŎŎƻƭƻ Řƛ ʵr , la qualcosa dimostra che lo schema 
scale-free richiede un numero molto inferiore di controllori locali dello schema random. 

In conclusione, è stato dimostrato ŎƘŜ ƛƭ ƳŜǘƻŘƻ ǇƛǴ ŜŦŦƛŎŀŎŜ ǇŜǊ ŎƻƭƭŜƎŀǊŜ ƛ ΨŎƻƴǘǊƻƭƭƻǊƛΩ ŀƛ ƴƻŘƛ 
della rete, è collegarli ai nodi con un numero più alto di connessioni, principalmente a causa 
ŘŜƭƭΩŜǎǘǊŜƳŀ ŘƛǎƻƳƻƎŜƴŜƛǘŁ ŘŜƛ ƴŜǘǿƻǊƪǎ Řƛ ǘƛǇƻ ǎŎŀƭŜ-free.  

Questo risultato spiega anche  perché reti complesse, come ad esempio Internet e le reti metabo-
liche, rimangano stabili, nonostante i frequenti esempi di instabilità di alcuni nodi locali. 

  -b x1-b+a         se x1< -1 

a x1                   se|x1ȿ ρ 

-b x1-a+b          se x1>1  
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5ΩŀƭǘǊŀ ǇŀǊǘŜΣŎƻƳŜ ƎƛŁ Ǿƛǎǘƻ ƴŜƭ ǇŀǊŀƎǊŀŦƻ уΣ ƭŀ ƛƴǎǘŀōƛƭƛǘŁ Řƛ ǳƴŀ ǇƛŎŎƻƭŀ ŦǊŀȊƛƻƴŜ ŘŜƛ ƴƻŘƛ ŎƘŜ ǇǊe-
sentano il maggior numero di connessioni, può avere una grande influenza sulla stabilità 
ŘŜƭƭΩƛƴǘŜǊŀ ǊŜǘŜ ǎŎŀƭŜ-free. 

Questo indica, ancora una volta, che la stabilità di questo tipo di rete è άǊƻōǳǎǘ ȅŜǘ ŦǊŀƎƛƭŜέΦ 

 

 

3.8 Analisi numerica della topologia delle reti complesse 

3.8.1 confronto tra varie topologie 

Per scegliere la migliore configurazione tra le varie topologie di reti occorre tenere conto del mag-

giore autovalore non nullo ʇ2 di ogni rete. 

Il  sistema di N /Ƙǳŀ ŝ ŀǎƛƴǘƻǘƛŎŀƳŜƴǘŜ ǎǘŀōƛƭŜ ǎŜ ƭΩŜǎponente maggiore di Lyapunov è negativo, la 

qualcosa si verifica se klim è maggiore o uguale ad un valore che abbiamo trovato essere uguale a 

6.31 per i parametri nominali dei circuiti di Chua,  data la condizione di sincronizzazione Ãʇ2 Ë, da 

cui si ricava: 

#2

#2
ʇ ËO 2

#2

Ë#
ʇ 2  

Per gli esempi seguenti realizzati con il Matlab sono stati considerati i valori nominali delle capaci-

tà C1 = 10 nF , C2  ρππÎ&ȟ 2  ρȢχψ+ɱ;  essendo questi dati di ingresso della funzione utilizzata, 

possono essere tranquillamente sostituiti. 

 

¶ Confronto tra sei reti con otto nodi, realizzato con il Matlab 

Per confrontare le sei reti seguenti utilizziamo le funzioni: 

1)  function [Ac, ɚ2,Rc] = MetodoCartaPenna2(x,C1,C2,R,Klim)  

Questa funzione restituisce una rete di qualsiasi tipo e per qualsiasi numero N di nodi, se nel pa-
rametro x sono indicate tutte le connessioni dei nodi, in modo unilaterale. Nel parametro y, pre-
sente nella funzione,le  connessioni vengono prese in senso inverso. 
 PARAMETRI di uscita: 
 Ac=matrice di connessione della rete iniziale. 
 ˂ н=il più grande autovalore delle matrici di connessione, escluso lo zero 
 Rc=valore massimo della resistenza di collegamento tra i circuiti di Chua 
 PARAMETRI DI INGRESSO: 
 x=tutte le connessioni fra i nodi i,j  in un solo verso; un segnale di errore avverte se una connes-
sione è ripetuta, in senso diretto o in senso inverso. 
C1, C2, R= parametri del circuito di Chua 
Klim =K limite 
 OUTPUT 
 Ci=gradi di ogni nodo 
 C=grado medio della rete 
 Gradi=gradi in ordine decrescente  
 Nodi=rispettivi nodi 
 grado_max=grado massimo 
 nodi_hub=nodi aventi il grado massimo 
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rete con 8 nodi rete con 8 nodi

rete con 8 nodi rete con 8 nodi

rete con 8 nodi rete con 8 nodi

configurazione 3
Ac =
    -2     1     1     0     0     0     0     0
     1    -2     1     0     0     0     0     0
     1     1    -4     1     1     0     0     0
     0     0     1    -2     1     0     0     0
     0     0     1     1    -4     1     1     0
     0     0     0     0     1    -2     1     0
     0     0     0     0     1     1    -3     1
     0     0     0     0     0     0     1    -1
autovaloridiAc =   -5.4954   -4.4950   -3.7714  
 -3.0000   -1.7277   -1.1060   -0.4045   -0.0000
lambda2 = -0.4045
Rc =1.1409e+003
Ci = 2     2     4     2     4     2     3     1
C = 2.5000
Rc = 1.1409e+003

configurazione 2
Ac =
    -2     1     0     0     0     0     0     1
     1    -3     1     1     0     0     0     0
     0     1    -2     1     0     0     0     0
     0     1     1    -3     1     0     0     0
     0     0     0     1    -3     1     1     0
     0     0     0     0     1    -2     1     0
     0     0     0     0     1     1    -3     1
     1     0     0     0     0     0     1    -2
autovaloridiAc = -4.8136   -4.0000   -4.0000   
-3.0000   -2.5293   -1.0000   -0.6571    0.0000
lambda2 =  -0.6571
Rc =1.8536e+003
Ci = 2     3     2     3     3     2     3     2
C = 2.5000
Rc=1.8536e+003

configurazione 1
Ac =
    -1     1     0     0     0     0     0     0
     1    -3     1     1     0     0     0     0
     0     1    -2     1     0     0     0     0
     0     1     1    -3     1     0     0     0
     0     0     0     1    -3     1     1     0
     0     0     0     0     1    -2     1     0
     0     0     0     0     1     1    -3     1
     0     0     0     0     0     0     1    -1
autovaloridiAc = -4.7321 -4.0000 -3.7321
-3.0000 -1.2679 -1.0000 -0.2679 0.0000
lambda2 = -0.2679
Rc =  755.8630
Ci =   1     3     2     3     3     2     3     1
C =    2.2500
Rc =  755.8630

confugurazione 4
Ac =
    -2     1     0     1     0     0     0     0
     1    -2     1     0     0     0     0     0
     0     1    -2     1     0     0     0     0
     1     0     1    -3     1     0     0     0
     0     0     0     1    -3     1     0     1
     0     0     0     0     1    -2     1     0
     0     0     0     0     0     1    -2     1
     0     0     0     0     1     0     1    -2
autovaloridiAc = -4.9032   -4.0000   -2.8061   
-2.0000   -2.0000   -2.0000   -0.2907   -0.0000
lambda2 = -0.2907
Rc = 820.1107
Ci =  2     2     2     3     3     2     2     2
C =   2.2500
Rc = 820.1107

configurazione 5
Ac =
    -3     1     0     1     0     0     0     1
     1    -2     1     0     0     0     0     0
     0     1    -2     1     0     0     0     0
     1     0     1    -3     1     0     0     0
     0     0     0     1    -3     1     0     1
     0     0     0     0     1    -2     1     0
     0     0     0     0     0     1    -2     1
     1     0     0     0     1     0     1    -3
autovaloridiAc =-5.4142   -4.0000   -3.4142  
 -2.5858   -2.0000   -2.0000   -0.5858   -0.0000
lambda2 = -0.5858
Rc = 1.6525e+003
Ci =  3     2     2     3     3     2     2     3
C =  2.5000
Rc =1.6525e+003

configurazione 6
Ac =
    -1     1     0     0     0     0     0     0
     1    -3     1     1     0     0     0     0
     0     1    -2     1     0     0     0     0
     0     1     1    -3     1     0     0     0
     0     0     0     1    -3     1     0     1
     0     0     0     0     1    -2     1     0
     0     0     0     0     0     1    -2     1
     0     0     0     0     1     0     1    -2
autovaloridiAc =  -4.8280   -4.0000   -3.4664  
 -2.3154   -2.0000   -1.1116   -0.2786   -0.0000
lambda2 = -0.2786
Rc = 785.8652
Ci =  1     3     2     3     3     2     2     2
C =   2.2500
Rc = 785.8652

  
 esempio per la configurazione N° 1: 
 [Ac, ɚ2,Rc] =MetodoCartaPenna2 ([1 2 2 3 3 4 2 4 4 5 5 6 5 7 6 7 7 8],10e -

9,100e - 9,1780,6.31);  
run3_ MetodoCartaPenna :  

questo programma  utilizza la precedente funzione per confrontare le sei configurazioni, trovarne 
ƭŀ ƳƛƎƭƛƻǊŜ Ŝ ŎǊŜŀǊŜ ǳƴŀ ǘŀōŜƭƭŀ ǊƛŀǎǎǳƴǘƛǾŀ ŘŜƛ ǾŀƭƻǊƛ Řƛ ˂2 ed Rth , prese entrambe in ordine decre-
scente. 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2˂  per tutte le configurazioni esaminate 

2˂ =  -0.2679   -0.6571   -0.4045   -0.2907   -0.5858   -0.2786 

resistenze di soglia per tutte le configurazioni esaminate in ordine decrescente 

Rth = 1.0e+003 * 

    1.8536    1.6525    1.1409    0.8201    0.7859    0.7559 

2˂ =   -0.6571   -0.5858   -0.4045   -0.2907   -0.2786   -0.2679 

tutti gli autovalori ˂ н, in valore assoluto, delle configurazioni, in ordine crescente e le relative 

configurazioni 

2˂ =0.6571    0.5858    0.4045    0.2907    0.2786    0.2679 

CONFIGURAZIONI CORRISPONDENTI= 2     5     3     4     6     1 

La configurazione migliore con il maggiore valore assoluto di ˂2, quindi con la maggiore Rth è la   

n° 2 
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configurazione 1 configurazione 2

configurazone 3 configurazione 4

configurazione 5 configurazione 6

Ac =
    -7     1     1     1     1     1     1     1
     1    -1     0     0     0     0     0     0
     1     0    -1     0     0     0     0     0
     1     0     0    -1     0     0     0     0
     1     0     0     0    -1     0     0     0
     1     0     0     0     0    -1     0     0
     1     0     0     0     0     0    -1     0
     1     0     0     0     0     0     0    -1

autovaloridiAc = -8.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000
-1.0000
   -1.0000   -1.0000   -0.0000
lambda2 =  -1
Rc =  2.8209e+003
Ci =   7     1     1     1     1     1     1     1
C =    1.7500

Ac =
    -2     1     0     0     0     0     0     1
     1    -2     1     0     0     0     0     0
     0     1    -1     0     0     0     0     0
     0     0     0    -1     1     0     0     0
     0     0     0     1    -2     1     0     0
     0     0     0     0     1    -2     1     0
     0     0     0     0     0     1    -2     1
     1     0     0     0     0     0     1    -2

autovaloridiAc = -3.8478 -3.4142 -2.7654 -2.0000
   -1.2346   -0.5858   -0.1522    0.0000
lambda2 =   -0.1522
Rc =  429.4594
Ci =   2     2     1     1     2     2     2     2

Ac =
    -2     1     0     0     0     0     0     1
     1    -4     1     1     0     0     0     1
     0     1    -2     1     0     0     0     0
     0     1     1    -4     1     1     0     0
     0     0     0     1    -2     1     0     0
     0     0     0     1     1    -4     1     1
     0     0     0     0     0     1    -2     1
     1     1     0     0     0     1     1    -4

autovaloridiAc = -6.0000 -4.7321 -4.7321
-4.0000 -2.0000   -1.2679   -1.2679    0.0000
lambda2 =   -1.2679
Rc =  3.5768e+003
Ci =   2     4     2     4     2     4     2     4
C =    3

Ac =
    -2     1     0     0     0     0     0     1
     1    -2     1     0     0     0     0     0
     0     1    -2     1     0     0     0     0
     0     0     1    -2     1     0     0     0
     0     0     0     1    -2     1     0     0
     0     0     0     0     1    -2     1     0
     0     0     0     0     0     1    -2     1
     1     0     0     0     0     0     1    -2

autovaloridiAc = -4.0000 -3.4142 -3.4142
-2.0000
   -2.0000   -0.5858   -0.5858   -0.0000
lambda2 =   -0.5858
Rc = 1.6525e+003
Ci =    2     2     2     2     2     2     2     2

Ac =
    -2     1     0     1     0     0     0     0
     1    -2     1     0     0     0     0     0
     0     1    -2     1     0     0     0     0
     1     0     1    -3     1     0     0     0
     0     0     0     1    -4     1     1     1
     0     0     0     0     1    -3     1     1
     0     0     0     0     1     1    -3     1
     0     0     0     0     1     1     1    -3

autovaloridiAc = -5.3234 -4.0000 -4.0000
-4.0000 -2.3579 -2.0000 -0.3187 0.0000
lambda2 =  -0.3187
Rc =  898.9405
Ci =   2     2     2     3     4     3     3     3
C =    2.7500

Ac =
    -5     1     1     0     1     0     1     1
     1    -1     0     0     0     0     0     0
     1     0    -1     0     0     0     0     0
     0     0     0    -1     0     1     0     0
     1     0     0     0    -1     0     0     0
     0     0     0     1     0    -2     1     0
     1     0     0     0     0     1    -2     0
     1     0     0     0     0     0     0    -1

autovaloridiAc =  -6.0548   -3.1610   -1.5068   -1.0000
   -1.0000   -1.0000   -0.2774    0.0000
lambda2 =   -0.2774
Rc =  782.5424
Ci =    5     1     1     1     1     2     2     1
C =    1.7500

TABELLA RIASSUNTIVA  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

¶ Confronto tra sei reti con otto nodi, realizzato con il Matlab 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2˂ per tutte le configurazioni esaminate 

     ˂ 2 =   -0.5858   -0.1522   -1.2679   -1.0000   -0.3187   -0.2774 

resistenze di soglia per tutte le configurazioni esaminate in ordine decrescente 

Rth =  1.0e+003 * 

3.5768    2.8209    1.6525    0.8989    0.7825    0.4295 

     ˂ 2 =   -1.2679   -1.0000   -0.5858   -0.3187   -0.2774   -0.1522 

tutti gli autovalori in valore assoluto delle configurazioni in ordine crescente: 

     ˂ 2 =    1.2679    1.0000    0.5858    0.3187    0.2774    0.1522 

configurazioni corrispondenti =     3     4     1     5     6     2 

CONFIGURAZIONI 2˂    Rth  όʍύ 

CONFIGURAZIONE 2      0.65708     1854 

CONFIGURAZIONE 5 0.58579 1652 

CONFIGURAZIONE 3 0.40446 1141 

CONFIGURAZIONE 4 0.29072 820 

CONFIGURAZIONE 6 0.27858 786 

CONFIGURAZIONE 1 0.26795 756 

configurazione 3 
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configurazione 1 configurazione 2

configurazione 3 configurazione 4

configurazione 5 configurazione 6

autovaloridiAc =-3.9616 -3.8478 -3.6629 
-3.4142 -3.1111 -2.7654 -2.3902 -2.0000 
-1.6098 -1.2346 -0.8889 -0.5858 -0.3371 
-0.1522 -0.0384 0.0000

lambda2 =   -0.1522
Rc =  429.4594
Ci =2 2 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
C =   1.8750

gradi in ordine decrescente e relativi nodi
gradi =2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1
nodi =1 2 3 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
4 5

Rc =  429.4594

autovaloridiAc =-4.0000 -3.8478 -3.8478 -3.4142 
-3.4142 -2.7654 -2.7654 -2.0000 -2.0000 -1.2346
 -1.2346 -0.5858 -0.5858 -0.1522 -0.1522 0.0000

lambda2 =   -0.1522
Rc =  429.4594
Ci =2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

C =   2

gradi in ordine decrescente e relativi nodi
gradi =2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
nodi =1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Rc =  429.4594

autovaloridiAc = -6.4495 -4.8260 -4.8260 -4.0000
-3.4142 -3.1524 -3.1524 -2.0000 -2.0000 -1.6145
-1.6145 -1.5505 -0.5858 -0.4071 -0.4071 -0.0000

lambda2 =  -0.4071
Rc =  1.1485e+003
Ci =    2     2     4     2     2     2     4     2     2     2    
 4     2     2     2     4     2
C =    2.5000

gradi in ordine decrescente e relativi nodi
gradi =   4     4     4     4     2     2     2     2     2   
  2     2     2     2     2     2     2
nodi =     3     7    11    15     1     2     4     5     
6     8     9    10    12    13    14    16
Rc =  1.1485e+003

autovaloridiAc = -5.8681 -4.4173 -4.0000 -3.7652
-3.4507-3.4142 -3.1258 -2.2505 -2.0000 -2.0000 
-1.1902-1.0760 -0.7383   -0.5858   -0.1179    0.0000

lambda2 =  -0.1179
Rc =  332.4469
Ci =   2     2     2     2     2     2     2     3     4     2     
3     2     2     3     2     3
C =   2.3750

gradi in ordine decrescente e relativi nodi
gradi =     4     3     3     3     3     2     2     2     2  
  2     2     2     2     2     2     2
nodi =     9     8    11    14    16     1     2     3     4 
 5     6     7    10    12    13    15

Rc =  332.4469

autovaloridiAc = -13.0077 -3.2222
-1.5373-1.0000
-1.0000-1.0000 -1.0000 -1.0000-1.0000 -1.0000 
-1.0000-1.0000-1.0000 -0.2328 -0.0000 0.0000

lambda2 =   -0.2328

Rc =  656.6952
Ci =12 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 1 1 0 1 1
C =1.7500

gradi in ordine decrescente e relativi nodi
gradi =
12 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
nodi =1 10 11 2 3 4 5 6 7 8 9 12 13 15 16 14

Rc =  656.6952

autovaloridiAc =-16.0000 -1.0000 -1.0000
-1.0000
-1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000
-1.0000
-1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000
-0.0000
lambda2 =  -1.0000
Rc = 2.8209e+003
Ci =15 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
C =   1.8750

gradi in ordine decrescente e relativi nodi
gradi =15 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
nodi = 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Rc =  2.8209e+003

la configurazione migliore con il maggiore valore assoluto di      ˂ н, quindi con la maggiore Rth è la n° 3 

TABELLA RIASSUNTIVA  

 

Mentre la Rth è ricavata dai parametri nominali dei circuiti di Chua, la Rth effettiva è ricavata dai 

parametri misurati in laboratorio, C2=103 nF,e C1=10.1nF. 

 

¶ Confronto tra sei reti con 16 nodi, realizzato con il Matlab 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2˂ per tutte le configurazioni esaminate 

2˂ = -0.1522   -0.1522   -0.4071   -1.0000   -0.1179   -0.2328 

resistenze di soglia per tutte le configurazioni esaminate in ordine decrescente 

Rth = 1.0e+003 * 

2.8209    1.1485    0.6567    0.4295    0.4295    0.3324 

2˂ =  -1.0000   -0.4071   -0.2328   -0.1522   -0.1522   -0.1179 

CONFIGURAZIONI      ˂ 2 Rth (ʍ) Rth (ʍ) effettiva 

CONFIGURAZIONE 3 1.27 3576.7822       3648 

 CONFIGURAZIONE 4 1 2820.9192       2877 

CONFIGURAZIONE 1 0.58 1652.4562      1685 

CONFIGURAZIONE 5 0.32 898.9405      917 

CONFIGURAZIONE 6 0.28 782.5424      798 

CONFIGURAZIONE 2 0.15 429.4594      438 



74 
 

configurazione 1

configurazione 3 configurazione 4

configurazione 5 configurazione 6

 

 

configurazione 2

autovalori di Ac = -3.9904   -3.9616   -3.9139   -3.8478   -3.7638  

-3.6629   -3.5460   -3.4142   -3.2688   -3.1111   -2.9428   -2.7654

-2.5806   -2.3902   -2.1960   -2.0000   -1.8040   -1.6098   -1.4194  

 -1.2346   -1.0572   -0.8889   -0.7312  -0.5858   -0.4540   -0.3371  

-0.2362   -0.1522   -0.0861   -0.0384   -0.0096    0.0000

lambda2 = -0.0861

Rc = 242.9357

Ci = 2  2  2  1  1  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2 

2  2  2  2  2  2  2

C = 1.9375

grado max = 2

gradi in ordine decrescente e relativi nodi

gradi = 2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2

 2  2  2  2  2  2  2  2  2  1  1

nodi = 1 2 3 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 4 5

nodi hub = 1   2   3   6   7   8   9  10  11  12  13  14  15  16    17  18    

19  20  21  22  23  24  25  26  27  28  29  30  31  32

autovaloridiAc = -30.0012   -3.2379   -1.5480   -1.0000   -1.0000  

-1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000

-1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000

-1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000

-1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -0.2128   -0.0000

lambda2 =-0.2128

Rc =600.2788

Ci=29 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

C =1.9375

grado max = 29

gradi in ordine decrescente e relativi nodi

gradi = 29  2  2  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1

1  1  1  1  1  1  1  1  1

nodi = 1    16    17     2     3     4     5     6     7     8     9    10    11    12 

13    14    15    18    19    20    21    22    23    24    25    26    27    28

 29    30    31    32

nodo hub=1

autovaloridiAc =-32.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000

-1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000 

-1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000

-1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000

-1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -1.0000   -0.0000

lambda2 = -1.0000

Rc = 2.8209e+003

Ci = 31 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

C =1.9375

grado max = 31

gradi in ordine decrescente e relativi nodi

gradi = 31 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

nodi =1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32

nodo hub =1

autovalori di Ac = -4.0000   -3.9616   -3.9616   -3.8478   -3.8478  

-3.6629   -3.6629   -3.4142   -3.4142   -3.1111   -3.1111   -2.7654

-2.7654   -2.3902   -2.3902   -2.0000   -2.0000   -1.6098   -1.6098 

-1.2346   -1.2346   -0.8889   -0.8889  -0.5858   -0.5858   -0.3371

-0.3371   -0.1522   -0.1522   -0.0384   -0.0384    0.0000

lambda2 = -0.1522

Rc =429.4594

Ci = 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

C =2

grado max = 2

gradi in ordine decrescente e relativi nodi

gradi = 2  2  2   2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2 

 2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2  2

nodi = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

23 24 25 26 27 28 29 30 31 32

rete regolare

autovaloridiAc = -6.4721   -4.8284   -4.8284   -4.0000   -3.8478  

-3.8066   -3.8066   -3.4142   -3.4142   -3.2945   -3.2945   -3.2787

-2.7654   -2.5859   -2.5859   -2.0000   -2.0000   -1.8046   -1.8046

-1.7700   -1.2346   -1.0706   -1.0706  -0.5858   -0.5858   -0.4872 

-0.4872   -0.4792   -0.1522   -0.1221   -0.1221    0.0000

lambda2 = -0.1221

Rc = 344.5176

Ci = 2  2  2  2  4  2  2  2  2  2  2  2  4  2  2  2  2   2  2  2  4  2  2  2 

 2  2  2  2  4  2  2  2

C = 2.2500

grado max =4

gradi in ordine decrescente e relativi nodi

gradi = 4 4 4 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

nodi = 5 13 21 29 1 2 3 4 6 7 8 9 10 11 12 14

15 16 17 18 19 20 22 23 24 25 26 27 28 30 31 32

nodo hub = 5    13    21    29

autovaloridiAc = -5.7399   -4.5743   -4.2320   -3.9563   -3.8426 

 -3.7787   -3.6702   -3.6180   -3.6180   -3.3075   -3.0828   -3.0000

 -3.0000   -2.7584   -2.3307   -2.2091   -1.9418   -1.8714   -1.5963

 -1.3820   -1.3820   -1.1554   -1.0000   -0.7461   -0.6617   -0.5349

 -0.3226   -0.2793   -0.1947   -0.1729   -0.0404   -0.0000

lambda2 = -0.1729

Rc = 487.7626

Ci = 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 4 2 2 2 3 2 2 2 2 2 2 2 3 2 2 2 3

C = 2.1875

grado max = 4

gradi in ordine decrescente e relativi nodi

gradi = 4 3 3 3 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

nodi = 16 15 20 28 32 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 17 18 19 21

22 23 24 25 26 27 29 30 31

nodo hub = 16

tutti gli autovalori ˂ 2, in valore assoluto, delle configurazioni, in ordine decrescente e le relative 

configurazioni; 

2˂ =   1.0000    0.4071    0.2328    0.1522    0.1522    0.1179 

CONFIGURAZIONI CORRISPONDENTI =   4     3     6     2     1     5 

 

Lŀ ŎƻƴŦƛƎǳǊŀȊƛƻƴŜ ƳƛƎƭƛƻǊŜ Ŏƻƴ ƛƭ ƳŀƎƎƛƻǊŜ ǾŀƭƻǊŜ ŀǎǎƻƭǳǘƻ Řƛ ˂2, quindi con la maggiore Rth è la 

n° 4 

 

TABELLA RIASSUNTIVA  

CONFIGURAZIONI 2˂ Rth όʍύ 

CONFIGURAZIONE 4 1 2821 

CONFIGURAZIONE 3 0.40714 1149 

CONFIGURAZIONE 6 0.23279 657 

CONFIGURAZIONE 2 0.15224 429 

CONFIGURAZIONE 1 0.15224 429 

CONFIGURAZIONE 5 0.11785 332 

 

Il valore di Rth è ottenuto peri valori nominali dei parametri dei circuiti 

 Come si può notare, confrontando questa tabella con quella precedente, aumentando il numero 

ŘŜƛ ƴƻŘƛΣ ŎŀƳōƛŀ ƭΩƻǊŘƛƴŜ ŘŜƭƭŜ ŎƻƴŦƛƎǳǊŀȊƛƻƴƛ ƳƛƎƭƛƻǊƛΦ 

 

¶ Confronto tra sei reti aventi 32 nodi ognuna, realizzato con il Mat-

lab 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2˂ per tutte le configurazioni esaminate: 
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2˂ =  -0.1522   -0.0861   -0.1221   -1.0000   -0.1729   -0.2128 

resistenze di soglia per tutte le configurazioni esaminate in ordine decrescente: 

Rth = 1.0e+003 * 

    2.8209    0.6003    0.4878    0.4295    0.3445    0.2429 

 

2˂ in ordine crescente: 

2˂ =  -1.0000   -0.2128   -0.1729   -0.1522   -0.1221   -0.0861 

 

Tutti gli autovalori ˂ 2, in valore assoluto, delle configurazioni, in ordine decrescente e le relative 

configurazioni 

2˂ =  1.0000    0.2128    0.1729    0.1522    0.1221    0.0861 

CONFIGURAZIONI =  4     6     5     1     3     2 

la configurazione migliore con il maggiore valore assoluto di ˂н, quindi con la maggiore Rth è la 

n° 4 

TABELLA RIASSUNTIVA 

CONFIGURAZIONI  ˂2 Rthόʍύ 

CONFIGURAZIONE 4 1            2821 

CONFIGURAZIONE 6 0.2128            600 

CONFIGURAZIONE 5 0.17291 488 

CONFIGURAZIONE 1 0.15224 429 

CONFIGURAZIONE 3 0.12213 345 

CONFIGURAZIONE 2 0.086119 243 

 

¶ Esempi di tutte le connessioni possibili a partire da una configurazione tipo 

nearest-neighbor e ricerca delle configurazioni più convenienti. 

 

La rete di partenza è una rete di tipo nearest-neighbor  con otto nodi, le reti seguenti si ottengono 

ŀƎƎƛǳƴƎŜƴŘƻ ǳƴŀ ŎƻƴƴŜǎǎƛƻƴŜ ŀƭƭŀ ǾƻƭǘŀΣŦƛƴƻ ŀŘ ŀǊǊƛǾŀǊŜ ŀƭƭŀ ΨƎƭƻōŀƭƭȅ ŎƻƴƴŜŎǘŜŘΩΦ{ƛ ŝ ǳǘƛƭƛȊȊŀǘŀ ƭŀ 

seguente funzione: 

[A, ɚ2,Rth]=TutteLeConnessioni2(8,2,10e - 9,100e - 9,1780,6.31, 'NN' ),  

dove: 8=numero di nodi, 2=numero di connessioni per nodo, seguono i parametri nominali dei cir-
Ŏǳƛǘƛ Řƛ /ƘǳŀΣ/мΣ/нΣwΣYƭƛƳΣΩbbΩŝ ƛƭ ǘƛǇƻ Řƛ ǊŜǘŜ Řŀ Ŏǳƛ ǎƛ ǇŀǊǘŜΣƭŀ ΨƴŜŀǊŜǎǘ ƴŜƛƎƘōƻǊΩΦ  
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Tutti gli autovalori ˂2, in valore assoluto, in ordine decrescente e le relative configurazioni: 
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2˂ = 

    8.0000    6.0000    5.0000    4.5858    3.8299    3.5188    3.3820    2.7312    2.4384    2.3249    

2.2679    1.6751    1.3905    1.2765    1.2254    1.1981    0.9016    0.7125    0.6183    0.5858    0.5858 

CONFIGURAZIONE = 

    21    20    19    18    17    16    15    14    13    12    11    10     9     8     7     6     5     4     3     1     2 

La configurazione migliore con il maggiore valore assoluto di 2˂, quindi con la maggiore Rth è la 

n° 21 

                                           

                                                        TABELLA RIASSUNTIVA  

 

CONFIGURAZIONI   ˂ 2                Rthόʍύ Coefficiente  
di clustering 

nodi hub 
 

CONFIGURAZIONE 21 8.00 22567 1.00  Rete regolare 

CONFIGURAZIONE 20 6.00 16926 0.96    1  2  3  4  5  7 

CONFIGURAZIONE 19 5.00 14105 0.93    1  2  3  4  7 

CONFIGURAZIONE 18 4.59 12936 0.89    1  2  3  4 

CONFIGURAZIONE 17 3.83 10804 0.86    1  2  3 

CONFIGURAZIONE 16 3.52 9926 0.82    1  2  3 

CONFIGURAZIONE 15 3.38 9540 0.79    1  2  3 

CONFIGURAZIONE 14 2.73 7704 0.75    1  2 

CONFIGURAZIONE 13 2.44 6879 0.71    1  2 

CONFIGURAZIONE 12 2.32 6558 0.68    1  2 

CONFIGURAZIONE 11 2.27 6398 0.64    1  2 

CONFIGURAZIONE 10 1.68 4725 0.61    1 

CONFIGURAZIONE 9 1.39 3922 0.57  1 

CONFIGURAZIONE 8 1.28 3601 0.54  1 

CONFIGURAZIONE 7 1.23 3457 0.50  1 

CONFIGURAZIONE 6 1.20 3380 0.46  1 

CONFIGURAZIONE 5 0.90 2543 0.43  1 

CONFIGURAZIONE 4 0.71 2010 0.39  1 

CONFIGURAZIONE 3 0.62 1744 0.36  1 

CONFIGURAZIONE 1 0.59 1652 0.29 1  3 

CONFIGURAZIONE 2 0.59 1652 0.32 Rete regolare 

 

 

Come si può osservare, in questo tipo di configurazioni 2˂ ŀǳƳŜƴǘŀ Ŏƻƴ ƭΩŀǳƳŜƴǘŀǊŜ ŘŜƭ ƴǳƳŜǊƻ Řƛ 

connessioni, e quindi le configurazioni più efficienti sono quelle che più si avvicinano alla globally-

connected. Ciò avviene anche se si cosiderano reti con un maggior numero di nodi. Qui di seguito 

consideriamo le tabelle relative a reti di 16  e 32 nodi: 
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Reti di 16 nodi 

La configurazione migliore con il maggiore valore assoluto di 2˂, quindi con la maggiore Rth è la 

n° 105 

                            

                       TABELLA RIASSUNTIVA  per reti di 16 nodi 
CONFIGURAZIONI 
 

   ˂ 2    Rthόʍύ 
 

coefficiente  
di clustering 
 

CONFIGURAZIONE 105 16 45135        1 

CONFIGURAZIONE 104 14 39493        0.99167 

CONFIGURAZIONE 103 13 36672        0.98333 

CONFIGURAZIONE 102 12.5858 35503        0.975 

CONFIGURAZIONE 101 11.8299  3337        0.96667 

CONFIGURAZIONE 100 11.5188  32494        0.95833 

CONFIGURAZIONE 99 11.382 32108        0.95 

CONFIGURAZIONE 98 10.7312 30272        0.94167 

CONFIGURAZIONE 97 10.4384 29446        0.93333 

CONFIGURAZIONE 96 10.3249 29126        0.925 

CONFIGURAZIONE 95 10.2679 28965        0.91667 

CONFIGURAZIONE 94 9.6751 27293        0.90833 

CONFIGURAZIONE 93 9.3905 26490        0.9 

CONFIGURAZIONE 92 9.2765 26168 0.89167 

CONFIGURAZIONE 91 9.2254 26024 0.88333 

CONFIGURAZIONE 90 9.1981 25947 0.875 

CONFIGURAZIONE 89 8.6405 24374 0.86667 

CONFIGURAZIONE 88 8.3611 23586 0.85833 

CONFIGURAZIONE 87 8.2467 23263 0.85 

CONFIGURAZIONE 86 8.193 23112    0.84167 

CONFIGURAZIONE 85 8.1667 23038   0.83333 

CONFIGURAZIONE 84 8.1522 22997 0.825 

CONFIGURAZIONE 83 7.6175 21488 0.81667 

CONFIGURAZIONE 82 7.3416 20710 0.80833 

CONFIGURAZIONE 81 7.2275 20388 0.8 

CONFIGURAZIONE 80 7.1724 20233 0.79167 

CONFIGURAZIONE 79 7.1437 20152 0.78333 

CONFIGURAZIONE 78 7.1289 20110        0.775 

CONFIGURAZIONE 77 7.1206 20087       0.76667 

CONFIGURAZIONE 76 6.601  18621   0.75833 

CONFIGURAZIONE 75 6.3277 17850       0.75 

CONFIGURAZIONE 74 6.2143 17530       0.74167 

CONFIGURAZIONE 73 6.1587 17373       0.73333 

CONFIGURAZIONE 72 6.1286 17288       0.725 

CONFIGURAZIONE 71 6.1118 17241 0.71667 

CONFIGURAZIONE 70 6.1029 17216 0.70833 

CONFIGURAZIONE 69 6.0979 17202 0.7 

CONFIGURAZIONE 68 5.5887 15765 0.69167 

CONFIGURAZIONE 67 5.3174 15000 0.68333 

CONFIGURAZIONE 66 5.2047 14682 0.675 

CONFIGURAZIONE 65 5.149 14525 0.66667 
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CONFIGURAZIONE 64 5.1182 14438 0.65833 

CONFIGURAZIONE 63 5.1003 14388 0.65 

CONFIGURAZIONE 62 5.0899 14358 0.64167 

CONFIGURAZIONE 61 5.0842 14342 0.63333 

CONFIGURAZIONE 60 5.081 14333 0.625 

CONFIGURAZIONE 59 4.5791 12917 0.61667 

CONFIGURAZIONE 58 4.3094 12157 0.60833 

CONFIGURAZIONE 57 4.1974 11841 0.6 

CONFIGURAZIONE 56 4.1418     11684 0.59167 

CONFIGURAZIONE 55 4.1108     11596 0.58333 

CONFIGURAZIONE 54 4.0922     11544 0.575 

CONFIGURAZIONE 53 4.0808     11512 0.56667 

CONFIGURAZIONE 52 4.074     11492 0.55833 

CONFIGURAZIONE 51 4.0702     11482 0.55 

CONFIGURAZIONE 50 4.0681     11476 0.54167 

CONFIGURAZIONE 49 3.5714     10075 0.53333 

CONFIGURAZIONE 48 3.303 9318 0.525 

CONFIGURAZIONE 47 3.1917     9003 0.51667 

CONFIGURAZIONE 46 3.1363     8847 0.50833 

CONFIGURAZIONE 45 3.1052     8759 0.5 

CONFIGURAZIONE 44 3.0863     8706 0.49167 

CONFIGURAZIONE 43 3.0743     8672 0.48333 

CONFIGURAZIONE 42 3.0667     8651 0.475 

CONFIGURAZIONE 41 3.0621     8638 0.46667 

CONFIGURAZIONE 40 3.0595     8631 0.45833 

CONFIGURAZIONE 39 3.0581     8627 0.45 

CONFIGURAZIONE 38 2.5651     7236 0.44167 

CONFIGURAZIONE 37 2.2978     6482 0.43333 

CONFIGURAZIONE 36 2.187     6169 0.425 

CONFIGURAZIONE 35 2.1319     6014 0.41667 

CONFIGURAZIONE 34 2.1008     5926 0.40833 

CONFIGURAZIONE 33 2.0817     5872 0.4 

CONFIGURAZIONE 32 2.0695     5838 0.39167 

CONFIGURAZIONE 31 2.0614     5815 0.38333 

CONFIGURAZIONE 30 2.0562     5800 0.375 

CONFIGURAZIONE 29 2.0529     5791 0.36667 

CONFIGURAZIONE 28 2.0511     5786 0.35833 

CONFIGURAZIONE 27 2.0501     5783 0.35 

CONFIGURAZIONE 26 1.5599     4400 0.34167 

CONFIGURAZIONE 25 1.2934     3649 0.33333 

CONFIGURAZIONE 24 1.1832     3338 0.325 

CONFIGURAZIONE 23 1.1283     3183 0.31667 

CONFIGURAZIONE 22 1.0973     3095 0.30833 

CONFIGURAZIONE 21 1.0782     3041 0.3 

CONFIGURAZIONE 20 1.0658   3006 0.29167 

CONFIGURAZIONE 19 1.0574   2983 0.28333 

CONFIGURAZIONE 18 1.0518   2967 0.275 

CONFIGURAZIONE 17 1.048 2956 0.26667 

CONFIGURAZIONE 16 1.0457 2950 0.25833 

CONFIGURAZIONE 15 1.0444 2946 0.25 

CONFIGURAZIONE 14 1.0437 2944 0.24167 
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CONFIGURAZIONE 13 0.75321 2125 0.23333 

CONFIGURAZIONE 12 0.52804 1490 0.225 

CONFIGURAZIONE 11 0.39435 1112 0.21667 

CONFIGURAZIONE 10 0.31126 878 0.20833 

CONFIGURAZIONE 9 0.25693 725 0.2 

CONFIGURAZIONE 8 0.22007 621 0.19167 

CONFIGURAZIONE 7 0.19455 549 0.18333 

CONFIGURAZIONE 6 0.17686 499 0.175 

CONFIGURAZIONE 5 0.16491 465 0.16667 

CONFIGURAZIONE 4 0.15744 444 0.15833 

CONFIGURAZIONE 3 0.15352 433 0.15 

CONFIGURAZIONE 2 0.15224 429 0.14167 

CONFIGURAZIONE 1 0.15224 429 0.13333 

 

 

RETI DI 32 nodi 

la configurazione migliore con il maggiore valore assoluto di 2˂, quindi con la maggiore Rth è la n° 

465  

TABELLA RIASSUNTIVA         

CONFIGURAZIONI 2˂ Rthόʍύ coefficiente di  

clustering 

CONFIGURAZIONE 465 32 90269 1 

CONFIGURAZIONE 464 30 84628 0.99798 

CONFIGURAZIONE 463 29 81807 0.99597 

CONFIGURAZIONE 462 28.5858 80638 0.99395 

CONFIGURAZIONE 461 27.8299 78506 0.99194 

CONFIGURAZIONE 460 27.5188 77628 0.98992 

CONFIGURAZIONE 459 27.382 77242 0.9879 

CONFIGURAZIONE 458 26.7312 75407 0.98589 

CONFIGURAZIONE 457 26.4384 74581 0.98387 

CONFIGURAZIONE 456 26.3249 74260 0.98185 

CONFIGURAZIONE 455 26.2679 74100        0.97984 

ΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧ 

ΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧ 

in ordine decrescente fino alla  

configurazione 24 

ΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΦΦ 

ΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧΦΦ 

 

CONFIGURAZIONE 24 0.16391 462 0.11089 

CONFIGURAZIONE 4  0.15477 437 0.070565 

CONFIGURAZIONE 3 0.15288 431 0.068548 

CONFIGURAZIONE 2   0.15224 387 0.066532 

CONFIGURAZIONE 1   0.15224 387 0.064516 

CONFIGURAZIONE 23 0.13659 347 0.10887 

CONFIGURAZIONE 22 0.11631  295 0.10685 

CONFIGURAZIONE 13 0.10164 258 0.08871 
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Come si puƼ ƴƻǘŀǊŜΣ ƴŜƭ Ŏŀǎƻ Řƛ он ƴƻŘƛΣƛƭ ǾŀƭƻǊŜ Řƛ μ ˂2 μ ŀǳƳŜƴǘŀ Ŏƻƴ ƭΩŀǳƳŜƴǘŀǊŜ ŘŜƭ ƴǳƳŜǊƻ Řƛ 

connessioni, ma solo a partire a partire dalla rete N° 24; ciò non si verifica per le prime ventiquat-

tro configurazioni. 

 

 

 

CONFIGURAZIONE 21 0.10085 256 0.10484 

CONFIGURAZIONE 12 0.092105  234 0.086694 

CONFIGURAZIONE 20 0.088805 225 0.10282 

CONFIGURAZIONE 11 0.083847 213 0.084677 

CONFIGURAZIONE 19 0.079255 201 0.10081 

CONFIGURAZIONE 10 0.076649  195 0.082661 

CONFIGURAZIONE 18 0.071572 182 0.09879 

CONFIGURAZIONE 9   0.070338 179 0.080645 

CONFIGURAZIONE 17 0.065316 166 0.096774 

CONFIGURAZIONE 8   0.064773 164 0.078629 

CONFIGURAZIONE 16 0.060176 153 0.094758 

CONFIGURAZIONE 7   0.059843 152 0.076613 

CONFIGURAZIONE 15 0.055923 142 0.092742 

CONFIGURAZIONE 6   0.055454 141 0.074597 

CONFIGURAZIONE 14 0.052386 133 0.090726 

CONFIGURAZIONE 5   0.051531  131 0.072581 
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rete hub iniziale con 8 nodi ;  l2= -0.35425
 Rc=999

rete hub N°2,  l2= -0.3738
 Rc=1054

rete hub N°3,  l2= -0.45249
 Rc=1276

Confronto tra tre reti hub con otto nodi 

 
Con lo stesso programma utilizzato precedentemente si possono confrontare tre reti hub, la se-

conda e la terza ottenute dalla prima, mediante la traslazione di una connessione da un nodo hub 

ŀƭƭΩŀƭǘǊƻΦ 

Si è utilizzata la seguente funzione: 
[A, ɚ2,Rth]=TutteLeCo nnessioni2(8,2,10e - 9,100e - 9,1780,6.31, 'hub' ),  

dove: 8=numero di nodi, 2=numero di connessioni per nodo, seguono i parametri nominali dei cir-
Ŏǳƛǘƛ Řƛ /ƘǳŀΣ/мΣ/нΣwΣYƭƛƳΣΩƘǳōΩŝ ƛƭ ǘƛǇƻ Řƛ ǊŜǘŜ Řŀ Ŏǳƛ ǎƛ ǇŀǊǘŜΦ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                      TABELLA RIASSUNTIVA  
                       

 

 

 

 

 

  

CONFIGURAZIONI 2˂ Rth  όʍύ                          

CONFIGURAZIONE 3 0.45 1276 

CONFIGURAZIONE 2 0.37 1054 

CONFIGURAZIONE 1 0.35 999 
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rete hub N°13,  l2= -0.23158
 Rc=653

rete hub N°14,  l2= -0.28749
 Rc=811

rete hub N°15,  l2= -0.39668
 Rc=1119

¶ Confronto tra sette reti hub con sedici nodi 

 

 

                                         

                                     TABELLA RIASSUNTIVA  

  

                      

 

 

 

 

CONFIGURAZIONI     ˂ 2  Rth όʍύ                                                 

CONFIGURAZIONE 7 0.41 1165 

CONFIGURAZIONE 6 0.31 876 

CONFIGURAZIONE 5 0.26 735 

CONFIGURAZIONE 4 0.23 655 

CONFIGURAZIONE 3 0.22 609 

CONFIGURAZIONE 2 0.21 584 

CONFIGURAZIONE 1 0.20 576 

rete hub iniziale con 16 nodi ;  l2= -0.20417
 Rc=576

rete hub N°2,  l2= -0.20694
 Rc=584

rete hub N°3,  l2= -0.21574
 Rc=609

rete hub N°4,  l2= -0.23231
 Rc=655

rete hub N°5,  l2= -0.26069
 Rc=735

rete hub N°6,  l2= -0.31065
 Rc=876

rete hub N°7,  l2= -0.41306
 Rc=1165
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rete hub N°13,  l2= -0.23158
 Rc=653

rete hub N°14,  l2= -0.28749
 Rc=811

rete hub N°15,  l2= -0.39668
 Rc=1119

¶ Confronto tra quindici reti hub con trentadue nodi 

 

                              

 

 

rete hub N°7,  l2= -0.12818
 Rc=362

rete hub N°8,  l2= -0.13535
 Rc=382

rete hub N°9,  l2= -0.14473
 Rc=408

rete hub N°10,  l2= -0.15711
 Rc=443

rete hub N°11,  l2= -0.1738
 Rc=490

rete hub N°12,  l2= -0.19712
 Rc=556

rete hub iniziale con 32 nodi ;  l2= -0.11181
 Rc=315

rete hub N°2,  l2= -0.1122
 Rc=317

rete hub N°3,  l2= -0.11341
 Rc=320

rete hub N°4,  l2= -0.11549
 Rc=326

rete hub N°5,  l2= -0.11853
 Rc=334

rete hub N°6,  l2= -0.12268
 Rc=346
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                                          TABELLA RIASSUNTIVA  

CONFIGURAZIONI  ˂2 wǘƘ όʍύ                                                 

CONFIGURAZIONE 15 0.40 1119 

CONFIGURAZIONE 14 0.29 811 

CONFIGURAZIONE 13 0.23 653 

CONFIGURAZIONE 12 0.20 556 

CONFIGURAZIONE 11 0.17 490 

CONFIGURAZIONE 10 0.16 443 

CONFIGURAZIONE 9 0.14 408 

CONFIGURAZIONE 8 0.14 382 

CONFIGURAZIONE 7 0.13 362 

CONFIGURAZIONE 6 0.12 346 

CONFIGURAZIONE 5 0.12 334 

CONFIGURAZIONE 4 0.12 326 

CONFIGURAZIONE 3 0.11 320 

CONFIGURAZIONE 2 0.11 317 

CONFIGURAZIONE 1 0.11 315 

 

In tutte queste configurazioniΣ ƴƻǘƛŀƳƻ ŎƘŜ  ˂2 cresce in valore assoluto man mano che le connes-

ǎƛƻƴƛ Ǉŀǎǎŀƴƻ Řŀ ǳƴ ƴƻŘƻ Ƙǳō ŀƭƭΩŀƭǘǊƻΦ 

¢ǊŀǎƭŀƴŘƻ ƭΩǳƭǘƛƳŀ ŎƻƴƴŜǎǎƛƻƴŜ Řŀ ǳƴ ƴƻŘƻ Ƙǳō ŀƭƭΩŀƭǘǊƻΣ si ottiene una configurazione a stella, che 

ŎƻƳŜ ǎƛ ǾŜŘǊŁ ƴŜƭ ǇŀǊŀƎǊŀŦƻ ǎŜƎǳŜƴǘŜΣ Ƙŀ ǎŜƳǇǊŜ ˂2=-1. 

 

¶ Configurazioni a stellla 

 
[A, ɚ2,Rth]=TutteLeConnessioni2(8,2,10e - 9,100e - 9,1780,6.31, 'star' );  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

[A, ɚ2,Rth]=TutteLeConnessioni2(16,2,10e - 9,100e - 9,1780,6.31, 'star' );  

rete star con 8 nodi ;  l2= -1
Rth=2821;  coeff. clust. =0.875;  Lstar=1.75
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[A, ɚ2,Rth]=TutteLeConnessioni2(32,2,10e - 9,100e - 9,1780,6.31, 'star' );  

{ƛ ǇǳƼ ƴƻǘŀǊŜ ŎƘŜ ǇŜǊ ǉǳŀƭǳƴǉǳŜ ƴǳƳŜǊƻ Řƛ ƴƻŘƛ ˂2=-1. 

Legenda:  

2˂=massimo autovalore non nullo della matrice di connessione. 

Rth= limite superiore della resistenza di collegamento, per evitare la perdita della sincronizazione 

coeff. clust. = coefficiente di clustering, ottenuto con la formula : C=(N - 1)/N  41 

Lstar=lunghezza di path calcolata con la formula : L=2- 2*( N- 1)/(N*(N - 1))  42  

                                                           
41

 Cfr. Xiao Fan Wang, Complex networks: topology, dynamics and synchronization, international journal of bifurcation 
and Chaos, Vol. 12, N°5 (2002), pag. 894 
42

 Vedi sopra 

rete star con 16 nodi ;  l2= -1
Rth=2821;  coeff. clust. =0.9375;  Lstar=1.875

rete star con 32 nodi ;  l2= -1
Rth=2821;  coeff. clust. =0.96875;  Lstar=1.9375
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3.8.2 Robustezza di reti scale-free e random al distacco casuale di nodi o ad attacchi mirati 

¶ Esempi di distacco nodi in una rete scale-free  

Nel caso di distacco dei nodi di una rete scale-free o di una rete random, è importante verificare il 

comportamento del secondo autovalore maggiore, non nullo, della matrice di connessione di una 

ǊŜǘŜ ǎƛƴŎǊƻƴƛȊȊŀǘŀΣ ˂2, ǇƻƛŎƘŞ ǘŀƭŜ ǊŜǘŜ ǊƛƳŀƴŜ ǎƛƴŎǊƻƴƛȊȊŀǘŀ ǎƻƭǘŀƴǘƻ ǎŜ ƴƻƴ ǎƛ ƳƻŘƛŦƛŎŀ ˂2, anche se 

ovviamente sarà diversa la nuova matrice di connessione. Naturalmente il comportamento sarà 

diverso per una rete di tipo scale-free, che possiede solo pochi nodi con molte connessioni,e la 

maggioranza di questi con poche connessioni, e la rete random, le cui connessioni sono casuali. 

Iniziamo prima con il verificare il comportamento di un rete scale-ree, poiché questa configurazio-

ne è la più ricorrente nel mondo reale, a cominciare per esempio da Internet. Come già detto nel 

precedente capitolo, essa si ottiene partendo da pochi nodi, e gli altri che si aggiungono man ma-

no si collegano con una probabilità molto alta ai nodi precedenti, aventi i gradi maggiori, determi-

nando così pochi nodi con molte connessioni, e la maggior parte di essi con poche. La conseguen-

za, già vista, è una grande fragilità agli attacchi intenzionali, cioè diretti al distacco dei nodi con i 

più alti gradi, Ŝ ŀƭƭΩƻǇǇƻǎǘƻ ǳƴŀ ƎǊŀƴŘŜ ǊƻōǳǎǘŜȊȊŀ ƴŜƛ ŎƻƴŦǊƻƴǘƛ ŘŜƛ ŘƛǎǘŀŎŎƘƛ causali. 

Con la funzione DistaccoNodiPerReteScaleFree(Mo,N,z,p_star)si costruisce una rete di tipo scale-

free, secondo il modello di Barabasi-Albert, cioè la probabilità che un  nodo si colleghi al nodo i di-

pende dal grado ki di tale nodo: 

0
Ë

ВË
 

 

Con questa funzione vediamo come si modifica ˂2 di una rete di tipo scale-free, se si staccano al-

cuni (z) nodi,sia partendo in ordine decrescente dal nodo di grado più alto, sia in modo casuale. 

PARAMETRI DI INGRESSO: 
Mo=numero di nodi iniziale 
N=numero finale di nodi                            
z=numero di nodi staccati 
p_star= probabilità che si distacchi ognuno degli z nodi 
PARAMETRO DI USCITA: 
As=matricediconnessione della rete iniziale di tipo scale-free 
OUTPUT: 
A=Matrice di incidenza; 
Ap=Matrice di connessione dopo l'operazione di distacco-nodi 
˂н=il più grande autovalore delle matrici di connessione,escluso lo zero 
Ci=gradi di ogni nodo; 
C=grado medio della rete; 
cc=coefficiente di clustering; 
Gradi=gradi in ordine decrescente  
Nodi=rispettivi nodi 
grado_max=grado massimo 
nodi_hub=nodi aventi il grado massimo 
N.B. I parametri di uscita che terminano con il punto e virgola, escono in output solo dopo la rimo-
zione di questo. 
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rete di tipo scale-free con 3 nodi iniziali e  32 nodi finali;

 l2=-0.90492, CC=0.15927, nodo hub=3

distacco di # 1 nodi in ordine decrescente di grado;

l2= -0.39029, CC=0.11089, nodi hub=2

distacco di # 2 nodi in ordine decrescente di grado;

l2= -0.28519, CC=0.068548, nodi hub=1

distacco di # 3 nodi in ordine decrescente di grado;

l2= -0.58579, CC=0.028226, nodi hub=15

distacco di # 4 nodi in ordine decrescente di grado;

l2= -0.58579, CC=0.022177, nodi hub=4   8  13  27

distacco di # 5 nodi in ordine decrescente di grado;

l2= -0.58579, CC=0.018145, nodi hub=8  13  27

distacco di # 1 nodi in ordine casuale;

l2= -0.9372, CC=0.11694, nodi hub=3

distacco di # 2 nodi in ordine casuale;

l2= -0.90377, CC=0.11089, nodi hub=3

La rete di tipo scale-ŦǊŜŜ ŘŜƭƭΩŜǎŜƳǇƛƻ ǎŜƎǳŜƴǘŜ ǇŀǊǘŜ Řŀ ǘǊŜ ƴƻŘƛ ƛƴƛȊƛŀƭƛ ǇŜǊ ŀǊǊƛǾŀǊŜ ŀ он ƴƻŘƛ Ŧƛƴa-

li; si staccano cinque nodi, uno per volta , prima partendo in ordine decrescente dal nodo di grado 

ǇƛǴ ŀƭǘƻΣ ŜŘ ƛƴ ǎŜƎǳƛǘƻ ǎƛ ǊƛǇŜǘŜ ƭΩƻǇŜǊŀȊƛƻƴŜ ƛƴ ƳƻŘƻ ŎŀǎǳŀƭŜ 

 
Esempio: function [A] =DistaccoNodiPerReteScaleFree(3,32,5,0.3); 
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distacco di # 3 nodi in ordine casuale;

l2= -0.89776, CC=0.10685, nodi hub=3

distacco di # 4 nodi in ordine casuale;

l2= -0.89101, CC=0.10081, nodi hub=3

distacco di # 5 nodi in ordine casuale;

l2= -0.89101, CC=0.10081, nodi hub=3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Come si può ben vedere ƴŜƭƭΩŜǎŜƳǇƛƻ,la rete di tipo scale-free subito perde la sincronizzazione,al 

primo distacco di un nodo hub, mentre dopo 5  distacchi casuali è ancora sincronizzata, in perfetto 

accordo con quanto sostenuto da Wang e Chen sulle reti scale-ŦǊŜŜΣ ΨǊƻōǳǎǘ ȅŜǘ ŦǊŀƎƛƭŜΩΣ Ŏƛƻŝ ǊŜǎi-

stenti agli attacchi casuali, ma estremamente fragile rispetto agli attacchi intenzionali. 
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¶ 9ǎŜƳǇƛ Řƛ ŘƛǎǘŀŎŎƻ Řƛ ƴƻŘƛ ƛƴ  ǳƴŀ ǊŜǘŜ Řƛ ŎƻƴŦƛƎǳǊŀȊƛƻƴŜ ΨǊŀƴŘƻƳΩ 

bŜƭƭŀ ǊŜǘŜ Řƛ ǘƛǇƻ ΨǊŀƴŘƻƳΩ ƭŜ ŎƻƴƴŜǎǎƛƻƴƛ ǎƻƴƻ ǇƛǴ ŜǉǳŀƳŜƴǘŜ ŘƛǎǘǊƛōǳƛǘŜ ǊƛǎǇŜǘǘƻ ŀƭƭŀ ǊŜǘŜ ǎŎŀƭŜ-

free, e quindi anche il comportamento della rete di fronte al distacco dei nodi può essere alquanto 

diverso. 

Per lo studio di questo tipo di reti si può utilizzare la funzione:  

distacco_nodi_rete_random (N,delta,p,ps),  

che esamina il comportamento di una rete costituita da N ŎƛǊŎǳƛǘƛΣ ƛƴ ŎƻƴŦƛƎǳǊŀȊƛƻƴŜ ΨǊŀƴŘƻƳΩΣ 

(cioè ogni connessione tra i due nodi i e j avviene con probabilità p), quando da essa si stacca una 

percentuale delta di nodi .Prima compaiono le reti in cui il distacco dei nodi avviene ordinatamen-

te a partire da quello avente il grado più alto di connessioni, ed in un secondo momento i nodi so-

no staccati in modo casuale, per verificare la differenza tra i due casi,soprattutto in relazione alla 

persistenza della sincronizzazione. Questa, infatti,permane solo a condizione che non si modifichi  
ɚ2. 

 

Esempio: 

function  [Ac] = distacco_nodi_rete_random(32,0.2,0.3,0.3)  

                                                                           

/ƻƴ ǉǳŜǎǘŀ ŦǳƴȊƛƻƴŜ ǾŜŘƛŀƳƻ ŎƻƳŜ ǎƛ ƳƻŘƛŦƛŎŀ ˂н  ƛƴ ǳƴŀ ǊŜǘŜ Řƛ ǘƛǇƻ ǊŀƴŘƻƳ Ŏƻƴ ƛƭ ŘƛǎǘŀŎŎƻ Řƛ una 
percentuale delta di nodi e delle relative connessioni,sia partendo in ordine decrescente dal nodo 
più alto,sia in modo casuale.  
 PARAMETRI DI INGRESSO: 
 N=numero di nodi  
 delta=percentuale di nodi da rimuovere  
 p=probabilità che due nodi i e j siano connessi 
 ps=probabilità che un nodo sia distaccato  
 PARAMETRO DI USCITA: 
 AC=MATRICE DI CONNESSIONE  
 OUTPUT: 
  A=Matrice di incidenza; 
  As=Matrice di connessione dopo il distacco di un nodo 
  ˂ н Ґƛƭ ǇƛǴ ƎǊŀƴŘŜ ŀǳǘƻǾŀƭƻǊŜ ŘŜƭƭŀ ƳŀǘǊƛŎŜ !ŎΣŜǎŎƭǳǎƻ ƭƻ ȊŜǊƻ 
  Ci=gradi di ogni nodo 
  C=grado medio della rete 
  Gradi=gradi di ciascun nodo in ordine decrescente 
  Nodi=rispettivi nodi 
  grado_max=grado massimo 
  nodi_hub=nodi aventi il grado massimo 
   N.B. I parametri di uscita che terminano con il punto e virgola,escono in 
  output solo dopo la rimozione di questo. 
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rete random con 32 nodi e probabilità p=0.5

 l2 = -17.9962 nodo hub = 29

distacco di # 1 nodi in ordine decrescente di grado;

l2= -17.0204, CC=0.69556, nodi hub=9  27

distacco di # 2 nodi in ordine decrescente di grado;

l2= -16.0387, CC=0.64315, nodi hub=1  27

distacco di # 3 nodi in ordine decrescente di grado;

l2= -15.1043, CC=0.59274, nodi hub=16  27

distacco di # 4 nodi in ordine decrescente di grado;

l2= -14.7507, CC=0.54435, nodi hub=27

distacco di # 5 nodi in ordine decrescente di grado;

l2= -13.875, CC=0.49798, nodi hub=28

distacco di # 6 nodi in ordine decrescente di grado;

l2= -12.947, CC=0.45363, nodi hub=4  15  19

distacco di # 7 nodi in ordine decrescente di grado;

l2= -12.0281, CC=0.41331, nodi hub=15  19  31
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distacco di # 1 nodi in ordine casuale;

l2= -17.1604, CC=0.70565, nodi hub=29

distacco di # 2 nodi in ordine casuale;

l2= -16.8969, CC=0.65927, nodi hub=29

distacco di # 3 nodi in ordine casuale;

l2= -15.9212, CC=0.60887, nodi hub=29

distacco di # 4 nodi in ordine casuale;

l2= -15.6872, CC=0.56855, nodi hub=29

distacco di # 5 nodi in ordine casuale;

l2= -15.0243, CC=0.53024, nodi hub=29

distacco di # 6 nodi in ordine casuale;

l2= -14.4576, CC=0.48992, nodi hub=27  29

distacco di # 7 nodi in ordine casuale;

l2= -13.5652, CC=0.4496, nodi hub=27  29
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rete  con numero 4 di nodi pinnati
lambda2= -0.46887 Rc= 1322.6475

rete  con numero 5 di nodi pinnati
lambda2= -0.59488 Rc= 1678.0948

rete  con numero 6 di nodi pinnati
lambda2= -0.72508 Rc= 2045.3999

rete  con numero 7 di nodi pinnati
lambda2= -0.85995 Rc= 2425.8355

Rete con 8 connessioni

l2=-8 Rc=22567.3534
rete  con numero 1 di nodi pinnati
lambda2= -0.11252 Rc= 317.4036

rete  con numero 2 di nodi pinnati
lambda2= -0.228 Rc= 643.1643

rete  con numero 3 di nodi pinnati
lambda2= -0.34669 Rc= 977.979

nodo 1

nodo 1

master

3.11 Esempi di pinning  

1)  rete globally connected con otto nodi 

 

A =[ - 7     1     1     1     1     1     1     1;  
      1    - 7     1     1     1     1     1     1;  
      1     1    - 7     1     1     1     1     1;  
      1     1     1    - 7     1     1     1     1;  
      1     1     1     1    - 7     1     1     1;  
      1     1     1     1     1    - 7     1     1;  
      1     1     1     1     1     1    - 7     1;  
      1     1     1     1     1     1     1    - 7];  

  
partendo_dalla_matrice(A,10e - 9,100e - 9,1780,6.31,8, 'pinning' );  
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rete  con numero 8 di nodi pinnati
lambda2= -1 Rc= 2820.9192

Rete con 8 connessioni

l2=-0.58579 Rc=1652.4562
rete  con numero 1 di nodi pinnati
lambda2= -0.07253 Rc= 204.6007

rete  con numero 2 di nodi pinnati
lambda2= -0.12061 Rc= 340.2445

rete  con numero 3 di nodi pinnati
lambda2= -0.17056 Rc= 481.1408

nodo 1
nodo 1

master

 

 

 

 

2) Rete nearest-neighbor coupled 

 

A =[  - 2     1     0     0     0     0     0     1  
       1    - 2     1     0     0     0     0     0  
       0     1    - 2     1     0     0     0     0  
       0     0     1    - 2     1     0     0     0  
       0     0     0     1    - 2     1     0     0  
       0     0     0     0     1    - 2     1     0  
       0     0     0     0     0     1    - 2     1  
       1     0     0     0     0     0     1    - 2];  

  
partendo_dalla_matrice(A,10e - 9,100e - 9,1780,6.31,8, 'pinning' );  
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rete  con numero 4 di nodi pinnati
lambda2= -0.23599 Rc= 665.6948

rete  con numero 5 di nodi pinnati
lambda2= -0.33356 Rc= 940.9375

rete  con numero 6 di nodi pinnati
lambda2= -0.49152 Rc= 1386.5348

rete  con numero 7 di nodi pinnati
lambda2= -0.74673 Rc= 2106.4604

rete  con numero 8 di nodi pinnati
lambda2= -1 Rc= 2820.9192

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

¶ Esempi di pinning per una rete di tipo scale-free 

vǳŀƴŘƻ ǎƛ ŎƻƭƭŜƎŀ ǳƴ ŎƛǊŎǳƛǘƻ ΨƳŀǎǘŜǊΩ ŀŘ ǳƴŀ ǊŜǘŜΣ ǇŜǊ indirizzarne i comportamenti, è preferibile 

collegarlo ai nodi che hanno un più alto numero di connessioni.43Con la seguente funzione è possi-

ōƛƭŜ ǎǘǳŘƛŀǊŜ ŀ ǉǳŀƭƛ Ŝ ǉǳŀƴǘƛ ƴƻŘƛ ŘŜƭƭŀ ǊŜǘŜ ǎƛ ŘŜǾŜ ŎƻƴƴŜǘǘŜǊŜ ƛƭ ŎƛǊŎǳƛǘƻ ΨƳŀǎǘŜǊΩ ǇŜǊ ƻǘǘŜƴŜǊŜ ƛƭ 

migliore risultato ai fini della sincronizzazione: 

PinningPerReteSCaleFree(3,20,3) 
Questa funzione costruisce una rete di tipo scale-free secondo il modello di Barabasi-Albert, cioè la 

probabilità che il nodo i si colleghi al nodo j è uguale a: 

 

0
Ë

ВË
 

 

Possiamo vedere ŀƴŎƘŜ ŎƻƳŜ ǎƛ ƳƻŘƛŦƛŎŀ ˂2  di una rete di tipo scale-free con l'aggiunta alla rete 

iniziale  di un circuito Ψmaster', collegato in modo unidirezionale solo ad alcuni nodi,sia partendo in 

ordine decrescente dal nodo con il grado più alto, sia partendo in ordine crescente dal nodo con il 

grado più basso della rete, sia in modo casuale. In questa configurazione i nodi iniziali sono 3, i no-

Řƛ Ŧƛƴŀƭƛ ǎƻƴƻ олΣ ƛ ƴƻŘƛ Řŀ άǇƛƴƴŀǊŜέ sono tre. 

 

 

                                                           
43

 Wang e Chen op.cit. 
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PARAMETRI DI INGRESSO: 

Mo=numero di nodi iniziale 

N=numero di nodi finale 

 z=numero di nodi con i quali il'Master' si collega(in modalità unidirezionale) 

 p= probabilità che due nodi della rete si colleghino tra di loro 

PARAMETRO DI USCITA: 

 As=matrice di connessione della rete iniziale di tipo scale-free  

 OUTPUT: A=Matrice di incidenza; 

 Ap=Matrice di connessione dopo l'operazione di pinning 

 ˂ н Ґƛƭ ǇƛǴ ƎǊŀƴŘŜ ŀǳǘƻǾŀƭƻǊŜ ŘŜƭƭŜ ƳŀǘǊƛŎƛ Řƛ ŎƻƴƴŜǎǎƛƻƴŜΣŜǎŎƭǳǎƻ ƭƻ  

 zero 

 Ci=gradi di ogni nodo; 

 C=grado medio della rete; 

 Gradi=gradi in ordine decrescente 

 Nodi=rispettivi nodi 

 grado max=grado massimo 

 nodi_hub=nodi aventi il grado massimo 

 N.B. I parametri di uscita che terminano con il punto e virgola,escono in 

 output solo dopo la rimozione di questo  

 Esempio: function [A] = ReteScaleFree(3,30,3,0.3); 

 Si ottengono dalla rete iniziale tre reti con  tre nodi pinnati secondo i 

criteri esposti sopra 
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Esempio2 : DistaccoNodiPerReteScaleFree(3,100,5,0.3) 

 

/ƻƴǎƛŘŜǊƛŀƳƻ ŀŘŜǎǎƻ ŎƻƳŜ ǾŀǊƛŀ ƭΩŀǳǘƻǾŀƭƻǊŜ ˂2, se si distaccano cinque nodi,  con le relative con-

nessioni, da una rete di tipo scale-free, con tre nodi iniziali e cento finali (vedi esempio pagina se-

guente). 

 Anche in questo caso partiamo prima dal distacco dei nodi in ordine decrescente di grado, comin-

ciando da quello con il grado maggiore, e poi dal distacco casuale di questi. 

/ƻƳŜ ƴŜƭƭΩŜǎŜƳǇƛƻ ǇǊŜŎŜŘŜƴǘŜΣ ƭΩŀǳǘƻǾŀƭƻǊŜ ˂2 si modifica notevolmente nel primo caso conside-

rato (distacco dei nodi in ordine decrescente di grado), mentre nel secondo caso (distacco casuale) 

si ha una bruǎŎŀ ǾŀǊƛŀȊƛƻƴŜ Řƛ ˂2 con ƛƭ ŘƛǎǘŀŎŎƻ ŘŜƭ ǇǊƛƳƻ ƴƻŘƻΣ ƳŜƴǘǊŜ ƭΩŀǳǘƻǾŀƭƻǊŜ ǇŜǊƳŀƴŜ ǉǳŀǎƛ 

identico per gli ultimi quattro nodi staccati. 

{ƛ ŘŜǾŜ ǊƛǘŜƴŜǊŜ ŎƘŜ ǇŜǊ ǳƴ ƴǳƳŜǊƻ b Ƴƻƭǘƻ ǇƛǴ ƎǊŀƴŘŜ όƴŜƭƭΩƻǊŘƛƴŜ ŘŜƛ Ƴƛƭƛƻƴƛ ƻ ǇƛǴ Řƛ ƴƻŘƛύΣ ƛƭ Ři-

stacco di una bassa percentuale di questi sia del tutto ininfluente sulla sincronizzazione della rete, 

ǎƛŀ ƛƴ ǳƴ Ŏŀǎƻ ŎƘŜ ƴŜƭƭΩŀƭǘǊƻΦ 
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APPENDICE 

Listati Matlab 

La funzione MetodoCartaPenna2 (x,C1,C2,R,Klim), utilizzata dai programmi di confronto tra reti, 
(cfr. pag.68-73), è stata unificata con la funzione partendo_dalla_matrice(A,C1,C2,R,Klim,z,tipo), 
ƴŜƭƭΩǳƴƛŎŀ ŦǳƴȊƛƻƴŜ metodocartapenna1(V,C1,C2,R,Klim, tipo,tipo2) in cui con ΨǘƛǇƻΩ si 
ǎŎŜƎƭƛŜ ǘǊŀ  ƭŀ ǇŀǊǘŜƴȊŀ Řŀ ǳƴ ΨǾŜǘǘƻǊŜΩΣ Ŝ ƭŀ ǇŀǊǘŜƴȊŀ Řŀ ǳƴŀ ΨƳŀǘǊƛŎŜΩ ǉǳŀŘǊŀǘŀΣ ǎƛŀ Řƛ ƛƴŎƛŘŜƴȊŀ ŎƘŜ 
di connessione, con ΨǘƛǇƻнΩ ǎƛ ǎŎŜƎƭƛŜ ǘǊŀ ΨǇƛƴƴƛƴƎΩΣΩŘƛǎǘŀŎŎƻ ƴƻŘƛΩ ƻǇǇǳǊŜ ΩлΩ Σ Ŏƻƴ Ŏǳƛ ǎƛ ǘŜǊƳƛƴŀ ƛƭ 
programma. Ulteriori spiegazioni (parametri di iƴƎǊŜǎǎƻΣǳǎŎƛǘŀΣƻǳǘǇǳǘύ ǎƛ ǘǊƻǾŜǊŀƴƴƻ ŀƭƭΩƛƴǘŜǊƴƻ 
della funzione. 
 
 La funzione TutteLeConnessioni (N,k,C1,C2,R,Klim,tipo) è stata utilizzata alle pag.73-84.  

 

 

Per quanto riguarda le funzioni utilizzate, riguardanti reti di tipo random e scale-free, 
ǎƻƴƻ ǎǘŀǘŜ ǘǳǘǘŜ ǳƴƛŦƛŎŀǘŜ ƴŜƭƭΩǳƴƛŎŀ ŦǳƴȊƛƻƴŜ reti_irregolari(N, p,p_star,tipo,tipo2). 
 
Quasi tutte queste funzioni hanno utilizzato a loro volta le funzioni TrovaLambda2 (V) o Trova-
Lambda2bis(V), che restituiscono il maggiore autovalore non nullo della matrice di connessione, 

2˂.{ƛ ǎƻƴƻ ŜǎŎƭǳǎƛΣ ƛƴ ǉǳŜǎǘŜ ŦǳƴȊƛƻƴƛΣ ƻƭǘǊŜ ŀƭƭΩŀǳǘƻǾŀƭƻǊŜ ƴǳƭƭƻΣ ŀƴŎƘŜ Ǝƭƛ ŀǳǘƻǾŀƭƻǊƛ ŎƻƳǇǊŜǎƛ 
ƴŜƭƭΩƛƴǘŜǊǾŀƭƭƻ ώ-0.05 , 0.05], che sono stati posti uguali a O. 
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function [A,lambda2,Rth]=TutteLeConnessioni2(N,k,C1,C2,R,Klim,tipo)  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%PARAMETRI DI INGRESSO: 
%N,numero intero positivo, è il numero dei nodi della rete(N>=3);  
%k,numero intero pari,< N - 1,è il  numero di connessioni per ogni nodo,si  
%utilizza solo nel tipo 'NN'.Attenzione:  
%La funzione considera errore,e si blocca, per k>=N e per k dispari;  
%C1=capacità del primo condensatore del circuito di Chua;  
%C2=capacità del secondo condensatore del circui to di Chua;  
%R=resistenza variabile del circuito di Chua;  
%Klim=parametro ricavato dalla MSF;  
%I parametri C1,C2,,R,Klim,sono utilizzati per trovare:  
%Rc=abs((lambda2/Klim)*(C2*R/C1))  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%tipo:  
%'NN',rete iniziale nearest neighbor con k connessioni per lato ed N  
%nodi,alla quale si aggiunge una connessione alla volta, fino ad arrivare  
%alla rete di tipo globally connected  
%'hub' rete di tipo hub, inizialmente simmetrica con due nodi hub; le  
%connessioni di un nodo vengono di volta in volta spostate all'altro nodo  
%'star',rete con connessione a stella  
%triangoli1:triangoli in serie di un circuito aperto  
%triangoli2  
%triango li3  
%quadrilateri  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

  
%PARAMETRO DI USCITA:  
%A=matrice di connessione  
%OUTPUT: 
%lambda2=maggiore autovalore diverso da zero della matrice di connessione  
%Ci=gradi di ogni nodo della rete  
%C=grado medio della rete  
%grado_max=grado massimo  
%nodi_hub= nodi che hanno il grado massimo  
%Rc=valore massimo della resistenza  di collegamento tra i vari circuiti  
%della rete  
%Il programma,per il tipo 'NN',fa anche un confronto tra le reti, per  
%evidenziarne la migliore ai fini della sincronizzazione,cioè quella con  
%lambda2 ,in valore assoluto,maggiore.  

  

  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%           
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%      
      switch  tipo  
          case  'NN'  

              
              if  k>=N || k<2 ||rem(k,2)~=0  
     errordlg( 'errore:k deve essere un numero pari<N:' , 'File Error' );  
              return  
              end  
       q=N*(N - 1)/2 - (k*N/2 - 1)               
       A=zeros (N,N);      
  for  i=1:k/2     
    diagonale=ones(1,N - i);         
    lato=ones(1,i);  
    A=A+diag(diagonale, - i)+diag(diagonale,i)+diag(lato,N - i)+diag(lato, - N+i );    
  end  
  disp( 'MATRICE DI CONNESSIONE' )  
   D=diag(sum(A,2));  
   A=A- D 
  autovaloridiA=eig(A)'  
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   B=A;  
   V=diag(autovaloridiA);  
   lambda2=TrovaLambda2(V);  
   Rc=abs((lambda2/Klim)*(C2*R/C1));  
   Rc=round(Rc)  
   Ci= - diag(A)'  %Ci=gradi di ogni nodo;C=grado medio della rete   
   C=sum (Ci)/N  
   disp( 'COEFFICIENTE DI CLUSTERING:' )  
   cc=C/(N - 1)  
 disp( 'GRADI IN ORDINE DECRESCENTE; NODI IN ORDINE DECRESCENTE DI GRADO' )  
   [Gradi,Nodi]=sort(Ci, 'descend' )  
    grado_max=max(Ci)  
    Z=diag(Ci);  
    [x,x]=find(Z==grado_max);  
   nodihub=x';  
            if  length(x')==N  
                disp( 'Rete regolare;tutti i nodi hanno lo stesso grado' )  
                str=( 'rete regolare' );  
            else  
               disp( 'nodi_hub=x' )  
               str=([ 'nodihub = ' , num2str(nodi_hub)]);  
            end  
 %str=num2str(nodihub);           
%plotting              
t=0:2*pi/N:2*pi;  
xy=[sin(t);cos(t)]';  
gplot(A,xy, ' - b.' );  
set(findobj( 'Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , 'r' , 'MarkerSize' ,15, 'LineWidth' ,0.0

8);  
title([ ' \ fontsize{12}rete iniziale con ' ,num2str(N), ' nodi e ' ,num2str(k), ... .  
' connessioni per nodo' ,10, ' \ lambda \ fontsize{6}2 

\ fontsize{12}=' ,num2str(lambda2), ... .  
'; R \ fontsize{6}c \ fontsize{12}=' ,num2str(Rc), '; coeff. clust. 

=' ,num2str(cc),10, ' ' ,str])  
axis( 'equal' , 'off' )  
hold off  
pause       
Ci=zeros(1,N)';   
C=0;  
nuovarete=1;  
lambda=zeros(1,q);  
lambda(1)=lambda2;  
Rth=zeros(1,q);  
Rth(1)=Rc;  
CC=zeros(1,q);  
CC(1)=cc;  
for  r=2:q - 1 
     for  i=1:N  
          for  j=1:N                                       
              if  (j~=i)&& (A(i,j)~=1)                                                              
                         A(i,j)=1;                              
                         A(j,i)=A(i,j);  
                         nuovarete=nuovarete+1  
                         D=diag(sum(A,2));  
                         Ac=A- D                         
                         autovaloridiAc=eig(Ac)'                          
                         V=diag(autovaloridi Ac);  
                         lambda2=TrovaLambda2(V);                          
                         Ci= - diag(Ac)'  
                         C=sum(Ci)/N  
                         disp( 'COEFFICIENTE DI CLUSTERING:' )  
                         cc=C/(N - 1)                          
   disp( 'GRADI IN ORDINE DECRESCENTE; NODI IN ORDINE DECRESCENTE DI GRADO' )  
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                         [Gradi,Nodi]=sort(Ci, 'descend' )  
                         grado_max=max(Ci)  
                         Z=diag(Ci);  
                         [x,x]=find(Z==grado_max);  
                         %disp('NODO HUB')  
                         nodi_hub=x';  
                         if  length(x)==N  
                            disp( 'Rete regolare;tutti i nodi hanno lo stesso 

grado' )  
                            str=( 'rete regolare' )  
                          else  
                             disp( 'nodi_hub=x' )  
                             str=([ 'nodihub = ' , num2str(nodi_hub)]);  
                         end   
                         %str=num2str(nodi_hub);  
                         Rc=abs((lambda2/Klim)*(C2*R/C1));  
                         Rc=round(Rc)  
                         lambda(r)=lambda2;  
                         Rth(r)=Rc;  
                         CC(r) =cc;  
                         r=r+1;  
                         gplot(Ac,xy, ' - b.' );  
                         

set(findobj( 'Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , 'r' , 'MarkerSize' ,15, 'LineWidth' ,0.0

8);  
                         title([ ' \ fontsize{12}rete N°' ,num2str(nu ovarete), '  

\ lambda \ fontsize{6}2= \ fontsize{12}' , ... .  
                         num2str(lambda2), '; 

R\ fontsize{6}c \ fontsize{12}=' ,num2str(Rc),10, 'coeff. clust. =' ,num2str(cc),10, ' 

' ,str])  
                         axis( 'equal' , 'off' )                          
                         hold off  
                         pause     

                 
             end   
         end  
     end     
end  

  
disp( 'lambda2 per tutte le configurazioni esaminate' )  

     
    lambda2=lambda  
    disp( 'resistenze di soglia per tutte le configurazioni esaminate in ordine 

decrescente:' )  
    Rth=sort(Rth, 'descend' );  
    Rth=round(Rth)  
    disp( 'tutti gli autovalori lambda2, in valore assoluto, delle configurazi o-

ni, in ordine decrescente e le relative configurazioni:' )  
    [lambda2,CONFIGURAZIONE]=sort(abs(lambda2), 'descend' )  
    disp([ 'la configurazione migliore con il maggiore valore assoluto di lam b-

da2, quindi con la maggiore Rth è la n° ' ,num2str(CONFIGURAZIONE(1))])  
    disp( 'TABELLA RIASSUNTIVA ' )  
    disp( '                                                  ' )  
   disp([ 'CONFIGURAZIONI           LAMBDA2       Rth        Coefficiente di cl u-

stering   ' ])  
    disp( '                                                 ' )  
 for  i=1:q  
     st=sprintf( 'CONFIGURAZIONE %1.0f \ t %10.2f \ t %10.0f \ t %10.2f \ n 

' ,CONFIGURAZIONE(i),lambda2(i),Rth(i),CC(CONFIGURAZIONE(i)));  
     disp(st)  
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     %disp(['CONFIGURAZIONE ',num2str(CONFIGURAZIONE(i)),'        

',num2str(lambda2(i)),'       ',num2str(Rth(i))])  
 end     

          

  

  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
    case  'hub'  
 if  rem(N,2)==0  
    else  
    errordlg( 'errore:N deve essere un numero pari>=2' , 'File Error' );  
end  
     A=zeros(N);  
 for  i=2:(N/2+1)                              
          A(i,1)=1;  
          A(1,i)=1;  
          for  i=(N/2+2):N  
              A(i,N/2+1)=1;  
              A(N/2+1,i)=1;  
          end  
  end        
D=diag(sum(A,2));  
Ac=A- D 
B=A;  
autovaloridiA=eig(Ac)'  
V=diag(autovaloridiA)';  
lambda2=TrovaLambda2(V);  
disp ( 'Ci=gradi di ogni nodo,C=grado medio della rete' )  
Ci= - diag(Ac)'  
C=sum(Ci)/N  
[Gradi,Nodi]=sort(Ci, 'descend' )  
grado_max=max(Ci)  
Z=diag(Ci);  
[x,x]=find(Z==grado_max);  
%disp('NODO HUB')  
nodihub=x'  %nodi hub  
Rc=abs((lambda2/Klim)*(C2*R/C1));  
Rc=round(Rc)  
%plotting  
t=0:2*pi/N:2*pi;  
xy=[sin(t);cos(t)]';  
gplot(B,xy, ' - r.' )  
set(findobj( 'Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , 'b' , 'MarkerSize' ,15, 'LineWidth' ,1);  
title([ ' \ fontsize{16}rete hub iniziale con ' ,num2str(N), ' nodi ;  

\ lambda \ fontsize{8}' , '2 \ fontsize{16}=' ,num2str(lambda2),10, ' 

R\ fontsize{8}c \ fontsize{16}=' ,num2str(Rc)])  
%title(['rete hub iniziale con nodi ' int2str(N),'  lambda2=  ', 

num2str(lambda2)])  
axis( ' square' , 'off' )  
hold off  
 pause  

  
q=(N - 2)/2 - 1;  
nuovarete=1;  
lambda=zeros(1,q);  
lambda(1)=lambda2;  
Rth=zeros(1,q);  
Rth(1)=Rc;  
     for  i=1:q                 
        B(N/2+1,N - i)=0;  
        B(N- i,N/2+1)= 0;  
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        B(N- i,1)=1;  
        B(1,N - i)=1;  
               nuovarete=nuovarete+1  
               D=diag(sum(B,2))  
               Ac=B- D                                          
               autovaloridiA=eig(Ac)'               
               V=autovaloridiA;  
               lambda2=TrovaLambda2bis(V );  
               lambda(nuovarete)=lambda2  
               Rc=abs((lambda2/Klim)*(C2*R/C1));  
               Rc=round(Rc)  
               Rth(nuovarete)=Rc;  
               disp ( 'Ci sono i gradi di ogni nodo,C è il grado medio della r e-

te' )  
               Ci= - diag(Ac)'    
               C=sum (Ci)/N  
  disp( 'GRADI IN ORDINE DECRESCENTE; NODI IN ORDINE DECRESCENTE DI GRADO' )  
              [Gradi,Nodi]=sort(Ci, 'descend' )  
              grado_max=max(Ci)  
              Z=diag(Ci);  
              [x, x]=find(Z==grado_max);         
               nodihub=x'  %nodi hub  
               t=0:2*pi/N:2*pi;  
               xy=[sin(t);cos(t)]';  
               gplot(Ac,xy, ' - b.' )  
               

set(findobj( 'Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , 'r' , 'MarkerSize' ,15, 'LineWidth' ,1);  
               title([ ' \ fontsize{16}rete hub N°' ,num2str(nuovarete), ',  

\ lambda \ fontsize{8}2 \ fontsize{16}=' ,num2str(lambda2),10, ' 

R\ fontsize{8}c \ fontsize{16}=' ,num2str(Rc)])  
               %title(['rete hub numero ' int2str(nuovarete),'  lambda2=  ', 

num2str(lambda2)])  
               axis( 'square' , 'off' )  
               hold off                
               pause  

      
 end  
disp( 'lambda2 per tutte le configurazioni esaminate' )  
    lambda2=la mbda 
    disp( 'resistenze di soglia per tutte le configurazioni esaminate in ordine 

decrescente' )  
    Rth=sort(Rth, 'descend' );  
    Rth=round(Rth)  
    %lambda2=sort(lambda)  
    disp( 'tutti gli autovalori lambda2, in valore assoluto, delle configurazi o-

ni, in  ordine decrescente e le relative configurazioni' )  
    [lambda2,CONFIGURAZIONE]=sort(abs(lambda2), 'descend' )  
    disp([ 'la configurazione migliore con il maggiore valore assoluto di lam b-

da2, quindi con la maggiore Rth è la n° ' ,num2str(CONFIGURAZIONE(1))] )  
    disp( 'TABELLA RIASSUNTIVA ' )  
    disp([ 'CONFIGURAZIONI           LAMBDA2       Rth' ])  
    disp( '                                                 ' )  
 for  i=1:q+1  
     st=sprintf( 'CONFIGURAZIONE %1.0f \ t %10.2f \ t 

%10.0f \ n' ,CONFIGURAZIONE(i),lambda2(i),Rth(i));  
     disp(st)  
     %disp(['CONFIGURAZIONE ',num2str(CONFIGURAZIONE(i)),'            

',num2str(lambda2(i)),'         ',num2str(Rth(i))])  
 end        

  
 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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    case  'star'  
 disp( 'lunghezza media di path' )  
 L=2- 2*(N - 1)/(N*(N - 1))  
 disp( 'coeficiente di clustering' )  
 cc=(N - 1)/N  

  

  
 A=zeros(N);        
 for  i=1:N  
            A(1,i)=1;  
            A(i,1)=1;  
            A(1,1)=0;  
 end  

  
D=diag(sum(A,2));  
Ac=A- D                 
t=0:2*pi/N:2*pi;  
xy=[sin(t);cos(t)]';  
gplot(Ac,xy, ' - g.' );  
hold on 
autovaloridiAc=eig(Ac)'  
V=diag(autovaloridiAc);  
lambda2=TrovaLambda2(V);  
Rc=abs((lambda2/Klim)*(C2*R/C1));  
Rc=round(Rc)  
Rth=Rc;  
Ci= - diag(Ac)'   %Ci sono i gradi di ogni nodo;C è il grado medio della rete   
C=sum (Ci)/N  
disp( 'GRADI IN ORDINE DECRESCENTE; NODI IN ORDINE DECRESCENTE DI GRADO' )  
[Gradi,Nodi]=sort(Ci, 'descend' )  
grado _max=max(Ci)  
Z=diag(Ci);  
[x,x]=find(Z==grado_max);  
nodi_hub=x  %nodi hub  
%plotting  
t=0:2*pi/N:2*pi;  
xy=[sin(t);cos(t)]';  
gplot(A,xy, ' - g.' );  
%title(['rete star con nodi ' int2str(N)])  
title([ ' \ fontsize{24}rete star con ' ,num2str(N), ' nodi ;  

\ lambda \ fontsize{12}' , ... .  
    '2= 

\ fontsize{24}' ,num2str(lambda2),10, 'R \ fontsize{12}th \ fontsize{24}=' ,num2str(Rth)

, ... .  
    ';  coeff. clust. =' ,num2str(cc), ';  

L\ fontsize{12}star \ fontsize{24}=' ,num2str(L)])  
set(findobj( 'Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , 'b' , 'MarkerSize' ,18, 'LineWidth' ,0.0

8);  
axis( 'square' , 'off' )  
hold off   
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

  
          case  'triangoli1'  

               
%Con il tipo 'triangoli1' si crea una rete aperta di triangoli  
%con N nodi se N è dispari, N+1 se N è pari.  
%N deve essere un numero intero multiplo di 3.  
%Il numero di triangoli che si ottiene è uguale a  N/2 - 1 se N  
%è pari,al più piccolo intero vicino a N/2 se N è dispari  
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if  rem(N,3)~=0||N==3  
    errordlg( 'errore:N deve essere un multiplo di 3 e N>3' , 'File Error' );  
    return  
end  
if  rem(N/3,2)==0  
    N=N+1      
end  
z=floor(N/2);  
numero_triangoli=z  
A=zeros(N,N);  
A(1,2)=1;  
A(2,1)=1;  
A(N,N - 1)=1;  
A(N- 1,N)=1;  

  
for  i=3:N - 2 
     for  j=3:N - 2 
         if  i~=j && rem(i,2)~=0  
                A(i,i+1)=1;                 
                A(i+1,i)=1;  
                A(i,i - 1)=1;                 
                A(i - 1,i)=1;  
                A(i,i+2)= 1;  
                A(i+2,i)=1;  
                A(i,i - 2)=1;  
                A(i - 2,i)=1;  
         end  
      end  
 end  

  
D=diag(sum(A,2));  
disp( 'matrice di connessione' )  
Ac=A- D  
autovalori=eig(Ac)'  
V=diag(autovalori);  
lambda2=TrovaLambda2(V);  
Rth=C2*R*abs(lambda2)/(C1*Klim);  
Rc=round(Rth)  
disp( 'Ci sono i gradi di ogni nodo' )  
Ci= - diag(Ac)'  
disp( 'C è il grado medio della rete' )  
C=sum(Ci)/N  
disp( 'gradi in ordine decrescente e relativi nodi' )  
[gradi,nodi]=sort(Ci, 'descend' )  
grado_max=max(Ci)  
Z=diag(Ci);  
[x,x]=find(Z==grado_max);  
nodo_hub=x'   

  
%plotting  
t=0:2*pi/N:2*pi;  
xy=[sin(t);cos(t)]';  
gplot(Ac,xy, ' - r.' )  
axis( 'square' , 'off' )  
set(findobj( 'Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , 'k' , 'MarkerSize' ,15, 'LineWidth' ,0.0

8);  
title([ ' \ fontsize{16}' ,num2str(z), ' triangoli con ' ,num2str(N), ' nodi  

\ lambda \ fontsize{8}' , ... .  
'2 \ fontsize{16}=' ,num2str(lambda2),10, 'R \ fontsize{8}c \ fontsize{16}=' ,num2str(Rc)

, ' nodi hub= ' ,num2str(nodo_hub)])  
hold off       
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pause  

            

           
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

  
          case  'triangoli2'  
 %il tipo 'triangoli2' crea una rete aperta di N/3 - 1 triangoli ed N - 1 nodi.  
% N deve essere un numero itero multiplo di 3.  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
if  rem(N,3)~=0 || N==3  
    errordlg( 'errore:N deve essere un multiplo di 3 e N>3' , 'File Error' );  
    return  
end  
z=N/3 - 1;  
numero_triangoli=z  
A=zeros(N - 1,N - 1);  

  
for  k=0:N/2  
    for  i=1:N - 2 
     for  j=1:N - 2 

          
         if  i~=j && i== 2+k*3 && 1<=N - 3 
                A(i,i+1)=1;                  
                A(i+1,i)=1;  
                A(i,i - 1)=1;                 
                A(i - 1,i)=1;  
                A(i,i+2)=1;  
                A(i+2,i)=1;  
         else  if  i~=j && i== 4+k*3 && 1<=N - 5      

                 
                A(i,i+1)=1;                  
                A(i+1,i)=1;  
                A(i,i - 1)=1;                 
                A(i - 1,i)=1;              
                A(i,i - 2)=1;  
                A(i - 2,i)=1;  
             end  
         end  
      end  
    end  
 end  

  
D=diag(sum(A,2));  
disp( 'matrice di connessione' )  
At=A - D  
Ac=At;  
autovalori=eig(At)'  
V=diag(autovalori);  
lambda2=TrovaLambda2(V);  
Rc=C2*R*abs(lambda2)/(C1*Klim);  
Rth=round(Rc)  
disp( 'Ci=gradi di ogni nodo' )  
Ci= - diag(At)'  
disp( 'C=grado medio della rete' )  
C=sum(Ci)/N  
disp( 'gradi in ordine decrescente e relativi nodi' )  
[gradi,nodi]=sort(Ci, 'descend' )  
grado_max=max(Ci)  
Z=diag(Ci);  
[x,x]=find(Z==grado_max);  
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nodo_hub=x'       
%plotting  
t=0:2*pi/N:2*pi;  
xy=[sin(t);cos(t)]';  
gplot(At,xy, ' - b.' )  
set(findobj( 'Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , 'k' , 'MarkerSize' ,15, 'LineWidth' ,0.0

8);  
title([ ' \ fontsize{16}' ,num2str(z), ' triangoli con ' ,num2str(N - 1), ' nodi;  

\ lambda \ fontsize{8}' , ... .  
'2 \ fontsize{16}=' ,num2str(lambda2),10, 'R \ fontsize{8}c \ fontsize{16}=' ,num2str(Rth

), '; nodi hub= ' ,num2str(nodo_hub)])  
axis( 'square' , 'off' )  
hold off       

  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

  
          case  'quadrilateri'  
%%il tipo 'quadrilateri' crea una rete chiusa di quadrilateri .  
%N deve essere un  numero positivo multiplo di 4. Il numero di quadrilateri che 

si ottiene  
%è'uguale a N/4, il numero di nodi è uguale a N+2  
% 
disp( 'N deve essere un numero intero multiplo di 4.' )  
if  rem(N,4)~=0  
    errordlg( 'errore: N essere un multiplo di 4' , 'File Error' )  
    return  
end  
disp( 'numero di quadrilateri' )  

  
z=N/4;  
disp( 'numero di nodi' )  
N=N+2 

  
%numero_rettangoli=z  

  
A=zeros(N,N);  %matrice di incidenza  
A(N,N - 1)=1;  
A(N- 1,N)=1;  
for  k=0:floor(N - 4/4)  
    for  i=2:N  
     for  j=2:N  

          
          if  i~=j &&  i==2+4*k && i<=N - 4 
                A(i,i - 1)=1;                 
                A(i - 1,i)=1;  
                A(i,i+1)=1;              
                A(i+1,i)=1;  
                A(i,i+3)=1;  
                A(i+3,i)=1;  

                              
         else  if  i~=j && i==4+k*4 && i<=N - 2 
                A(i,i - 1)=1;                 
                A(i - 1,i)=1;  
                A(i,i+1)=1;              
                A(i+1,i)=1;  

                              
             end  
         end                  
      end  
    end  
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 end  

  
D=diag(sum(A,2));  
disp( 'matrice di connessione' )  
At=A - D  
autovalori=eig(At)'  
V=diag(autovalori);  
lambda2=TrovaLambda2(V);  
Rth=C2*R*abs(lambda2)/(C1*Klim);  
Rc=round(Rth)  
disp( 'Ci = gradi di ogni nodo' )  
Ci= - diag(At)'  
disp( 'C = grado medio della rete' )  
C=sum(Ci)/N  
disp( 'gradi in ordine decrescente e relativi nodi' )  
[gradi,nodi]=sort(Ci, 'descend' )  
grado_max=max(Ci)  
Z=diag(Ci);  
[x,x]=find(Z==grado_max);  
nodo_hub=x'                         
  %plotting  
t=0:2*pi/N:2*pi;  
xy=[sin(t);cos(t)]';  
gplot(At,xy, ' - r.' )  
axis( 'square' , 'off' )  
set(findobj( 'Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , 'k' , 'MarkerSize' ,15, 'LineWidth' ,0.0

8);  
title([ ' \ fontsize{16}' ,num2str(z), ' quadrilateri con ' ,num2str(N), ' nodi;  

\ lambda \ fontsize{8}' , ... .  
'2 \ fontsize{16}=' ,num2str(lambda2),10, 'R \ fontsize{8}c \ fontsize{16}=' ,num2str(Rc)

, '; nodi hub= ' ,num2str(nodo_hub)])  
hold off       
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
case  'triangoli3'  
%%il tipo 'triangoli3' crea una rete chiusa ditriangoli .  
%N deve essere un numero positivoedN>=3. Il numero ditriangoli che si ottiene  
%è'uguale a N/2, il numero  di nodi è uguale a N.  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

     
if  rem(N,2)~=0 || N<3  
    errordlg( 'errore:N deve essere un numero pari e N>=3' , 'File Error' );  
    return  
end  
k=2;  
%matrice di incidenza  
 A=zeros (N,N);      
  for  i=1:k/2     
    diagonale=ones(1,N - i);         
    lato=ones(1,i);  
    A=A+diag(diagonale, - i)+diag(diagonale,i)+diag(lato,N - i)+diag(lato, - N+i);    
  end  

  

  
for  i=1:N - 3 
   %for j=1:N - 3 
       if   rem(i,2)~=0  
           A(i,i+2)=1;  
           A(i+2,i)=1;  
           A(1,N - 1)=1;  
           A(N- 1,1)=1;            
       end  
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  % end  
end  

  
 disp( 'MATRICE DI CONNESSIONE' )  
   D=diag(sum(A,2));  
   Ac=A- D 
   autovaloridiAc=eig(Ac)'  
   V=diag(autovaloridiAc);  
   lambda2=TrovaLambda2(V);  
   Rc=abs((lambda2/Klim)*(C2*R/C1))  
   Rth=round(Rc)  
   Ci= - diag(Ac)'  %Ci=gradi di ogni nodo;C=grado medio della rete   
   C=sum (Ci)/N  
   disp( 'COEFFICIENTE DI CLUSTERING:' )  
   cc=C/(N - 1)  
 disp( 'GRADI IN ORDINE DECRESCENTE; NODI IN ORDINE DECRESCENTE DI GRADO')  
   [Gradi,Nodi]=sort(Ci, 'descend' )  
    grado_max=max(Ci);  
    Z=diag(Ci);  
    [x,x]=find(Z==grado_max);  
   nodihub=x';  
            if  length(x)==N  
                disp( 'Rete regolare;tutti i nodi hanno lo stesso grado' )  
                str=( 'tutti i nodi' )  
             else  
                nodihub=x'  
                str=num2str(nodihub)   
            end  
%plotting              
t=0:2*pi/N:2*pi;  
xy=[sin(t);cos(t)]';  
gplot(Ac,xy, ' - b.' );  
set(findobj( 'Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , 'r' , 'MarkerSize' ,15, 'LineWidth' ,0.0

8);  
title([ ' \ fontsize{16}rete iniziale con ' ,num2str(N), ' nodi e ' ,num2str(N/2), ... .  
'  triangoli' ,10, ' \ lambda \ fontsize{8}2= \ fontsize{16}' ,num2str(lambda2), ... .  
'; R \ fontsize{8}c \ fontsize{16}=' ,num2str(Rth), '; coeff. clust. 

=' ,num2str(cc),10, ' nodi hub= ' ,str])  
axis( 'equal' , 'off' )  
hold off             

      
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

         

  

  
      end  
end  

 

 

clc  
close all  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%tipo:  
%1)'NN': rete iniziale i tipo nearest -  neighbor con k connessioni per lato ed N  
%nodi,alla quale si aggiunge una connessione alla volta, fino ad arrivare  
%alla rete di tipo globally connected;tabella finale di confronto tra le varie  
%reti  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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%2)'hub': rete di tipo hub, inizialmente simmetrica con due nodi hub; le  
%connessioni di un nodo vengono di volta in volta spostate all'altro nodo;  
%tabella finale di confronto tra le varie reti;  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%3)'star':rete con connessione a stella  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%4)'triangoli1':rete  di triangoli in serie di un circuito aperto;N deve essere 

un 
%numero intero multiplo di 3 e diverso da tre. Numero di nodi= N, se N è un n u-

mero dispari,  
%numero di nod i= N+1 se N è un numero pari  
%Il numero di triangoli che si ottiene è'il più piccolo intero  vicino a N/2  
%se N è dispari, a N/2 - 1 se N è pari  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%% 
%5)'triangoli2': rete apert a di triangoli separati da una connessione, il numero 

di nodi è  
%uguale a N - 1, il numero di triangoli è uguale al più piccolo intero vicino  
%a N/3 - 1. N deve essere maggiore di 3 ed un multiplo  di 3  

  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%% 'triangoli3': crea una rete chiusa di triangoli .  
%N deve essere un numero pari ed N>=3. Il numero di triangoli che si ottiene  
%è'uguale a N/2, il numero di nodi è uguale a N.  

  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%il tipo 'quadrilateri' crea una rete di quadrilateri .  
%N deve essere un numero positivo multiplo di 4. Il numero di quadrilateri che 

si ottiene  
%è'uguale a N/4, il numero di nodi è uguale a N+2  

  
[A,lambda2,Rth]=TutteLeConnessioni(8,2,10e - 9,100e - 9,1780,6.31, 'star' );  

 

 

 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

 

 

function  [Ac] = reti_irregolari2(N,p,p_star,tipo,tipo2,z)  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
% Questa funzione restituisce in uscita una rete random,o una rete small - word  
% o una rete scale - free;vediamo anche come si modifi ca lambda2 in una rete  
%di tale tipo con il distacco di un numero z  di nodi e delle relative  
%connessioni,sia partendo in ordine decrescente dal nodo più alto in grado,  
%sia in modo casuale,e come si modifica con il pinning di un numero z di  
%nodi.  
%%I parametri di ingresso sono:  
%N=numero di nodi della rete 'random' e numero di nodi finale per la rete 'sc a-

le - free'  
%z= numero di nodi da rimuovere o da pinnare; è richiesto solo se si  
%seleziona il tipo 'distacco_nodi' o il tipo 'pinning' dalla funzione  
%'input'  
%p=probabilità di connessione di due nodi i e j(rete 'random')  
%p- star=probabilità di distacco dei nodi o di pinning per ogni nodo  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%tipo=  
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%1)'random'  
%2)'scale_free'  
%3)'NW', rete small - world di tipo Newman Watts;inserire il numero  
%di connessioni per nodo k,che deve essere un numero pari,minore di  
%N,maggiore di logN.Controllo di errore.  

  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%tipo2=  
%1)'distacco_nodi'  
%2)'pinning'  
%3)'0'(termine)  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
switch  tipo  
    case  'random'  
A=zeros(N,N);  
%inizializazione matrice di incidenza  
for  i=1:N  
    for  j=1:N  
        c=rand;  
        if  c<p && i~=j  
            A(i,j)=1;  
            A(j,i)=A(i,j);  
        end  
    end  
end  

  
D=diag(sum(A,2));  
disp( 'matrice di connessione' )  
Ac=A- D 
B=Ac;  
U=Ac;  
As=Ac;  
autovaloridiA=eig(Ac)';  
 V=diag(autovaloridiA);  
 lambda2=TrovaLambda2(V);  
 disp( 'Ci=gradi di ogni nodo;C=grado medio della rete ' )  
 Ci= - diag(Ac)';  
  C=sum(Ci)/size(Ac,2);  
 grado_max=max(Ci)  
[gradi,nodi]=sort(Ci, 'descend' )  
Z=diag(Ci);  
[x,x]=find(Z==grado_ma x);  
nodi_hub=x'  %nodi hub  
if  length(x)==N  
    disp( 'rete regolare, tutti i nodi hanno lo stesso grado' )  
    str=( 'rete regolare' );  
elseif  length(x)==1     
    str=([ 'nodo hub=' ,num2str(nodi_hub)]);  
else      
    str=([ 'nodi hub=' ,num2str(nodi_hub)]);  
end  
t=0:2*pi/size(Ac,2):2*pi;  
xy=[sin(t);cos(t)]';  
gplot(A,xy, 'r.' )  
hold on 
gplot(A,xy, ' - b.' )  
set(findobj( 'Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , 'k' , 'MarkerSize' ,20, 'LineWidth' ,0.0

8);  
title([ ' \ fontsize{18}rete random con ' ,int2str(N), ' nodi e probabilità 

p=' ,num2str(p),10, ... .  
    ' \ lambda \ fontsize{9}2 \ fontsize{18} = ' ,num2str(lambda2), ',  ' ,str])  
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axis( 'square' , 'off' )  
hold off  
pause  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% 
    case  'scale_free'  
        Mo=input( 'inserire il numero di nodi iniziali, maggiore di 0 e minore 

del 30% di N  \ nMo = ' )  

         
        while  Mo<=0 || Mo>ceil(0.3*N)  
            errordlg( 'è necessario che Mo sia maggiore di 0 e minore del 30% di 

N' , 'file error' )  
           Mo=input( 'inserire il numero di nodi iniziali, \ nMo = ' )  
            %return  
        end  

          
        A=zeros(N,N);  
for  i=Mo+1:N  
  for  j=1:Mo   
      p=0.75;          
      c=rand;            
        if  i~=j && c<=p  
           A(i,j)=1;  
           A(j,i)=1;  
           D=diag(sum(A,2));  
            Ac=A- D; %matrice di connessione  
            B=Ac;  
            Ci= - diag(Ac)'; %gradi di ogni nodo  
            [gradi,nodi]=sort(Ci, 'descend' );            
       end  
  end  
end  
for  i=Mo+1:N  
    for  j=Mo+1:N  
         p(j)=Ci(j)/(sum(Ci) - Ci(j));  
         c=rand;            
        %if  j~=1 && j~=2 && j~=3  && c<=p(j)  
        if  c<=p(j)&& i~=j      
        Ac(i,j)=1;  
        Ac(j,i)=1;  
        end  
    end  
 end     
D=diag(sum(Ac,2));  
disp( 'MATRICE DI CONNESSIONE' );  
Ac=Ac- D 
autovaloriAc=eig(Ac)';  
V=diag(autovaloriAc);  
lambda2=TrovaLambda2(V);  
disp( 'GRADI DI OGNI NODO' );  
Ci= - diag(Ac)' %gradi di ogni nodo  
disp( 'grado medio della rete' )  
C=sum(Ci)/N  
disp( 'coefficiente di clustering' )  
cc=C/(N - 1)  %coefficiente di clustering  
disp( 'GRADI DELLA RETE IN ORDINE DECRESCENTE E NODI CORRISPETTIVI' );  
[gradi,nodi]=sort(Ci, 'descend' )  
grado_max=max(Ci)  
Z=diag(Ci);  
[x,x]=find(Z==grado_max);  
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nodi_hub=x'  %nodi hub  

  
if  length(x)==N  
    disp( 'rete regolare, tutti i nodi hanno lo stesso grado' )  
    str=( 'rete regolare' );  
elseif  length(x)==1  

     
    str=([ 'nodo hub=' ,num2str(nodi_hub)]);  
else  

     
    str=([ 'nodi hub=' ,num2str(nodi_hub)]);  
end  
B=Ac;  
U=Ac;  
As=Ac;  
%plotting della rete  
t=0:2*pi/N:2*pi;  
xy=[sin(t);cos(t)]';  
gplot(A,xy, 'r.' )  
hold on 
gplot(Ac,xy, ' - m.' )  
set(findobj( 'Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , 'r' , 'MarkerSize' ,25, 'LineWidth' ,0.0

8);  
title([ ' \ fontsize{24}rete di tipo scale - free con ' ,int2str(Mo), ' nodi iniziali e  

' ,int2str(N), ... .  
    ' nodi finali;' ,10, ' 

\ lambda \ fontsize{12}2 \ fontsize{24}=' ,num2str(lambda2), ', CC=' ,num2str(cc), ', 

' ,str])                 

  
axis( 'square' , 'off' )  
hold off  
pause  

  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%% 

  
case  'NW'   %rete small world con il metodo di Newman Watts  
    beep  
    k=input( 'Inserisci k,il numero delle connessioni per nodo,e premi invio; k 

deve essere un numero pari, maggiore di logN, minore di N,inserisci 0 per term i-

nare; \ nk = ' )  

     
    while  k>=N||rem(k,2)~=0||k<log(N)  
        beep  
        errordlg( 'errore: k deve essere un numero pari minore di N e maggiore di 

log(N)' , 'file error' );  
        k=input( 'Inserisci k,il numero delle connessioni per nodo,e premi invio; 

k deve essere un numero pari, maggiore di logN, minore di N \ nk = ' )  

        
    end  

    

     
    A=zeros (N,N);     
  for  i=1:k/2     
    diagonale=ones(1,N - i);         
    lato=ones(1,i);  
    A=A+diag(diagonale, - i)+diag(diagonale,i)+diag(lato,N - i)+diag(lato, - N+i);   

%matrice di incidenza  
  end  
  D=diag(sum(A,2))  
  Ac=A- D %matrice di connessione  
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  autovaloridiAc=eig(Ac)'  
  V=autovaloridiAc;  

   
  for  i=1:length(V)  
      if  V(i)>= - 0.05&&V(i)<=0.05  
          V(i)=0;  
      end  
  end  
   Nz=nonzeros(V);  
   lambda2=max(Nz)  

  
Ci= - diag(Ac)'  
C=sum(Ci)/N  
[gradi,nodi]=sort(Ci, 'descend' )  
grado_max=max(Ci)  

  
Z=diag(Ci);  
[x,x]=find(Z==grado_max);  
nodi_hub=x';  
if  length(x)==N  
    disp( 'rete regolare, tutti i nodi hanno lo stesso grado' )  
    str=( 'rete regolare' );  
elseif  length(x)==1  

     
    str=([ 'nodo hub=' ,num2str(nodi_hub)]);  
else  

     
    str=([ 'nodi hub=' ,num2str(nodi_hub)]);  
end  

  
%plotting  
t=0:2*pi/N:2*pi;  
xy=[sin(t);cos(t)]';  
gplot(Ac,xy, ' - g.' )  
axis( 'equal' , 'off' )  
set(findobj( 'Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , 'b' , 'MarkerSize' ,20, 'LineWidth' ,1);  
title([ ' \ fontsize{18}rete iniziale con ' ,num2str(N), ' nodi e ' ,num2str(k), ' co n-

nessioni per nodo' ,10, 'p=' ,num2str(p), ', 

\ lambda \ fontsize{9}2 \ fontsize{18}=' ,num2str(lambda2), '  ' ,str])  
hold off  
pause  
for  i=1:N  
    for  j=1:N  
          c=rand;  
          if  i~=j && A(i,j)==0 && c<=p  
              A(i,j)=1;  
              A(j,i)=1;  
          end  
    end  
end  
D=diag(sum(A,2));  
Ac=A- D 
B=Ac;  
U=Ac;  
As=Ac;  
autovaloridiAc=eig(Ac)'  
  V=autovaloridiAc;  

   
  for  i=1:length(V)  
      if  V(i)>= - 0.05&&V(i)<=0.05  
          V(i)=0;  
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      end  
  end  
   Nz=nonzeros(V);  
   lambda2=max(Nz)  

  
Ci= - diag(Ac)'  
C=sum(Ci)/N  
[gradi,nodi]=sort(Ci, 'descend' )  
grado_max=max(Ci)  

  
Z=diag(Ci);  
[x,x]=find(Z==grado_max);  
nodi_hub=x';  
if  length(x)==N  
    disp( 'rete regolare, tutti i nodi hanno lo stesso grado' )  
    str=( 'rete regolare' );  
elseif  length(x)==1  

     
    str=([ 'nodo hub=' ,num2str(nodi_hub)]);  
else  

     
    str=([ 'nodi hub=' ,num2str(nodi_hub)]);  
end  

  
%plotting  
t=0:2*pi/N:2*pi;  
xy=[sin(t);cos(t)]';  
gplot(Ac,xy, ' - g.' )  
axis( 'equal' , 'off' )  
set(findobj( 'Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , 'b' , 'MarkerSize' ,18, 'LineWidth' ,1);  
title([ ' \ fontsize{18}rete small - world con ' ,num2str(N), ' 

nodi' ,10, 'p=' ,num2str(p), ', 

\ lambda \ fontsize{9}2 \ fontsize{18}=' ,num2str(lambda2), '  ' ,str])  
hold off  
pause  
end   
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
switch  tipo2  
    case  'distacco_nodi'  

        
        if  z>N 
            beep  
            errordlg( 'z deve essere un numero intero minore di N' , 'File Error' )  
            return   
        end  

         

        
 nodostaccato=0;   
disp( 'distacco dei nodi a partire da quello avente il più alto grado' )  
for  k=1:z  
    for  i=1:size(Ac,2)  
        for  j=1:size(Ac,2)  
            if  i==j && i==nodi(1) && nodostaccato<z    
                       Ac(i,:)=0;  
                       Ac(:,j)=0;  
                       nodostaccato=nodostaccato+1  
                       D=diag(sum(Ac,2));  
                       As=Ac- D 
                       autovaloridiA=eig(As)'  
                        V=diag(autovaloridiA);  
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                        lambda2=TrovaLambda2(V);  
                        Ci= - diag(As)' %gradi di ogni nodo  
                        %disp('grado medio della rete');  
                        C=sum(Ci)/N  
                        disp( 'coe fficiente di clustering' )  
                        cc=C/(N - 1)  %coefficiente di clustering  
        disp( 'GRADI DELLA RETE IN ORDINE DECRESCENTE E NODI CORRISPETTIVI' );  
                      [gradi,nodi]=sort(Ci, 'descend' )  
                       grado_max=max(Ci)  
                       Z=diag(Ci);  
                       [x,x]=find(Z==grado_max);  
                       nodi_hub=x'  %nodi hub  
                  if  length(x)==N  
                      disp( 'rete regolare, tutti i nodi hanno lo stesso grado' )  
                      str=( 'rete regolare' );  
                  elseif  length(x)==1     
                     str=([ 'nodo hub=' ,num2str(nodi_hub)]);  
                  else      
                      str=([ 'nodi hub=' ,num2str(nodi_hub)]);  
                  end                         
                       gplot(B,xy, 'r.' )  
                       hold on 
                       if  grado_max==0  
                           title( ' \ fontsize{20}matrice nulla' )  
                          break  
                   else  
                       gplot(As,xy, ' - g.' )  
                       

set(findobj( 'Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , 'r' , 'MarkerSize' ,25, 'LineWidth' ,0.0

8);  
title([ ' \ fontsize{24}distacco di # ' ,num2str(nodostaccato), ' nodi in ordine d e-

crescente di grado;' ,10, ... .  
    ' \ lambda \ fontsize{12}2 \ fontsize{24}= ' ,num2str(lambda2), ', 

CC=' ,num2str(cc), '; ' ,str])  
                        hold off   
                        axis( 'square' , 'off' )  
                        pause  
                   end  
             end  
         end  
     end  
end  
nodostaccato=0;  
disp( 'DISTACCO CASUALE DI NODI' )  
for  k=1:z  
    for  i=1:size(B,2)  
        for  j=1:size(B,2)  
            c=rand;  
            if  i==j && c <= p_star &&  nodostaccato<z  
                       B(i,:)=0;  
                       B(:,j)=0;  
                       nodostaccato=nodostaccato+1  
                       D=diag(sum(B,2));  
                       Ar=B - D 
                       autovaloridiA=eig(Ar)';            
                       V=diag(autovaloridiA);  
                       lambda2=TrovaLambda2(V);  
                       Ci= - diag(Ar)' %gradi di ogni nodo  
                       %disp('grado medio della rete');  
                       C=sum(Ci)/N  
                       disp( 'coefficiente di clustering' )  
                       cc=C/(N - 1)  %coefficiente di clustering  
        disp( 'GRADI DELLA RETE IN ORDINE DECRESCENTE E NODI CORRISPETTIVI' );  
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                      [ gradi,nodi]=sort(Ci, 'descend' )  
                      grado_max=max(Ci)  
                      Z=diag(Ci);  
                      [x,x]=find(Z==grado_max);  
                       nodi_hub=x'  %nodi hub  
                  if  length(x)==N  
                      disp( 'rete regolare, tutti i nodi hanno lo stesso grado' )  
                      str=( 'rete regolare' );  
                  elseif  length(x)==1     
                     str=([ 'nodo hub=' ,num2str(nodi_hub)]);  
                  else      
                      str=([ 'nodi hub=' ,num2str(nodi_hub)]);  
                  end                      

                   

                        
                       gplot(U,xy, 'r.' )  
                       hold on 
                       gplot(Ar,xy, ' - b.' )  
                      

set(findobj( 'Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , 'r' , 'MarkerSize' ,25, 'LineWidth' ,0.0

8);  
                      axis( 'square' , 'off' )   

                       
title([ ' \ fontsize{24}distacco di # ' ,num2str(nodostaccato), ' nodi in ordine c a-

sual e;' ,10, ... .  
 ' \ lambda \ fontsize{12}2 \ fontsize{24}= ' ,num2str(lambda2), ', CC=' ,num2str(cc), ',  

' ,str])                         
                      hold off   
                      pause  

    
            end                                 
        end  
    end  
end  
    case  0 
        return  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%         
    case  'pinning'  
       if  z>N 
            beep  
            errordlg( 'z deve essere un numero intero minore di N' , 'File Error' )  
            return   
        end  
 disp( 'NODI PINNATI AVENTI I GRADI PIU ALTI' )  
X=zeros(1,N);  
Y=zeros(1,N+1)';  
A1=[X;As];  
A2=[Y A1];  
D=diag(sum(A2,2));  
A=A2- D;  
B=A;  
T=A;  
Ci= - diag(A)';  %Ci sono i gradi di ogni nodo;C è il grado medio della rete  
Ci2=Ci;  
disp( 'gradi in ordine decrescente e relativi nodi' );  
[gradi,nodi]=sort(Ci, 'descend' );  
numerodinodipinnati=0;  
for  k=1:z   
    for  i=1:N+1  
            if  i==nodi(k)&& numerodinodipinnati<z  
                       A(i,1)=1;  
                       numerodinodipinna ti=numerodinodipinnati+1  
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                       D=diag(sum(A,2));  
                       Ap=A- D 
                       autovaloridiA=eig(Ap);                                            
                       V=diag(autovaloridiA);  
                       la mbda2=TrovaLambda2(V);  
                       %Ci sono i gradi di ogni nodo;C è il grado medio della 

rete  
                       Ci= - diag(Ap)';    
                       C=sum(Ci)/size(Ap,2);  
                       disp( 'gradi in ordine decrescente' );  
                       S=sort(Ci, 'descend' )  
                       grado_max=max(Ci)  
                       Z=diag(Ci);  
                       [x,x]=find(Z==grado_max);  
                       nodi_hub=x'  %nodi hub  
                  if  length(x)==N  
                      disp( 'rete regolare, tutti i nodi hanno lo stesso grado' )  
                      str=( 'rete regolare' );  
                  elseif  length(x)==1     
                     str=([ 'nodo hub=' ,num2str(nodi_hub)]);  
                  else      
                      str=([ 'nodi hub=' ,num2str(nodi_hub)]);  
                  end                         
                       grado_max=max(Ci);                        
                       t=0:2*pi/(N+1):2*pi;  
                       xy=[sin(t);cos(t)]';  
                       gplot(Ap,xy, ' - r.' )  
                       

set(findobj( 'Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , 'y' , 'MarkerSize' ,15, 'LineWidth' ,0.0

8);  

                        
 title([ ' \ fontsize{14}pinning di # ' ,num2str(numerodinodipinnati), ... .  
 ' nodi in ordine decrescente di grado;' ,10, ' \ lambda \ fontsize{7}2 \ fontsize{14}= 

' , ... .  
 num2str(lambda2), '; ' ,str])  

                         
                       axis( 'square' , 'off' )                        
                       hold off   
                       pause               
            end  
    end  
end  
disp( 'NODI PINNATI SCELTI CASUALMENTE' )  
numerodinodipinnati=0;  

  
 for  i=2:N   
     for  j=1:N       
             c=rand;       
            if  i==j && c < =p_star && numerodinodipinnati<z && gradi(i)~=0  
                       T(i,1)=1;  
                       numerodinodipinnati=numerodinodipinnati+1  
                       D=diag(sum(T,2));  
                       Ap=T- D 
                       autovaloridiA=eig(Ap);                                            
                       V=diag(autovaloridiA);  
                       lambda2=TrovaLambda2(V);  
                %Ci sono i gradi di ogni nodo;C è il grado medio della re te   
                      Ci= - diag(Ap)';    
                      C=sum(Ci)/size(Ac,2);  
                      disp( 'gradi in ordine decrescente e relativi nodi:' )  
                      [gradi,nodi]=sort(Ci, 'descend' )  
                      grado_max=max(Ci)  
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                      Z=diag(Ci);  
                      [x,x]=find(Z==grado_max);                        
                       nodi_hub=x'  %nodi hub  
                   if  length(x)==N  
                      disp( 'r ete regolare, tutti i nodi hanno lo stesso grado' )  
                      str=( 'rete regolare' );  
                      elseif  length(x)==1     
                             str=([ 'nodo hub=' ,num2str(nodi_hub)]);  
                   else      
                         str=([ 'nodi hub=' ,num2str(nodi_hub)]);  
                  end                         
                       t=0:2*pi/(N+1):2*pi;  
                       xy=[sin(t);cos(t)]';  
                       gplot(Ap,xy, ' - m.' )  
                        

set(findobj( 'Type' , 'Line' ), 'MarkerEdgeColor' , 'k' , 'MarkerSize' ,15, 'LineWidth' ,0.0

8);  
title([ ' \ fontsize{14}rete  con numero ' ,num2str(numerodinodipinnati), ' di nodi 

pinnati in ordine casuale ' ,10, ... .  
    ' \ lambda \ fontsize{7}2 \ fontsize{14}= ' ,num2str(lambda2), ';  ' ,str])  
                       axis( 'square' , 'off' )                        
                       hold off                         
                       pause  
            end  
     end   
 end   
end     
end  

  

     

  
 clc  
close all  
%reti_irregolari2(N,p,p_star,tipo,tipo2,z)  
%I parametri di ingresso sono:  
%N=numero di nodi della rete 'random' e numero di nodi finale per la rete 'sc a-

le - free'  
%z= numero di nodi da rimuovere o da pinnare è richiesto solo se si  
%seleziona il tipo 'distacco_nodi' o il tipo 'pinning' dalla funzione  
%altrimenti si può mettere 0  
%p=probabilità di connessione di due nodi i e j(rete 'random')  
%p- star=probabilità di distacco dei nodi o di pinning per ogni nodo  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%tipo=  
%1)'random'  
%2)'scale_free'  
%3)'NW',rete small - world di tipo Newman Watts;inserire il numero  
%di connessioni per nodo k,che deve essere un numero pari,minore di  
%N,maggiore di logN.Controllo di erro re.  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%tipo2=  
%1)'distacco_nodi'  
%2)'pinning'  
%3)'0'(termine)  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

  

  

  

  
help  reti_irregolari2  
reti_irregolari2(14,0.5,0.3, 'scale_free' , 'pinning' ,3);  
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function [Ac,lambda2,Rc] = MetodoCartaPenna1(V,C1,C2,R,Klim,tipo,tipo2,z,p_star)  

  
%Questa funzione restituisce una rete di qualsiasi tipo e per qualsiasi  
%numero N di nodi,se è data la matrice d i connessione V,oppure il vettore V,dove 

sono  
%indicate tutte le connessioni dei nodi,in modo unilaterale.Nel parametro y,  
%presente nella funzione,le connessioni vengono prese in senso inverso; c'è  
%un avviso di errore se le connessioni sono ripetute ne llo sesso senso o in  
%senso inverso.  
%PARAMETRI di uscita:  
%Ac=matrice di connessione  
%%lambda2=il più grande autovalore delle matrici di connessione,escluso lo  
%zero  
%Rc=resistenza di soglia  
%PARAMETRI DI INGRESSO: 
%V= vettore che riporta tutte le connessioni dei nodi da uno a N,in modo unil a-

terale, SI UTILIZZA  
%SOLO PER IL TIPO 'vettore';un segnale di errore avverte se una connessione  
%è ripetuta, in senso diretto o in senso inverso.  
%V=matrice di incidenza o di connessione di una rete, SI UTILIZZA SOLO PER  
%IL TIPO 'matrice'; un segnale di errore avverte se la matrice inserita non  
%è quadrata.  
%C1,C2 sono le capacità del circuito di Chua  
%R è la resistenza del cicuito  
%Klim è il parametro dal quale ricaviamo la resistenza di collegamento Rc  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%tipo: 1)'vettore' , si parte dal vettore x; 2)'matrice' si parte dalla  
%matrice A;  
%tipo2: 1)'pinning'esegue il pinning di z nodi, in ordine decrescente a  
%partire da quello di g rado più alto; 2)'0': termina la funzione  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%z  è il numero di nodi da pinnare o da distaccare;se il tipo2 è uguale a  
%'0'non ha rilevanza,può essere un numero qualsiasi;  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%p_star è la probabilità di distacco dei nodi; se il tipo2 è uguale a '0'  
%non ha rilevanza,può essere un numero qualsiasi.  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%OUTPUT 
%Ci=gradi di ogni nodo;  
%C=grado medio della rete;  
%Gradi=gradi in ordine decrescente  
%Nodi=rispettivi nodi  
%grado_max=grado massimo  
%nodi_hub=nodi aventi il grado massimo  
% 
switch  tipo  

    
case  'vettore'  
    x=V;  
   N=max(x);  
 t=0:2*pi/N:2*pi;  
 xy=[sin(t);cos(t)]';  
 n=length(x);  
 if  rem(n,2)~=0  
     errordlg([ 'errore:la lunghezza del vettore deve essere un numero pari 

' , 'File Error' ])  
 end  




