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Introduzione  

 

Il trend recente nell'industria  VLSI verso modelli  miniaturizzati, il consumo di 

bassa potenza, e l’aumentata integrazione di circuiti analogici con blocchi digitali 

ha reso l’analisi dell’integrità del segnale un compito difficile. La richiesta  di 

applicazioni  ad alta velocità ha messo in luce gli effetti prima trascurabili delle 

interconnessioni,  quali il ringing, il ritardo di segnale, la distorsione ,la riflessione, 

e il crosstalk . Si intuisce che le  interconnessioni saranno le maggiori responsabili   

della degradazione del segnale nei sistemi ad alta velocità. 

Quanto detto ha fatto sì che le interconnessioni tra i dispositivi elettronici debbano 

essere viste ed analizzate come linee di trasmissione, e quindi lo studio del 

comportamento delle linee di trasmissione ha assunto un ruolo sempre più 

importante nella ricerca scientifica e tecnologica. Gli effetti dovuti a tali 

interconnessioni (ritardi non intenzionali, tensioni di crosstalk, riflessioni, perdite, e 

picchi di sovratensione ai terminali) influenzano fortemente l’integrità dei segnali e 

quindi il corretto funzionamento dei circuiti stessi; ciò determina l’esigenza di 

studiare tali effetti mediante l’utilizzo di tecniche di simulazione accurate ed 

efficienti [1]-[4]. Inoltre la natura fortemente non lineare e tempo variante dei 

dispositivi elettronici nei circuiti d’interesse applicativo impone la necessità di 

effettuare l’analisi di questi sistemi nel dominio del tempo [4]-[12]. Un approccio 

largamente seguito in letteratura per analizzare circuiti complessi costituiti da 

elementi distribuiti ed elementi concentrati consiste nel dividere l’intero sistema in 

componenti, distinguendo i sotto-sistemi che interagiscono tra loro solo attraverso 

le terminazioni. Successivamente vengono caratterizzati sia i circuiti concentrati 

che quelli distribuiti con riferimento al loro comportamento terminale: in tal modo 

l’intero sistema viene analizzato attraverso tecniche tipiche dell’analisi dei circuiti, 
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che sono più adeguate per l’analisi transitoria nel dominio del tempo [4], [7], [9]-

[34]. Affinchè la simulazione sia accurata occorre, in particolare, utilizzare modelli 

che descrivano in modo corretto i fenomeni elettromagnetici che caratterizzano le 

interconnessioni. Per ottenere anche la necessaria efficienza computazionale, è 

indispensabile poi ricorrere a tecniche di riduzione d’ordine dei modelli utilizzati. 

La recente letteratura ha dedicato molta attenzione sia alla caratterizzazione 

accurata di ogni singolo elemento nelle strutture d’interconnessione, che alle 

tecniche di riduzione d’ordine che consentano di ottenere circuiti equivalenti 

facilmente implementabili in simulatori circuitali standard [4], [7], [9]-[12], [17]-

[28]. La letteratura offre molti approcci diversi per affrontare questo problema, le 

cui principali difficoltà risiedono nella rappresentazione accurata del fenomeno 

della propagazione e nella necessità di garantire stabilità numerica e passività dei 

macromodelli [17], [33]. Un modo possibile per imporre tali proprietà è quello di 

sfruttare una maggiore conoscenza del comportamento qualitativo delle soluzioni 

[7], [31]. In questa tesi, nella quale viene presentato un modello generale per 

caratterizzare il comportamento ai terminali delle linee di trasmissione 

multicondut tore lineari al fine di simularle in maniera efficace. Tale 

caratterizzazione è stata realizzata attraverso la conoscenza delle tensioni e delle 

correnti ai terminali, e ciò permette di identificare il modello a partire da misure 

esterne. Per far questo si è adottato un approccio che consente di caratterizzare il 

comportamento terminale della linea attraverso operatori quali la matrice 

impedenza caratteristica (o la matrice di ammettenza caratteristica) e l’operatore di 

propagazione. 

Uno degli strumenti di analisi delle linee di trasmissione è il metodo delle 

caratteristiche. Il metodo generalizzato delle caratteristiche (MoC) fornisce il 

modello più adatto per realizzare l’analisi transitoria delle linee di trasmissione 
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elettricamente lunghe, linee per le quali il ritardo di propagazione gioca un ruolo 

significativo. Infatti nel dominio della frequenza, l’operatore di propagazione, in 

particolare, mostra un comportamento con fase divergente all’infinito dovuto alla 

presenza dei ritardi associati alla propagazione. Il metodo generalizzato delle 

caratteristiche tramite un’accurata estrazione del ritardo permette, da un lato, di 

descrivere analiticamente termini che sono sintetizzati attraverso sorgenti ritardate 

e multiporte resistivi, dall’altro lato, di definire una parte regolare dell’operatore di 

propagazione, che può essere approssimata tramite un circuito concentrato di 

ordine ridotto, abbassando così i costi computazionali delle convoluzioni.  Per 

ottenere direttamente la sintesi dei circuiti concentrati equivalenti di ordine ridotto, 

il generico operatore regolare viene identificato con un’approssimazione razionale 

nella classica forma poli- residui.  

Per identificare una tale approssimazione razionale sono stati proposti, in 

letteratura, diversi algoritmi, tra cui quello del Vector Fitting (VF). 

Fondamentalmente, il VF è un algoritmo iterativo basato sulla ricollocazione dei 

poli; ad ogni iterazione viene risolto un problema lineare, fino a quando non si 

raggiunge la migliore accuratezza possibile. Per derivare un modello di circuito 

approssimato di ordine ridotto dalle risposte date, è necessario imporre la 

condizione rango-1 sulle matrici residui come vincolo nel processo 

d’identificazione. Sfortunatamente questa condizione non può essere 

esplicitamente forzata finché il processo di identificazione è basato esclusivamente 

su procedure  “lineari”, così come il metodo del Vector Fitting  (VF). Qualche 

ottimizzazione non  lineare, ad esempio ai minimi quadrati (NLLS), è perciò 

necessaria se si vuole forzare il vincolo menzionato prima. I vantaggi di una 

procedura robusta come VF e la flessibilità di un algoritmo (NLLS) per 
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l’identificazione delle parti regolari degli operatori  possono essere spesso 

utilmente combinati. 

Nel capitolo 1 sono messi in evidenza gli aspetti generali riguardanti l’analisi di reti 

complesse, caratterizzate da linee di trasmissione e circuiti concentrati. 

L’orientamento verso circuiti miniaturizzati e la sempre più elevata integrazione tra 

circuiti analogici e blocchi digitali ha infatti sottolineato l’importanza di analizzare 

in maniera accurata gli effetti delle linee di trasmissione (ritardi non intenzionali, 

effetti di crosstalk, rifessioni, perdite) che contribuiscono al deterioramento dei 

segnali ([8], [16], [24], [29]). Quindi dopo una disamina dei problemi dovuti a tali 

effetti si descrivono i modelli che la recente letteratura ha proposto per l’analisi 

transitoria delle linee di trasmissione, mettendone in evidenza vantaggi e svantaggi. 

Nel capitolo 2 viene presentato il modello  multiporta equivalente, proposto in [7], 

che viene utilizzato per gli scopi della tesi. Tale modello nel dominio del tempo è 

descritto da due risposte impulsive: dalla  matrice impedenza caratteristica (o dalla 

matrice ammettenza caratteristica) e dall’ operatore globale di propagazione [7]. 

Un punto molto delicato è proprio il calcolo di queste risposte. In generale esse non 

possono essere calcolate in maniera analitica e neanche numericamente a causa 

della presenza di termini irregolari quali (impulsi di Dirac). Per calcolare, quindi, 

tali risposte si riconduce il problema nel dominio della frequenza e si applica il 

metodo generalizzato delle caratteristiche (MoC), esso tramite una accurata 

estrazione del ritardo permette, da un lato, di descrivere analiticamente termini che 

sono sintetizzati attraverso sorgenti ritardate e multiporte resistivi, dall’altro lato, 

esso permette di definire residui regolari che possono essere approssimati tramite 

un circuito concentrato di ordine basso, abbassando così i costi computazionali 

delle convoluzioni. In questo capitolo vengono anche mostrati tre diversi approcci 

per estrarre i ritardi [56]. Alla fine del capitolo saranno forniti brevi cenni relativi 
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alla implementazione numerica del modello ottenuto tramite l’algoritmo di 

convoluzione veloce. 

Nel capitolo 3 viene mostrato l’algoritmo del Vector Fitting il quale va ad 

identificare il generico operatore regolare tramite un’approssimazione razionale 

nella classica forma polo-residuo.Insieme al Vector fitting viene introdotto un 

algoritmo Non Lineare ai Minimi Quadrati (NLLS) che usato in combinazione col 

Vector Fitting permette di derivare un modello di circuito approssimato di ordine 

ridotto da delle date risposte. 

Nel capitolo 4 sono presentati alcuni esempi d’identificazione degli operatori 

descrittivi di linee di trasmissione multiconduttore. Le identificazioni sono state 

realizzate tramite apposite routine di MATLAB, ad ogni esempio di linea è stato 

applicato prima il solo Vector Fitting, con N ′ poli di tentativo, e poi la procedura 

combinata data dal Vector Fitting, con ,NN ′< più  l’ottimizzazione non lineare 

(NLLS). I risultati ottenuti, tramite i due diversi metodi, sono stati confrontati fra 

loro.  
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Capitolo 1  
 
 
Modelli per la simulazione delle interconnessioni   

  
 
 
 
 
 
 

1.1 Introduzione  
 

Lo studio del comportamento delle linee di trasmissione ha assunto un ruolo 

sempre più importante nella ricerca scientifica e tecnologica. I continui progressi 

fatti dalla tecnologia nell’ambito della progettazione dei circuiti elettronici e il 

rapido aumento della velocità dei segnali, ha fatto sì che le interconnessioni tra i 

dispositivi elettronici possano essere viste ed analizzate come linee di trasmissione 

[1]-[4]. La presenza di ritardi non intenzionali, effetti di crosstalk, riflessioni, 

perdite, e picchi di sovratensione ai terminali dei dispositivi influenzano fortemente 

il corretto funzionamento di questi circuiti [3]-[8], e costringono i progettisti ad 

affrontare questi problemi per non arrestare la corsa verso circuiti VLSI con 

prestazioni sempre più spinte, sia per quanto riguarda la velocità di propagazione 

dei segnali sia la densità delle interconnessioni. Pertanto per assicurare il corretto 

funzionamento di circuiti caratterizzati da elevate velocità di trasmissione dei dati è 

necessario ridurre il ritardo di propagazione tra i dispositivi, preservare l’integrità 

dei segnali analizzando in maniera accurata le riflessioni e il crosstalk, diminuire le 

perdite, aumentare la densità delle interconnessioni. Ciò ha fatto sì che nell’ambito 

della ricerca gli sforzi si concentrassero verso l’implementazione di possibili 

tecniche di simulazione accurate ed efficienti che facilitino l’analisi e la verifica di 
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questi circuiti [4], [7], [9]-[34]. Dato che la maggior parte dei dispositivi elettronici 

sono non lineari e tempo varianti, l’analisi di questi sistemi e quindi delle linee di 

trasmissioni stesse dev’essere effettuata nel dominio del tempo. L’analisi del 

comportamento transitorio delle linee di trasmissione può essere utile anche nello 

studio delle linee elettriche in particolare nella valutazione delle prestazioni dei 

sistemi di protezione. Vogliamo quindi affrontare il problema dell’analisi nel 

dominio del tempo dei circuiti elettronici, che possiamo supporre essere 

caratterizzati da linee di trasmissione (lineari e tempo-invarianti) e circuiti 

concentrati (non lineari e tempo-varianti). L’analisi nel dominio del tempo dei 

circuiti concentrati è ovviamente un argomento fondamentale e ben noto 

nell’ambito dell’elettronica , lo stesso non si può dire per l’analisi nel dominio del 

tempo di reti composte da circuiti concentrati e linee di trasmissione, e delle linee 

di trasmissione stesse che è ancora oggetto di ricerca. Per affrontare lo studio di 

queste reti “composte”, utilizzando tutte le tecniche di analisi tipiche della teoria 

sui circuiti concentrati, è necessario fornire un metodo generale che consenta di 

caratterizzare le linee come una multiporta equivalente, ossia che permetta di 

descriverne il comportamento attraverso le tensioni e le correnti ai terminali. 

Ovviamente alla base di questo discorso ci sono da fare delle considerazioni 

relative alla effettiva possibilità di utilizzare il modello di linea di trasmissione per 

descrivere in maniera accurata le reali interconnessioni. E’ possibile affermare che 

supponendo un modo di propagazione elettromagnetico quasi trasverso (quasi-

TEM), le interconnessioni possono essere modellate come linee di trasmissione [1], 

[2], [4]. Se questa asserzione risulta essere soddisfatta o meno per le 

interconnessioni reali dipende da una serie di fattori quali: lo spettro in frequenza 

dei segnali che si propagano attraverso tali interconnessioni, le dimensioni 

trasverse delle interconnessioni stesse, le proprietà elettromagnetiche dei conduttori 
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e del mezzo ad esse frapposto. Tuttavia nella maggior parte dei casi è possibile 

utilizzare un semplice criterio: la distanza tra i conduttori dev’essere molto minore 

della più piccola lunghezza d’onda caratteristica dei segnali che si propagano 

attraverso tali strutture guide.  

 

 

1.2 Effetti legati alle interconnessioni 
 

L’orientamento verso circuiti miniaturizzati e a basso assorbimento di potenza, e la 

sempre più elevata integrazione tra circuiti analogici e blocchi digitali ha messo in 

evidenza la necessità di svolgere un’accurata analisi dell’integrità dei segnali. Non 

considerare gli effetti legati alle interconnessioni può determinare la presenza di 

glitches logici che possono rendere un circuito digitale non funzionante oppure può 

provocare la distorsione di un segnale analogico in maniera tale che esso non 

soddisfi più determinate specifiche. Tali effetti possono essere mostrati modellando 

le interconnessioni, nel caso in cui sia possibile, come linee di trasmissione.  

 

 

1.2.1 Ritardo di propagazione  
 

Un segnale che si propaga da un’estremità all’altra di una linea di trasmissione 

impiega una quantità finita di tempo, che viene detta ritardo ( dT ). La fig.1.1 illustra 

il caso di una linea di ritardo ideale.  
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(a) 

 

(b) 

Fig.1.1: Ritardo di propagazione: (a) Circuito con linea di trasmissione senza 
perdite; (b) Andamento della risposta transitoria.  

 

Inoltre il segnale può mostrare anche una degradazione del suo tempo di salita 

come mostrato in fig. 1.2, dove il tempo di salita ( Rt ) sul terminale d’uscita è 

maggiore del tempo di salita ( rt ) del segnale sul terminale d’ingresso [3], [8], [29]. 

La degradazione del tempo di salita influenza i livelli logici massimi e minimi 

ottenibili tra due intervalli di commutazione. 
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(a) 

 

(b) 

Fig.1.2: Attenuazione e degradazione del tempo di salita: (a) Circuito con   
linea di trasmissione con perdite; (b) Andamento della risposta 
transitoria. 

 

 

1.2.2 Attenuazione  
 

Un segnale che si propaga lungo una linea di trasmissione può essere soggetto ad 

attenuazione dovuta a perdite ohmiche o a perdite nel dielettrico. Ciò è messo in 

evidenza in fig. 1.2. Le perdite di natura ohmica sono più pronunciate alle alte 

frequenze a causa di una distribuzione delle correnti non uniforme. Le perdite 

dovute alle conduttanze sono proporzionali al fattore di perdita del materiale 
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dielettrico che caratterizza la linea e sono anch’esse funzioni della frequenza. Se le 

perdite sono considerevoli, i segnali possono non soddisfare più i livelli logici 

specificati con conseguenti errate commutazioni dei circuiti digitali.  

 

 

1.2.3 Riflessione e Ringing  
 

La riflessione del segnale e il ringing ad essa associato possono comportare una 

notevole distorsione del segnale, che si propaga lungo la linea, soprattutto alle alte 

frequenze [3], [8], [29]. La principale causa di degradazione del segnale dovuto al 

fenomeno della riflessione è la discontinuità dell’impedenza caratteristica di una 

linea di trasmissione. Questa discontinuità in natura può essere sia distribuita che 

concentrata. La presenza di una discontinuità di tipo distribuito può essere dovuta 

al cambiamento del mezzo lungo il percorso del segnale; è possibile infatti che il 

segnale debba attraversare numerosi strati “layers” su una scheda a circuiti 

stampati. Un’altra causa di degradazione del segnale dovuto al fenomeno della 

riflessione è la differenza tra l’impedenza caratteristica della linea e le impedenze 

connesse ai due terminali. La fig. 1.3 mostra questi effetti nel caso di linea di 

trasmissione senza perdite. Le fig. 1.3 (b) e (c) mostrano le sottotensioni che si 

hanno nel caso di linee caratterizzate rispettivamente da un ritardo basso ed 

elevato. In generale le sottotensioni sono presenti quando l’impedenza di carico è 

minore dell’impedenza caratteristica dell’interconnessione. 
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 
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(d) 

 

(e) 

Fig.1.3: Sovratensioni, sottotensioni e ringing in linee senza perdite: (a) Circuito 
con linea di trasmissione senza perdite; (b) dT =1ns; LZ =25Ohms 
( LZ < 0Z ); (c) dT =5 ns; LZ =25 Ohms ( LZ < 0Z ); (d) dT =1ns; LZ =100 
Ohms ( LZ > 0Z ); (e) dT =5ns; LZ =100Ohms ( LZ > 0Z ).  
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Le fig. 1.3 (d) e (e) mostrano il fenomeno della sovratensione che è presente 

quando l’impedenza di carico è maggiore dell’impedenza caratteristica della linea. 

Come visto, il ringing associato al segnale e i fenomeni di sottotensione e 

sovratensione aumentano al crescere del ritardo che caratterizza la linea. 

 

 

(a) 

 

(b) 
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(c) 

 

(d) 

Fig.1.4: Ringing in una linea con perdite: (a) Circuito con linea di 
trasmissione con perdite; (b) LZ = 20 Ohms; (c) LZ = 100 Ohms; (d) 

LZ  = open circuit. 
 

La fig. 1.4 mostra il ringing che caratterizza una linea di trasmissione con perdite 
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utilizzando carichi differenti. Il meccanismo di riflessione: consideriamo il sistema 

di interconnesione mostrato in fig. 1.5 , in cui è illustrato il caso più semplice di 

variazione dell’impedenza da ( 0Z ) a ( 0Z ′ ).  

 

Fig.1.5: Riflessione dovuta alla differenza tra le impedenze  
 

Questa variazione comporta che parte del segnale iv  (onda progressiva) viene 

riflesso rv  (onda regressiva). Il coefficiente di riflessione ( ρ ) è dato da:  

 

)(
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i

r
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==ρ                                                                      (1.1)  

 

Nel caso di linea adattata 0Z ′  = 0Z  non c’è riflessione, come è facile osservare 

dalla precedente formula. Nella progettazione di circuiti caratterizzati da velocità 

elevate bisogna fare attenzione a minimizzare tali fenomeni di riflessione dato che 

essi possono determinare delle commutazioni errate nei circuiti logici.  

 

 

1.2.4 Crosstalk  
 

Il fenomeno del crosstalk fa riferimento all’interazione tra segnali che si propagano 

su linee di trasmissioni differenti. Un fenomeno analogo al crosstalk può essere 

considerato l’interferenza tra linee differenti durante una conversazione telefonica. 

Il crosstalk è principalmente dovuto alla elevata densità delle interconnessioni nei 
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circuiti VLSI. L’elevata densità unita al fatto che la distanza tra le linee risulta 

estremamente ridotta, comporta un accoppiamento elettromagnetico tra le linee. 

L’energia del segnale presente nella linea attiva è accoppiata alla linea di 

trasmissione non eccitata attraverso le capacità e le induttanze mutue, ciò comporta 

la presenza di un segnale di rumore. Ovviamente tale fenomeno risulta essere causa 

di malfunzionamenti e rappresenta uno dei maggiori vincoli nella progettazione di 

circuiti caratterizzati da velocità di funzionamento elevate.  

Un esempio di crosstalk è fornito nella figura 1.6. 

 

 

(a) 

 

(b) 

Fig.1.6: Crosstalk: (a) Circuito con linea di trasmissione multiconduttore; (b) 
Risposte nel dominio del tempo. 
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1.3 Equazioni delle linee di trasmissione  
 

Le reti “composte” sono evidentemente dei sistemi complessi dove i dispositivi 

elettronici si comportano da elementi circuitali concentrati, le interconnessioni si 

comportano da strutture guidanti a multiconnessione, e le interazioni tra le 

interconnessioni e i dispositivi elettronici non avvengono esclusivamente attraverso 

i terminali. Per assicurare il corretto funzionamento di circuiti elettronici con 

elevate velocità di trasmissione dati bisogna ridurre gli effetti legati alle 

interconnessioni, a cui si è fatto cenno nel paragrafo precedente. Per fare ciò i 

modelli di interconnessioni debbono essere in grado di descrivere tali effetti. Per 

prendere in considerazione tali fenomeni, è lecito chiedersi se è necessaria una 

descrizione completa delle dinamiche del campo elettromagnetico generato lungo 

le strutture guide. Se le dimensioni trasverse della struttura guida, per esempio le 

distanze tra i conduttori, sono molto minori della più piccola lunghezza d’onda dei 

segnali che si propagano lungo esse, gli effetti delle interconnessioni possono 

essere descritti accuratamente, e quindi previsti, attraverso il modello di linea di 

trasmissione [1]-[4]. Il modello di linea di trasmissione si basa sulle seguenti due 

ipotesi fondamentali: 

• La configurazione del campo elettromagnetico che interessa le strutture 

guide, indipendentemente dal fatto che esse siano costituite da due o più 

conduttori, è di tipo quasi-TEM rispetto all’ asse delle strutture guide stesse.  

• La corrente totale che fluisce attraverso ogni sezione trasversa risulta essere 

uguale a zero.  

La configurazione di campo elettromagnetico di tipo TEM è caratterizzata dal fatto 

che sia il campo elettrico che quello magnetico sono perpendicolari all’ asse del 
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conduttore. I modi TEM sono i modi fondamentali di propagazione in strutture 

guide ideali a multiconnessione [1], [2]. Nelle reali interconnessioni il campo 

elettromagnetico non è mai esattamente di tipo TEM. Comunque, quando le 

dimensioni trasverse delle interconnessioni sono molto minori rispetto alla più 

piccola lunghezza d’onda caratteristica del campo elettromagnetico che si propaga 

lungo esse, le componenti trasverse del campo forniscono il “contributo principale” 

all’intero campo elettromagnetico e alle tensioni e alle correnti risultanti ai 

terminali (configurazione quasi TEM) [2]. Il funzionamento di una struttura guida a 

multiconnessione dipende dalla topologia del circuito in cui essa è inserita. 

Considerando una struttura guida a due conduttori, l’esempio più semplice da fare, 

è quello in cui ciascuna terminazione è connessa ad un'unica porta. In questo caso 

la corrente che entra in uno dei terminali della linea è pari a quella che esce dall’ 

altro. Di conseguenza, se la interconnessione interagisce con il resto del circuito 

solo attraverso i terminali, allora la corrente totale che fluisce attraverso ogni 

sezione trasversa dev’essere zero. Questo esempio illustra un risultato generale che 

continua ad essere valido nel caso di linee multiconduttori. Nell’ipotesi di 

configurazione di campo di tipo quasi-TEM e di corrente totale nulla, la corrente 

elettrica i = i(z;t) lungo le interconnessioni e la tensione v = v(z;t) tra le coppie di 

conduttori, ad ogni ascissa z e in ogni istante t, sono ben definiti. Una qualsiasi 

interconnessione che soddisfa queste due condizioni è detta linea di trasmissione. 

Le equazioni che governano la dinamica delle correnti lungo i conduttori e delle 

tensioni tra i conduttori sono le cosiddette equazioni delle linee di trasmissione. 

Nell’ipotesi di linee di trasmissione ideali, cioè di interconnessioni senza perdite, 

uniformi nello spazio e con parametri indipendenti dalla frequenza, le equazioni 

relative alle distribuzioni di tensioni e correnti lungo la linea sono: 
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dove L e C rappresentano, rispettivamente, l’induttanza e la capacità per unità di  

lunghezza della linea. Le equazioni nel dominio del tempo per linee di trasmissione  

con perdite con parametri costanti sono:  
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dove L e C sono sempre l’induttanza e la capacità per unità di lunghezza, mentre R 

e G rappresentano rispettivamente la resistenza longitudinale e la conduttanza 

trasversa della linea per unità di lunghezza. Nell’ipotesi di campo elettromagnetico 

di tipo quasi-TEM e di corrente totale nulla tali equazioni possono essere ricavate 

dalla forma integrale delle equazioni di Maxwell [2].  

In definitiva anche se il modello di linea di trasmissione descrive solo in maniera 

approssimata il comportamento elettromagnetico delle interconnessioni, esso è 

particolarmente importante nelle applicazioni ingegneristiche dato che risulta 

essere estremamente intuitivo e consente una descrizione scalare del problema. 
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1.4 Modelli per l’analisi delle interconnessioni lunghe  
 

A seconda della frequenza di funzionamento, dei tempi di salita dei segnali che si    

propagano lungo la linea, della natura della struttura della linea stessa, le 

interconnessioni possono essere analizzate utilizzando modelli differenti quali:  

• modelli a parametri concentrati  

• modelli a parametri distribuiti  

• modelli full-wave  

L’importanza di questi modelli risiede nella loro capacità di descrivere una vasta  

gamma di interconnessioni, fornendo un approccio efficace per il loro studio.  

 

 

1.4.1 Modelli a parametri concentrati  
 

Abbiamo visto come la necessità di effettuare delle analisi del comportamento 

transitorio di linee di trasmissioni con perdite caratterizzate da carichi non lineari 

risulta essere importante per lo studio e il disegno di circuiti elettronici con 

prestazioni elevate. Il primo modo, il più semplice e rozzo, proposto in letteratura 

per rappresentare in maniera approssimata una linea di trasmissione mediante un 

modello equivalente che ne consenta un’analisi transitoria accurata ed efficiente, è 

quello di modellare la linea mediante circuiti a parametri concentrati (per esempio 

celle di tipo T) o attraverso una combinazione di linee ideali e circuiti concentrati 

(celle di tipo ibrido). Il vantaggio maggiore dell’utilizzo di un modello a parametri 

concentrati è che il circuito equivalente della linea può essere realizzato, in maniera 

molto semplice e rapida, mediante l’uso di simulatori circuitali (quali ad esempio 

SPICE), inoltre in questo modo possono essere utilizzate tutte le agevolazioni di 
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questi programmi come l’utilizzo di modelli per componenti lineari e non lineari, e 

vantaggi in termini di input e output dei dati.  

Una linea di trasmissione con perdite può essere rappresentata come una 

successione di un numero infinito di celle elementari RGLC. Un modello 

equivalente a parametri concentrati è caratterizzato da un numero finito di celle, M, 

abbastanza elevato per soddisfare i requisiti di accuratezza e allo stesso tempo 

contenuto per limitare i tempi di calcolo. Differenti tipi di celle elementari vengono 

utilizzate, come le celle di tipo T, Γ e Π . Tali celle sono caratterizzate da un grado 

di accuratezza simile e sono presentate in figura 1.7.  

 

 

Fig.1.7: Differenti tipi di celle utilizzate. 

 

Le linee di trasmissione con perdite e i circuiti a parametri concentrati sono 

entrambi: lineari, stazionari, passivi e reciproci. Differenti rappresentazioni 

matriciali sono utilizzate nel dominio della frequenza, in genere vengono fornite le 

cosiddette matrici ABCD [4], i cui elementi sono funzioni di trasferimento che 

rappresentano i legami tra le tensioni e le correnti ai terminali. La tensione e la 

corrente di una linea di trasmissione sono funzioni dello spazio (z) e del tempo (t). 
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Un modello a parametri concentrati effettua sostanzialmente una discretizzazione 

spaziale facendo in modo che le tensioni e le correnti siano note in un numero 

finito di punti. La linea viene divisa in segmenti di lunghezza ∆z, in maniera tale 

che siano una piccola frazione della lunghezza d’onda del segnale. Se ognuno di 

questi elementi (supponendo che la linea è stata discretizzata in “M ” segmenti) può 

essere considerato piccolo dal punto di vista elettrico alle frequenze d’interesse 

(cioè ∆z = L/M << l ), allora ad ognuno dei segmenti posso sostituire un modello a 

parametri concentrati come quelli mostrati nella figura 1.7. Quindi le linee di 

trasmissione possono essere viste come la connessione in serie di tante celle 

elementari. L’utilizzo di questo tipo di modello richiede che siano collegate in serie 

un numero adeguato di celle in maniera tale da rappresentare correttamente la 

caratteristica distribuita della linea. Per esempio se considero segmenti LC, che 

possono essere visti come filtri passabasso, effettuando un’approssimazione 

ragionevole, ciascun filtro deve far passare almeno qualche multiplo della massima 

frequenza maxf  caratterizzante il segnale di propagazione (supponiamo che la 

frequenza di taglio sia dieci volte la maxf , 0f  > 10 maxf  ). Volendo mettere in 

relazione la frequenza di taglio a 3-db e i parametri del filtro LC ottengo:  

 

dLdCd
f

 πτπ
11

0 ==                                                                 (1.4)              

  

dove d è la lunghezza della linea e LC=τ  rappresenta il ritardo per unità di 

lunghezza. Ricordando che dal punto di vista pratico il legame tra la maxf e il tempo 

di rise-fall è dato dalla relazione:  
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rt
f
max

35.0
=                                                                                  (1.5) 

 

utilizzando 0f  > 10 maxf  posso relazionare il tempo di salita del segnale al ritardo  

della linea ossia:  

 

ddt r   10)(5.3 τ πτ ≈≥                                                                  (1.6) 

  

In altre parole, il ritardo permesso per ciascun segmento è 10/rt . Il numero totale 

di segmenti (N) necessari per rappresentare in maniera accurata un ritardo totale di 

τ d è dato da:  
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==                                                                    (1.7)   

 

Esempio: Consideriamo un segnale digitale con un tempo di salita di 0.2 ns che si 

propaga lungo un conduttore privo di perdite di lunghezza 10 cm, con un ritardo 

per unità di lunghezza p.u.l. di 70.7 ps (questo può essere rappresentato da un 

modello a parametri distribuiti con i seguenti parametri p.u.l. L = 5 nH/cm e C = 1 

pF/cm). Se vogliamo rappresentare lo stesso circuito con celle a parametri 

concentrati abbiamo bisogno di N = ( ≈×× )e2.0/(10e7.7010 -9-12 35 celle. E’ da 

notare che l’utilizzo di un numero maggiore di celle non elimina completamente le 

sovraelongazioni, ma contribuisce a ridurre il primo picco di sovratensione 

(fenomeno di Gibbs). 

L’accuratezza di un modello circuitale a parametri concentrati dipende dai 

parametri (R, G, L, C), dalla lunghezza (d) della linea, dal numero di celle (N), e 
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dal range di frequenze considerato. Per valutare l’accuratezza di un modello 

possono essere utilizzati parecchi criteri [35], ad esempio: errore relativo sul fattore 

di propagazione Θ (s) e sull’impedenza caratteristica cZ ; errore relativo sulla 

frequenza naturale della linea; errore relativo sui coefficienti ABCD della matrice 

rappresentativa. Ciascun criterio valuta una caratteristica specifica della linea di 

trasmissione. L’utilizzo di un criterio anziché un altro dipende dall’applicazione 

specifica e da quanto importanti si considerano alcune proprietà della linea rispetto 

ad altre.  

Errore relativo sul fattore di propagazione e sull’impedenza caratteristica: Ogni 

bipolo è caratterizzato da una impedenza caratteristica e da un fattore di 

propagazione [35]. Errori sull’impedenza caratteristica possono causare riflessioni 

non corrette mentre errori commessi sul fattore di propagazione determinano una 

non accuratezza nella propagazione del segnale. Da qui nasce la necessità di 

realizzare un modello a parametri concentrati che minimizzi gli errori relativi su 

tali grandezze.  

Errore relativo sulle frequenze naturali: Ogni funzione di trasferimento è 

determinata dalla posizione dei suoi poli e zeri. Le frequenze naturali di una linea 

con carico sono date dalla parte immaginaria dei poli dell’impedenza d’ingresso. 

Questi poli o frequenze naturali sono quelli che ne determinano il comportamento 

transitorio e dinamico. Pertanto, nella valutazione dell’accuratezza di un modello a 

parametri concentrati è importante valutare l’errore commesso sulle frequenze 

naturali.  

Errore relativo sui coefficienti ABCD della matrice rappresentativa: L’errore 

relativo sui coefficienti ABCD può essere interpretato in maniera più agevole. 

Infatti tali elementi della matrice rappresentativa sono delle funzioni di 

trasferimento che relazionano tra loro tensioni e correnti alle terminazioni della 
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linea. Se gli elementi della matrice ABCD sono caratterizzati da un sufficiente 

grado di accuratezza, allora anche la propagazione del segnale per differenti 

condizioni di carico, risulta modellata in maniera accurata.  

 

 

1.4.2 Modelli a parametri distribuiti  
 

A basse frequenze, le linee di trasmissioni possono essere modellate utilizzando 

circuiti a parametri concentrati di tipo RC o RLC. Tuttavia per frequenze di 

funzionamento relativamente elevate, la lunghezza delle linee di trasmissione 

diventa una frazione significativa della lunghezza d’onda del segnale, ciò 

determina la presenza di effetti di distorsione sul segnale, non presenti a basse 

frequenze. Di conseguenza, l’approccio convenzionale per la rappresentazione di 

una linea di trasmissione mediante un modello a parametri concentrati cascata di 

celle RLCG diventa inadeguato e quindi si passa a modelli a parametri distribuiti 

che si basano sulle seguenti due ipotesi fondamentali:  

• Il campo elettromagnetico risulta essere caratterizzato da una 

configurazione di tipo quasi trasverso (TEM) .  

• La corrente totale che fluisce attraverso ogni sezione trasversa risulta essere 

uguale a zero.  

L’approssimazione di campo elettromagnetico di tipo TEM rappresenta il caso 

ideale in cui sia il campo elettrico E che il campo magnetico H risultano 

perpendicolari alla direzione di propagazione. Ovviamente nei casi reali sia E che 

H sono caratterizzati da componenti nella direzione di propagazione dato che le 

configurazioni delle linee non sono uniformi. Tuttavia se la sezione trasversa della 

linea e le dimensioni di queste non uniformità sono una piccola frazione della 
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lunghezza d’onda nel campo delle frequenze d’interesse, la soluzione alle 

equazioni di Maxwell è data dai modi di tipo quasi-TEM, caratterizzati dai 

parametri distribuiti R, L, C, G per unità di lunghezza. Dal punto di vista pratico, a 

causa di geometrie complesse di interconnessione delle linee e variazioni della 

sezione trasversa, le interconnessioni debbono essere modellate come linee di 

trasmissioni non uniformi, in tal caso i parametri p.u.l. sono funzione  della 

distanza, lungo la lunghezza della linea di trasmissione [1]. La propagazione di un 

modo quasi TEM su di una linea di trasmissione è descritta dalle equazioni dei 

Telegrafisti. Storicamente le equazioni dei telegrafisti furono ricavate effettuando 

una discretizzazione spaziale della linea in sezioni di dimensioni infinitesime di 

lunghezza ∆z e assumendo uniformi i parametri p.u.l. di resistenza (R), induttanza 

(L), conduttanza (G) e capacità (C). Nell’ipotesi di considerare una linea senza 

perdite ed utilizzando le leggi di Kirchoff  per le tensioni e le correnti otteniamo:  
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Fig.1.8: Approssimazione di un tratto di linea con una cella LC 
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facendo tendere a zero l’incremento spaziale ∆z si ottengono appunto le equazioni  

dei Telegrafisti:  
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e tale interpretazione giustifica pienamente l’appellativo di circuito a parametri  

distribuiti per una linea di trasmissione.  

Derivando rispetto a z le (1.9) e separando le incognite si ottiene:  
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in cui si è posto 
LC

c
1

= . 

Le (1.10) costituiscono un sistema di equazioni differenziali iperboliche del 

secondo ordine [1], [36], le cui soluzioni si possono scrivere come somma di due 

componenti, di cui una si propaga lungo la direzione positiva dell’asse z (onda 

progressiva) e l’altra lungo la direzione negativa (onda regressiva), ovvero: 
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Gli ingredienti chiave delle equazioni dei telegrafisti (e quindi di un modello a 

parametri distribuiti) sono i parametri per unità di lunghezza L e C. Infatti, per tutti 

i tipi di linee a due condut tori le equazioni sono formalmente le stesse e si 

differenziano tra loro proprio nei valori di tali parametri. Nel caso di propagazione 

TEM in un mezzo omogeneo, caratterizzato da costante dielettrica ε e permeabilità 

magnetica µ , i parametri L e C sono legati tra loro dalla relazione [4]:  

 

LC = µε.                                                                                      (1.12)  

 

Il calcolo di tali parametri è basato sul loro significato fisico: la capacità C viene 

calcolata come rapporto tra la carica libera superficiale per unità di lunghezza 

presente sul conduttore e il potenziale elettrico di tale conduttore; analogamente L è 

calcolata come rapporto tra il flusso magnetico per unità di lunghezza concatenato 

con un percorso chiuso che circonda i conduttori, nella sezione trasversa, e la 

corrente che li attraversa. Dunque, L e C si calcolano risolvendo rispettivamente un 

problema magnetostatico ed un problema elettrostatico. Le equazioni dei 

telegrafisti, ricavate precedentemente, si basano sull’ipotesi molto restrittiva di 

conduttori elettrici e mezzi dielettrici perfetti. Nella realtà, però, tale ipotesi non è 

mai verificata; è quindi necessario tenere conto delle perdite, dovute al fatto che i 

conduttori hanno una conducibilità non infinita, mentre i dielettrici hanno 

conducibilità non nulla. Tali perdite alterano la struttura dei campi in maniera tale 

che non ha più senso parlare di modi TEM, TE, TM [1], [2]. In particolare, occorre 

considerare le componenti tangenti alle superfici di separazione tra conduttori e 

dielettrici, e quindi il fatto che il campo elettromagnetico penetra all’interno dei 

conduttori. Il sistema costituito dalle equazioni di Maxwell andrebbe allora risolto 

in tutto lo spazio con le opportune condizioni di raccordo sulle superfici di 
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discontinuità. La soluzione del problema può ancora essere decomposta in termini 

di modi TEM, TE, TM; tuttavia i modi, in tal caso, non sono più disaccoppiati in 

potenza, ovvero, a causa delle perdite la potenza fluisce, durante la propagazione, 

dal modo fondamentale ai modi superiori (per i quali non esiste un vero e proprio 

cut-off) e le linee di trasmissione equivalenti ai vari modi sono accoppiate, per cui 

si ha sempre l’eccitazione di modi superiori. Tutto ciò rende l’analisi di tali 

strutture assai onerosa. Tuttavia, nell’ipotesi che le perdite siano piccole, cioè 

quando vale la relazione:  

 

1>>
ωε
σ

,                                                                                     (1.13)  

 

in cui σ è la conducibilità del conduttore, il campo penetra all’interno dei 

conduttori per uno spessore molto piccolo, appena tre o quattro volte lo spessore di 

penetrazione [1]-[3]:  

 

σµπ
δ

f

1
=                                                                                (1.14)  

 

In questa ipotesi è lecito pensare che i campi conservino una configurazione 

trasversa immutata rispetto al caso ideale e che tali meccanismi introducano solo 

una perturbazione delle componenti longitudinali, essenziale per valutare le perdite 

nella propagazione. Inoltre, si può pensare di lavorare a frequenze abbastanza 

minori di quella di cut-off relativa al primo modo superiore imperturbato, in modo 

da poter ritenere trascurabile la potenza associata ai modi superiori. 
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Fig.1.9: Cella elementare nel caso con perdite. 

 

Nell’ambito di validità della (1.13) si parla di ipotesi quasi-TEM e le equazioni dei  

telegrafisti si riscrivono come:  
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ovvero con l’introduzione dei parametri distribuiti R (resistenza per unità di 

lunghezza) e G (conduttanza per unità di lunghezza); quindi, nel caso quasi-TEM la  

cella elementare equivalente al tratto di linea infinitesimo si modifica come in 

figura 1.9. Ovviamente, sia in questo caso che nel caso precedente (linea di 

trasmissione senza perdite), possiamo semplicemente ottenere le equazioni che 

descrivono un sistema di linee di trasmissione multiconduttore facendo in modo 

che i parametri p.u.l. (R, L, G, e C) diventino matrici e le variabili tensioni e 

correnti (v e i), vettori.  
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Il parametro G (S/m) è legato alle perdite nel materiale dielettrico le quali sono 

dovute fondamentalmente alle correnti che vi circolano a causa della sua 

conducibilità non nulla e a causa di fenomeni d’isteresi del materiale. Nel primo 

caso le perdite sono costanti con la frequenza, mentre nel secondo caso variano con 

essa. Nei casi pratici d’interesse, le perdite nel dielettrico risultano senz’altro 

trascurabili fino a frequenze dell’ordine dei GHz. Comunque, trascurando l’isteresi, 

G può essere calcolato con la relazione [4]:  

 

L
µs

G = ,                                                                                      (1.16) 

 

in cui µ e σ sono rispettivamente la permeabilità magnetica e la conducibilità del  

materiale dielettrico considerato. Valori tipici di G risultano dell’ordine di 

310− S/m e, quindi, vengono spesso trascurati. Il parametro R ( W/ m) tiene conto 

delle perdite nei conduttori, che possono in generale dipendere dalla frequenza, in 

quanto si può ritenere che il campo penetri all’interno del conduttore reale per uno 

spessore pari allo spessore di penetrazione d (effetto pelle). Per frequenze tali che d 

risulti molto maggiore della dimensione del conduttore, R può ritenersi costante ed 

uguale alla resistenza della linea misurata in continua, e la corrente risulta 

uniformemente distribuita nella sezione trasversa del conduttore. Per frequenze più 

elevate, invece, R aumenta approssimativamente come f. Ad esempio, per un 

conduttore a sezione circolare di raggio cr , R si può calcolare con le seguenti 

relazioni [4]:  

 



Modelli per la simulazione delle interconnessioni 

 33 











>==

<<==

       se          
2
1

 2
1

           se                           
1

2

δ
πσ
µ

σδ

σπ

c
cc

c
c

dc

r  f
rrp

R

dr
r

RR

.                   (1.17)                           

 

Per un tipico conduttore di rame di raggio 16mm si ha dcR = 3,33 W /m. 

 

 

Fig.1.10: Spessore di penetrazione e dimensioni in due tipi di conduttori. 

 

Per conduttori a sezione rettangolare si ricorre a relazioni approssimate, in quanto 

non è possibile conoscere in forma chiusa l’andamento dei campi all’interno del 

conduttore; indicando con w la larghezza e con t lo spessore del conduttore, come 

illustrato in fig.1.10, si ha [4]:  
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Ad esempio per un tipico conduttore per circuiti stampati di larghezza 15 mm e 

spessore 1,38 mm risulta m29,1 Ω/ =dcR . In definitiva all’aumentare della 

frequenza la distribuzione di corrente non risulta essere più uniforme lungo la 

sezione trasversa del conduttore, ma va concentrandosi nelle vicinanze della 

superficie stessa. Questo fenomeno è dovuto sostanzialmente a tre effetti: effetto 

pelle, effetti di bordo ed effetto prossimità [3], [4]. L’effetto pelle fa sì che la 

corrente si concentri negli strati immediatamente sottostanti la superficie del 

conduttore e riduce la effettiva sezione trasversa disponibile per la propagazione 

del segnale. Ciò comporta un aumento della resistenza offerta alla propagazione del  

segnale ed altri effetti ad essa connessa [3]. L’effetto di bordo invece determina la 

concentrazione della corrente laddove si verificano delle variazioni brusche della 

geometria del conduttore. L’effetto prossimità fa si che la corrente si addensa nelle  

sezioni del piano metallico di massa (ground plane) vicine al conduttore di segnale.  

Per tenere in conto di questi effetti diventa necessario considerare un modello 

distribuito delle linee di trasmissione caratterizzato da parametri p.u.l. dipendenti 

dalla frequenza. Il modello distribuito risulta essere un modello molto più generale 

di quello a parametri concentrati anche se nel momento in cui si effettua una 

discretizzazione del modello anch’esso porta all’approssimazione di una linea 

come una serie di celle a parametri concentrati. Il tipo di celle a cui si perviene 

dipende ovviamente dal metodo di discretizzazione che si intende utilizzare. 

Pertanto uno dei maggiori inconvenienti del modello a parametri distribuiti 

realizzato mediante celle di elementi concentrati è dovuto al fatto che l’utilizzo di 

un numero elevato di celle necessario per effettuare la discretizzazione spaziale di 

una linea di trasmissione, soprattutto nel caso in cui i circuiti sono caratterizzati da 

velocità di funzionamento elevate e i segnali da tempi di rise (o fall) piccoli, 

aumenta in maniera considerevole le dimensioni del circuito da simulare con 
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conseguente incremento significativo del running time di una simulazione. Inoltre 

nell’implementazione della discretizzazione temporale, il time-step dev’essere 

molto minore rispetto al più piccolo tempo di transito lungo le celle in maniera tale 

da garantire una stabilità numerica e controllare le oscillazioni parassite. Pertanto 

sia a causa della discretizzazione spaziale sia a causa di quella temporale ho che il 

running- time di una simulazione di una linea di trasmissione diventa 

proibitivamente elevato. La descrizione di una linea mediante celle a parametri 

concentrati può essere il risultato di due approcci differenti. Si può decidere di 

approssimare direttamente la linea con N celle (modello a parametri concentrati cfr. 

1.4.1 ) oppure si può pensare di utilizzare un modello distribuito, più generale, e 

poi passare alla sua discretizzazione. Tuttavia per la natura stessa della struttura 

delle celle a parametri concentrati, tali modelli risultano essere solo 

un’approssimazione della linea di trasmissione. Praticamente, si cerca di 

approssimare il ritardo associato alla linea di trasmissione mediante i transitori 

degli elementi attivi che caratterizzano  le celle. Approssimazione che ovviamente è 

tanto più spinta all’aumentare del numero di celle utilizzato, ossia all’aumentare 

della discretizzazione spaziale della linea. Questo tipo di approssimazione, unito al 

fatto che un circuito a parametri concentrati non può tenere in conto, per la sua 

stessa natura, di tutta una serie di fenomeni caratteristici di una linea (riflessione, 

crosstalk,..etc), portano all’introduzione di ulteriori modelli distribuiti che 

rappresentano la linea di trasmissione come un doppio bipolo (paragrafo 1.5).  
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1.4.3 Modelli full-wave  
 

Nei sistemi caratterizzati da prestazioni elevate ho che il tempo di salita dei segnali 

è ben al di sotto del nanosecondo, le dimensioni trasverse della linea diventano una  

frazione significativa della lunghezza d’onda del segnale e le componenti del 

campo elettrico e magnetico lungo la direzione di propagazione del segnale non 

posso più essere trascurate. Di conseguenza, per stimare in maniera accurata ciò 

che accade a frequenze elevate è necessario considerare modelli di tipo full-wave 

che prendono in considerazione tutte le componenti dei campi elettromagnetici e 

soddisfano tutte le possibili condizioni al contorno. Comunque, la simulazione 

circuitale di modelli fullwave risulta essere molto complicata. L’informazione che 

si ricava da un’analisi di tipo full-wave di una linea è in termini di parametri del 

campo elettromagnetico che la caratterizzano quali la costante di propagazione, 

l’impedenza caratteristica, ecc. In ogni caso un simulatore di circuiti richiede 

informazioni in termini di correnti, tensioni ed impedenze, pertanto c’è bisogno di 

un metodo generalizzato che consenta di trasferire le informazioni e i risultati 

ottenuti da un’analisi dei modi che caratterizzano la linea in una rappresentazione 

di tipo full-wave fruibile, utilizzabile da un simulatore. I riferimenti [37]-[42], 

forniscono tecniche per la soluzione di questo tipo di problemi.  

Modelli PEEC e rPEEC: La miniaturizzazione dei circuiti e l’elevata velocità dei 

segnali fanno si che i modelli di linee di trasmissione bidimensionali diventano 

inadeguati e di conseguenza risulta essere necessaria una descrizione di tipo 

tridimensionale della struttura, in maniera tale da tener in conto tutti i possibili 

effetti elettromagnetici. La realizzazione di modelli per strutture caratterizzate da 

geometrie di tipo tridimensionale è stata realizzata con successo utilizzando il 

metodo “Partial Element Equivalent Circuit” (PEEC). I modelli PEEC sono circuiti 
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RLC dove le singole resistenze, capacità e induttanze vengono estratte dalla 

geometria della struttura utilizzando una soluzione quasi-statica (non ritardata) 

delle equazioni di Maxwell. L’aspetto più importante di questo approccio è la sua 

generalità. I modelli sono utilizzabili sia nel dominio del tempo che nel dominio 

della frequenza, inoltre la valutazione delle capacità parziali o delle induttanze 

parziali per il modello risulta essere indipendente dal tipo di analisi (dominio del 

tempo o dominio della frequenza) che si ha intenzione di effettuare [38]. 

L’implementazione di questi modelli non è unica e differenti rappresentazioni 

possono essere utilizzate a seconda del problema da risolvere. La precisione 

relativa ai metodi PEEC per la realizzazione di un modello è la stessa di un 

approccio di tipo full-wave, infatti il metodo PEEC risulta molto simile al metodo 

dei momenti (MoM) [39], con la differenza che si effettuano approssimazioni locali 

di correnti e cariche elettriche. E’ovvio che questo tipo di approssimazione 

determinerà degli errori per frequenze sufficientemente elevate. Infatti i modelli 

circuitali che utilizzano le capacità non sono più validi non appena i ritardi 

diventano significativi. I modelli PEEC che includono gli effetti dovuti al ritardo 

vengono chiamati rPEEC. Considerando quindi i ritardi e includendo senza 

approssimazioni nella formulazione del problema le regioni a dielettrico finito ho 

che i modelli di tipo rPEEC forniscono una soluzione analoga ai modelli di tipo 

full-wave. Tuttavia la spesa computazionale per la simulazione di questi modelli è 

abbastanza onerosa in quanto le reti risultanti da un’analisi di questo tipo sono 

caratterizzate da dimensioni elevate.  
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1.5 Analisi di reti composte da linee di trasmissione e circuiti 
concentrati  

 

Consideriamo una generica rete caratterizzata da linee di trasmissione e circuiti 

concentrati. Il comportamento dell’intera rete è il risultato degli effetti reciproci di 

due esigenze. La prima è quella che ciascun componente della rete dovrebbe 

comportarsi compatibilmente con la sua natura specifica, e la seconda è che tale 

comportamento dovrebbe essere a sua volta compatibile con tutti gli altri 

componenti della rete.  

Il comportamento delle linee di trasmissione è descritto dalle equazioni 

caratteristiche delle linee . Le equazioni caratteristiche dei singoli elementi dei 

circuiti concentrati insieme con le leggi di Kirchoff regolano il comportamento dei 

circuiti concentrati . Le interazioni tra questi e le linee di trasmissione, e tra le linee 

di trasmissione stesse, sono descritte dalle condizioni di continuità sia per le 

tensioni che per le correnti alle “frontiere” tra le linee di trasmissione e gli elementi 

dei circuiti concentrati e tra le linee di trasmissione stesse.  

In genere le linee di trasmissione di interesse pratico sono caratterizzate da perdite,  

parametri dipendenti dalla frequenza, e possono essere spazialmente non uniformi. 

In molti casi i parametri fisici della linea non sono noti, ma si conosce solo il valore 

che essi assumono in determinati punti della linea, a partire da questi valori è 

quindi possibile, qualora sia necessario, effettuare una descrizione di tipo statistico 

degli stessi. I circuiti concentrati possono essere in generale, molto complessi. 

Sono caratterizzati da elementi dinamici (induttori, condensatori, trasformatori), 

elementi resistivi che possono essere non lineari e tempo varianti (diodi, transistor, 

amplificatori operazionali, porte logiche, e invertitori), e circuiti integrati. Anche se 

in definitiva i singoli componenti di queste reti sono essi stessi molto complessi, la 

principale difficoltà sta nel cercare di risolvere contemporaneamente problemi di 
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natura profondamente diversa. Le equazioni delle linee sono equazioni differenziali 

alle derivate parziali lineari e tempo invarianti di tipo iperbolico, mentre le 

equazioni relative ai circuiti concentrati sono ordinarie equazioni differenziali 

algebriche, che in generale sono tempo varianti e non lineari. Tali equazioni 

possono essere risolte una volta che si conoscono le condizioni iniziali relative alle 

distribuzioni di tensioni e correnti lungo le linee, le cariche iniziali dei 

condensatori, e i flussi degli induttori. Per valutare la soluzione dell’equazioni 

caratteristiche delle linee di trasmissione è necessario, oltre alle condizioni iniziali, 

conoscere le tensioni e le correnti ai terminali. Pertanto per ogni linea c’è bisogno 

di risolvere un problema iniziale con assegnate condizioni al contorno dove, 

comunque, i valori delle tensioni e delle correnti ai terminali della linea sono essi 

stessi non noti. Quando i circuiti concentrati sono lineari e tempo invarianti, 

l’intero problema che ci proponiamo di affrontare risulta essere lineare e tempo 

invariante, e la sua soluzione non presenta particolari difficoltà. Per esempio, 

l’intero sistema di equazioni descriventi la rete può essere risolto simultaneamente 

utilizzando la trasformata di Fourier. Invece, quando i circuiti concentrati sono 

tempo varianti e/o non lineari, non è possibile risolvere l’intera rete nel dominio 

della frequenza. Pertanto il problema dev’essere studiato direttamente nel dominio 

del tempo e le difficoltà che s’incontrano diventano considerevoli. Questo 

comporta che la scelta del metodo di risoluzione di tali reti diventa critico. Il modo 

più ovvio per risolvere un problema di questo tipo è il seguente. Per prima cosa, si 

determina analiticamente la soluzione generale delle linee nel dominio del tempo, 

ciò comporta l’utilizzo di funzioni arbitrarie. Successivamente si impongono le 

condizioni iniziali, le condizioni di continuità per le tensioni e le correnti alle 

terminazioni delle linee, e le equazioni relative ai circuiti concentrati in maniera 

tale da determinare le funzioni arbitrarie e, da qui, le distribuzioni di tensioni e 
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correnti lungo la linea, insieme con le tensioni e le correnti degli elementi 

concentrati della rete. Sfortunatamente, questa procedura generalmente non è 

applicabile perché solo per linee di trasmissioni uniformi senza perdite e con 

parametri indipendenti dalla frequenza è possibile determinare analiticamente la 

soluzione generale delle equazioni delle linee nel dominio del tempo. Quando i 

parametri della linea sono indipendenti dalla frequenza, le equazioni delle linee 

possono essere risolte numericamente approssimando le derivate parziali con 

differenze finite [4], oppure utilizzando metodi approssimati basati sugli elementi 

finiti [43]. Le equazioni nel dominio del tempo per una linea con parametri che 

dipendono dalla frequenza sono equazioni integro-differenziali, pertanto in questi 

casi bisogna approssimare numericamente sia le derivate parziali sia gli integrali di 

convoluzione [7]. Le procedure numeriche basate sulle approssimazioni delle 

equazioni delle linee mediante differenze finite ed elementi finiti possono essere 

interfacciate facilmente con le procedure utilizzate per risolvere i circuiti 

concentrati a cui le linee sono connesse. Tuttavia, tali procedure richiedono molta 

memoria e tempo di esecuzione dato che il loro obiettivo è quello di determinare le 

distribuzioni di tensioni e correnti lungo la linea. Gli algoritmi di simulazione di 

reti composte sono caratterizzati fondamentalmente da due obiettivi: formulare in 

maniera corretta problemi misti tempo/frequenza ed essere in grado di analizzare 

circuiti di dimensioni elevate facendo in modo che la spesa computazionale 

rimanga contenuta. Sono stati proposti parecchi algoritmi che possono essere 

classificati sostanzialmente in due categorie, come segue.  

1) Approcci basati sull’individuazione preliminare di un macromodello per le 

singole linee di trasmissione che caratterizzano il circuito “composto”. 2) Approcci 

basati sulla riduzione dell’ordine del modello (come AWE, CFH, PRIMA) 

dell’intero circuito contenente sia sottocircuiti concentrati che sottocircuiti 
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distribuiti [33]. E’ da notare come il secondo approccio può anche essere utilizzato 

per affiancare il primo. 
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Capitolo 2 
 
 
Metodo delle caratteristiche per linee multiconduttore 

 
 
 
 

 
 
 

2.1 Metodo delle caratteristiche  
 

Uno degli strumenti di analisi delle linee di trasmissione è il metodo delle 

caratteristiche. Il metodo generalizzato delle caratteristiche (MoC) fornisce il 

modello più adatto per realizzare l’analisi transitoria delle linee di trasmissione 

elettricamente lunghe, linee per le quali il ritardo di propagazione gioca un ruolo 

significativo (e.g.,[7],[17],[18],[45],[46]). Esso è descritto tramite i due  operatori: 

impedenza caratteristica ( o ammettenza caratteristica) e operatore di propagazione. 

Nel dominio della frequenza, dove è naturale tenere conto della dipendenza dalla 

frequenza dei parametri p.u.l. di linea, quest’ultimo operatore, in particolare, 

mostra un comportamento con fase divergente all’infinito dovuto alla presenza dei 

ritardi associati alla propagazione. Un’accurata estrazione del ritardo permette, da 

un lato, di descrivere analiticamente termini che sono sintetizzati attraverso 

sorgenti ritardate e multiporte resistivi, dall’altro lato, di definire una parte regolare 

dell’operatore di propagazione, che può essere approssimata tramite un circuito 

concentrato di ordine ridotto, abbassando così i costi computazionali delle 

convoluzioni. Tale operazione può essere fatta anche per l’impedenza caratteristica. 

Gli approcci più comunemente adottati per estrarre questi ritardi sono basati su una 

valutazione del comportamento asintotico nel dominio della frequenza degli 

operatori che descrivono il modello (e.g., [7], [17], [18], [45], [46], [56]). 
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2.2 Equazioni della  linea di trasmissione multiconduttore 
 

Consideriamo una linea di trasmissione multiconduttore (MTL),  costituita da n 

conduttori attivi ed uno di riferimento di lunghezza pari a d, come mostrato in 

figura  2.1.  

 

 

Fig.2.1: Linea di trasmissione multiconduttore. 
 

Agendo in maniera simile al caso della linea di trasmissione composta da un solo 

conduttore attivo, possiamo dedurre le equazioni della linea di trasmissione 

multiconduttore. I parametri per unità di lunghezza ( R, L, G, e C) in questo caso 

diventano matrici e le variabili tensione e corrente diventano vettori rappresentati 

rispettivamente attraverso v e i. Considerando questi cambiamenti, le (1.15) 

possono essere riscritte come: 

     

z∂
∂

v(z,t) = −− ),Ri( tz L
t∂

∂
 i(z,t)                                                  (2.1)                                               
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z∂

∂
i(z,t)  = −− ),Gv( tz C

t∂
∂

v(z,t) .                                             (2.2)                                                       

 

Le equazioni della MTL rappresentate attraverso la (2.1) e la (2.2) sono un sistema 

di n coppie di equazioni differenziali parziali del primo ordine (PDE) e possono 

essere messe in una forma più sintetica come: 
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Le matrici R, L, G, e C  sono collettivamente indicate come  parametri per unità di 

lunghezza dipendenti dalla frequenza (f-PUL). Questi parametri sono di solito 

specificati in punti a frequenza fissata }2j{ kkk fjs  πω == , tramite la  

modellistica o la misura di modi traversi elettromagnetici bi-dimensionali (2-D) 

quasi-TEM [4],[47].  

La matrice induttanza per unità di lunghezza L, lega la corrente che scorre in ogni 

conduttore con il flusso che si concatena con i circuiti formati dai conduttori. 

 

IL ⋅=Φ                                                                                        (2.4) 

 

Per vedere come si può definire il generico elemento del vettore flusso Φ, 

consideriamo il caso di tre conduttori posti nel vuoto a distanze reciproche 

generiche. Supponiamo che i tre conduttori abbiano lo stesso diametro e che sia 

pari a d, e che le distanze reciproche siano 12D , 23D , 31D . Consideriamo un 

percorso chiuso 12γ   come in figura 2.2, cioè una linea chiusa passante per gli assi 
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dei due conduttori e che si chiude tramite due tratti ortogonali alle estremità del 

tratto in esame.  

 

2

3
1

γ12

D12

D31

D23

i1

i2

i3

 

Fig.2.2: Linea a tre conduttori con distanze reciproche generiche  

 

Il flusso totale concatenato con la linea considerata potrà essere visto come la 

somma di tre contributi: 

 

12
3

12
2

12
1

12 ΦΦΦΦ ++=                                                                  (2.5) 

 

dove con 12
iΦ  abbiamo indicato il contributo al flusso concatenato con 12γ  e 

dovuto al campo prodotto dall’i-esimo conduttore, ovvero: 

 

∫∫ ⋅=
12

12 .
S

ii dsnB Φ                                                                         (2.6) 

 

Per la simmetria del problema i due contributi 12
1Φ e 12

2Φ  sono analoghi; quindi 

basta calcolarne uno qualsiasi. Il campo magnetico prodotto da un conduttore 

indefinito percorso da una corrente I risulta, all’esterno del conduttore stesso, del 

tipo: 
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θπ
µ

iB
r

I 1
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0= ,                                                                                (2.7) 

 

avendo assunto un sistema di coordinate cilindrico r, θ, e z orientato secondo il 

verso della corrente, ed indicato con 0µ  la permeabilità magnetica del vuoto. 

All’interno del conduttore avendo supposta uniforme la densità di corrente 

]/2)(/[ 2dIJ π= avremo invece: 

 

.
2 2

0
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iB r

d
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=                                                                                  (2.8) 

 

Il calcolo del flusso 12
iΦ  può a sua volta, essere diviso nella porzione interna al 

conduttore, compresa tra l’asse e la superficie del conduttore , e nella rimanente 

porzione esterna al conduttore, ovvero iii ΦΦΦ ′′+′=  (figura 2.3).  

 

 

Fig.2.3: Divisione della superficie 12S  nella porzione interna al conduttore e 
in quella interna allo stesso 

 
 

Il calcolo in entrambi i casi, risulta semplice osservando che l’integrale di 

superficie , tenuto conto della lunghezza unitaria lungo z, si riduce ad un semplice 

integrale lungo r; considerati ad esempio 1Φ ′  e 1Φ ′′ , avremo: 
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Si noti che il primo termine non dipende dal diametro d del conduttore. Infine 

sommando i due contributi: 
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Tenuto conto delle convenzioni adottate per le correnti, relativamente al verso di 

percorrenza scelto su 12γ , risulta: 
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Il calcolo di 12
3Φ  è più complesso, in quanto in generale il campo prodotto dal 

conduttore 3 non risulta parallelo al piano definito dalla linea .12γ  Il calcolo si 

semplifica in realtà enormemente introducendo il potenziale vettore A. Difatti, 

posto AB ×∇= , ricordando che applicando il teorema di Stokes si ha, in generale: 

 

.
??S ?S
∫∫∫ ∫∫ ⋅=⋅×∇=⋅ dldsds t A nA nB                                  (2.12) 
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Nel caso in esame, di conduttore rettilineo indefinito, l’espressione del potenziale 

vettore (con la gauge di Coulomb, 0=⋅∇ A ) è estremamente semplice: 

 

 .  
2

0
zrln

I
iA

π
µ

−=                                                             (2.13) 

 

Difatti tenuto conto delle condizioni di simmetria, dall’espressione del rotore in 

coordinate cilindriche otteniamo immediatamente 

 

. 
2

0
?

z r
µ

r
A

iAB
π

=
∂

∂
=×∇=                                                (2.14) 

 

Per quanto visto il calcolo di 12
3Φ  si riduce al calcolo della circuitazione di A su 

.12γ A tal proposito osserviamo che il vettore A, essendo diretto lungo z, non ha 

componente lungo i due tratti ortogonali ai conduttori sulla 12γ , mentre sugli altri 

due tratti assume valore costante. In definitiva, tenuto conto del verso di 

riferimento per la corrente 3I  e della orientazione scelta per la 12γ , si ottiene 

immediatamente: 

 

 ( ) .
22 31
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3123

312
3 D

D
ln

I
lnDlnD

I
π

µ
π

µ
Φ 00 =−=                           (2.15) 

 

a questo punto siamo in grado di scrivere le espressioni complete per i tre flussi 

12Φ , 23Φ  e 31Φ . Sommando infatti i contributi al flusso con i segni appropriati si 

ottiene: 
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Le equazioni (2.16) possono essere facilmente generalizzate al caso di n conduttori. 

Consideriamo due generici conduttori r e s, di diametro d e posti a distanza  srD , in 

un sistema di n conduttori, il flusso  srΦ  concatenato con la linea  srγ  si può 

scrivere come: 

 


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+−+−

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d
ln n s11 D2ln...2

1
2
1                     (2.17) 

 

Gli elementi diagonali della matrice induttanza per unità di lunghezza L, che 

rappresentano le auto-induttanze, sono definiti come il rapporto tra il flusso 

concatenato con la linea chiusa  srγ , e la corrente che fluisce attraverso l’r-esimo 

conduttore: 

 

0...... 111 =======
+− nrrr

rs

 r IIIII
L

Φ
.                                           (2.18) 

 

Le mutue induttanze  srL  sono definite come il rapporto tra il flusso concatenato 

con la linea chiusa  srγ e la corrente che fluisce attraverso l’s-esimo conduttore.  
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La matrice capacità per unità di lunghezza, C, lega la tensione di linea con la carica 

totale di ogni conduttore.  

 

VCQ ⋅=                                                                                     (2.21) 

 

I coefficienti della matrice C i coefficienti di induzione elettrostatica. 
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I termini diagonali rappresentano i coefficienti di auto- induzione elettrostatica.  

 

∑
=

⋅=⋅=
n

k
ikiiiii CVBVQ

1

,                                                           (2.23) 
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dove jV = 0 per ogni ij ≠ . Questi coefficienti definiscono una relazione tra le 

cariche immagazzinate nell’i-esimo conduttore e la tensione applicata all’i-esimo 

conduttore quando i restanti conduttori sono connessi al riferimento. Ogni 

coeffic iente di auto- induzione è uguale alla somma della auto e delle mutue 

capacità definite dal conduttore. I termini fuori diagonale sono i coefficienti di 

mutua induzione elettrostatica e sono definiti come: 

 

 iijiiji VCVBQ ⋅−=⋅=                                                                (2.24) 

 

dove iV = 0 per ogni ji ≠ . Questo rappresenta la carica immagazzinata nell’i-esimo 

conduttore quando una tensione è applicata al j-esimo conduttore con tutti gli altri 

conduttori connessi al riferimento.Gli elementi della matrice C sono spesso 

chiamati coefficienti d’induzione elettrostatici. Tuttavia essi non sono uguali alla 

auto e mutua capacità tra i conduttori e il termine “coefficienti d’induzione 

elettrostatica” può indurre confusione. I coefficienti di auto e mutua capacità sono 

mostrati nella figura seguente: 

 

 

Fig.2.4: Circuiti di definizione dei coefficienti di capacità per unità di  
lunghezza : termini auto e mutui. 
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Una semplice forma per ottenere i coefficienti d’induttanza elettrostatica è data 

dalla definizione della matrice potenziale P. 

 

QPV ⋅=                                                                                     (2.25) 

 

Gli elementi di P sono chiamati coefficienti del potenziale. 

Una volta ottenuti gli elementi di P, i coefficienti d’induzione elettrostatica sono 

ottenuti prendendo l’inverso di P ( C = 1-P ). 
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V
P                            (2.27) 

 

La matrice resistenza per unità di lunghezza, R, lega la corrente che fluisce in ogni 

conduttore alla tensione applicata alla linea. 
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Gli elementi diagonali della matrice corrispondono alla somma delle resistenze per 

unità di lunghezza dell’i-esimo conduttore e la resistenza del conduttore di 

riferimento. Gli elementi fuori diagonale della matrice corrispondono solo alla 

resistenza per unità di lunghezza del conduttore di riferimento. La matrice 
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conduttanza per unità di lunghezza, G, lega tutte le tensioni della linea alla corrente 

di conduzione traversa totale che passa tra i conduttori.   

 

VGI ⋅=t                                                                        (2.29) 
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Gli elementi diagonali della matrice delle conduttanze corrispondono alla somma 

delle auto-conduttanze e mutue-conduttanze del conduttore i-esimo, mentre gli 

elementi fuori diagonale della matrice corrispondono al valore negativo del 

coefficiente di mutua conduttanza tra l’i-esimo e il j-esimo conduttore. 

Per determinare gli elementi di G nella i-esima riga e nella j-esima colonna noi 

dovremmo forzare una tensione tra il j-esimo conduttore e il conduttore di 

riferimento, con tutte le altre tensioni dei conduttori poste uguali a zero e 

determinare la corrente trasversa, tiI , che fluisce tra l’i-esimo conduttore e il 

conduttore di riferimento, come è mostrato in figura 2.5.  
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Fig.2.5: Circuiti di definizione dei coefficienti di conduttanza per unità di 
lunghezza. 

 

Indicando ogni elemento di G come ijG  abbiamo: 

 

.011-1 ======
+ niij

ti
ij VVVVV

I
G L                                           (2.31) 

 

Le matrici R , L , G , e C sono definite simmetriche , i.e ( RR =T  , LL =T  

, GG =T , CC =T ) e positive  [4], [47]. 

 

 

2.3 Equazioni della linea di trasmissione multiconduttore nel 
dominio della  frequenza   

  

Il problema della soluzione delle (2.3) può essere affrontato anche nel dominio di 

Laplace. Le (2.3) nel dominio di Laplace diventano:  
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z∂
∂

V(z,s)  = ),()( szs IZ− ,                                                         (2.32)                                                                 

z∂
∂

I(z,s)  = ),()( szs VY− ,                                                         (2.33)          

 

dove V(z,s) e I(z,s) sono rispettivamente il vettore colonna delle tensioni e il 

vettore colonna delle correnti lungo le n linee di trasmissione, inoltre Z(s) e Y(s) 

rappresentano la matrice impedenza e la matrice ammettenza delle n linee di 

trasmissione. Nel caso di linee senza perdite esse sono date da:  

                                               

 .
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=

CY
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ss
ss

                                                                               (2.34)     

 

Nel caso di linee con perdite, invece, si ha:  
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ss
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                                                                         (2.35) 

 

Derivando rispetto a z le equazioni alle derivate parziali (2.32) e (2.33) abbiamo: 

                                                    

2

2

z∂
∂

V(z,s) = Z−
z∂

∂
I(z,s)                                                          (2.36)                                         

2

2

z∂
∂

I(z,s)  = Y−
z∂

∂
V(z,s).                                                         (2.37)    

 

Sostituendo la (2.33) in (2.36) e la (2.32) nella (2.37), otteniamo i due seguenti 

sistemi accoppiati di equazioni delle onde:  
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2

2

z∂
∂

V(z,s) = ZYV(z,s)                                                         (2.38)                   

2

2

z∂
∂

I(z,s) = YZI(z,s) .                                                                (2.39) 

 

La (2.38) può  essere  scritta come un’equazione differenziale del secondo ordine 

per V(z,s): 

 

2

2

z∂
∂

V(z,s) 2s− ΛV(z,s) = 0,                                                       (2.40) 

 

dove la matrice Λ è:  

Λ(s) = ⋅
2

)()(
s

ss YZ
                                                                       (2.41)         

 

Il vettore delle correnti soddisfa un'equazione simile dove, al posto della matrice Λ, 

c’è la matrice Π , definita come: 

 

Π (s) = .
)()(

2s
ss ZY

                                                                       (2.42)                                    

 

Tuttavia una volta trovata l'espressione della soluzione generale per la tensione, 

quella per la corrente può essere ricavata dalla (2.32). Nel caso di linea senza 

perdite si ha, Λ = LC e Π = CL. Le proprietà delle matrici Λ e Π  sono mostrate 

nell’ Appendice C. 

Per risolvere la (2.40) useremo il concetto di funzione di matrice. Consideriamo la 
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matrice:  

 

D(z) = exp(Hz),                                                                           (2.43) 

 

dove H è una matrice costante dalla definizione di esponenziale di una matrice 

otteniamo la seguente identità: 

 

z∂
∂D

 = H exp(Hz )= exp(Hz) H.                                                  (2.44) 

 

Le matrici H e exp(Hz) commutano dato che hanno gli stessi autovalori. Per 

sfruttare la (2.44) cerchiamo una soluzione della (2.40) del tipo: 

 

V(z,s) = exp[H(s)(z- 0z )]W(s)                                                     (2.45) 

 

Dove W è un vettore e 0z  è uno scalare costante. Sostituendo la (2.45) nella (2.40) 

e usando la (2.44) otteniamo: 

 

( 2H - 2s Λ){exp[H( z- 0z )]W(s) = 0.                                          (2.46) 

 

Siccome il vettore W e lo scalare 0z  sono arbitrari, allora la matrice H deve 

soddisfare l’equazione: 

 

2H  = 2s Λ.                                                                                (2.47) 
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L’equazione (2.47) ha due soluzioni: 

 

),()( ss KH ±=±                                                                          (2.48) 

 

dove  

 

)()()s()()( 1 ssssss vv
−== TATK Λ  ,                                        (2.49)                                   

 

dove )(svT  è la matrice le cui colonne )(i se  sono gli autovettori di Λ(s), mentre  

), ... ,,(diag 21 nβββ== BA  con  iβ  autovalori di Λ(s).  

Così la soluzione generale della (2.40) può essere espressa come: 

 

V(z,s) = Q(z,s) )(s+V + Q(d - z,s) )(s−V ,                                 (2.50) 

 

Dove la matrice operatore locale di propagazione Q(z,s) è data da. 

 

Q(z,s) = exp[-K(s)z],                                                                   (2.51) 

 

E )(s+V  e )(s−V  sono due vettori arbitrari i cui valori dipendono solo dalle 

condizioni al contorno ai terminali della linea. Si noti che Q(0,s) = I, dove I è la 

matrice identità. Le funzioni Q(z,s) )(s+V  e )(),( sszd −− VQ  sono, 

rispettivamente, il corrispettivo delle onde incidenti e delle onde riflesse di una 

linea multiconduttore ideale nel dominio di Laplace [7]. Il vettore )(s+V  

rappresenta le ampiezze delle onde incidenti di tensione all’estremo z = 0, e il 
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vettore )(s−V  rappresenta le ampiezze delle onde riflesse di tensione all’estremo z 

= d. Le distribuzioni delle tensioni e delle correnti lungo la linea sono 

univocamente determinate dalle funzioni )(s+V  e )(s−V  e viceversa. Quindi 

)(s+V  e )(s−V  possono essere considerati le variabili di stato della linea, nel 

dominio di Laplace. 

Sostituendo la (2.50) nella (2.32) e usando la (2.44) si ha la seguente espressione 

della distribuzione della corrente: 

 

)}();()(),(){(),( 1- sszdsszssz c
−+ −−= VQVQZI                     (2.52) 

 

dove cZ è la matrice impedenza caratteristica della linea data da: 

 

).()()())()(()( 11 ssssssc ZKZYZZ −− ==                                (2.53)  

 

In generale Z(s)Y(s) ≠  Y(s)Z(s). 

 

 

2.4 Rappresentazione multiporta delle linee di trasmissione 
multiconduttore 

 

In generale le tensioni e le correnti agli estremi della linea non sono note, esse 

dipendono dalla rete collegata alla linea.Consideriamo una linea multiconduttore 

costituita da n + 1 conduttori (figura 2.6). Le tensioni e la correnti agli estremi della 

linea sono legate alle distribuzioni delle tensioni e delle correnti lungo la linea dalle 

seguenti relazioni: 
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),,0()(1 szs == VV                                                                     (2.54) 

),,0()(1 szs == II                                                                       (2.55) 

),,()(2 sdzs == VV                                                                    (2.56)  

).,()(2 sdzs =−= II                                                                    (2.57)  

 

 

Fig.2.6: Linea di trasmissione multiconduttore con riferimento alla 
convenzione multiporta 

 

Per avere una rappresentazione della linea come una multiporta occorre 

particolareggiare la soluzione generale delle equazioni della linea negli estremi 

della linea. Quindi introduciamo l’operatore globale di propagazione: 

 

P(s) = exp[-K(s)d].                                                                      (2.58) 

 

La matrice operatore lega le ampiezze delle onde incidenti di tensione sull’estremo 

z = d della linea con quelle sull’estremo z = 0; +V  rappresenta le ampiezze delle 
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onde di tensione incidenti in z = 0 e +PV  rappresenta le loro ampiezze in z = d. 

Siccome la linea è uniforme, l’operatore P lega anche le ampiezze delle onde 

riflesse di tensione sull’ estremo z = 0 con quelle sull’estremo z = d; −V  

rappresenta le ampiezze delle onde di tensione riflesse in z = d e −PV  rappresenta 

le loro ampiezze in z = 0. 

Specificando le espressioni (2.50) e (2.52) sull’estremo z = 0, e ricordando che 

Q(0,s) = I, otteniamo: 

 

)()()()(1 ssss −+ += VPVV ,                                                      (2.59) 

)()()()(1 ssssc
−+ −= VPVIZ ,                                                   (2.60) 

 

mentre specificandole sull’estremo z = d otteniamo: 

 

)()()()(2 ssss −+ += VVPV ,                                                      (2.61) 

)()()()(2 ssssc
−+ −= VVPIZ- .                                                (2.62) 

 

Sottraendo membro a membro la (2.59) e la (2.60) e addizionando membro a 

membro la (2.61) e la (2.62), otteniamo, rispettivamente: 

 

)()(2)()()( 11 ssss c
−=− VPIZV s ,                                            (2.63) 

)()(2)()()( 22 sssss c
+=− VPIZV .                                            (2.64) 

 

Se lo stato della linea, rappresentato da )(s+V  e )(s−V , fosse completamente noto, 

queste equazioni rappresenterebbero in maniera completa il comportamento ai 
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terminali della linea. Le equazioni (2.63) e (2.64) descrivono quindi le proprietà ai 

terminali (equazioni delle uscite). 

Usando l’equazione (2.59) è possibile esprimere le ampiezze delle onde incidenti di 

tensione uscenti all’estremo z = 0, )(s+V , in funzione delle tensioni e delle 

ampiezze delle onde riflesse di tensione uscenti sullo stesso estremo: 

 

)()()()( 1 ssss −+ −= VPVV .                                                      (2.65) 

 

Allo stesso modo, usando la (2.61) è possibile esprimere le ampiezze delle onde 

riflesse di tensione uscenti all’estremo z = d, )(s−V , in funzione delle tensioni e 

delle ampiezze delle onde di tensione incidenti entranti sullo stesso estremo: 

 

)()()()( 2 ssss +− −= VPVV .                                                      (2.66) 

 

Invece, sommando la (2.59) e la (2.60) e sottraendo la (2.61) e la (2.62) si ha: 

 

)()()()(2 11 ssss c IZVV +=+ ,                                                    (2.67) 

)()()()(2 22 ssss c IZVV +=− .                                                   (2.68) 

 

Le equazioni (2.65) e (2.66) descrivono il comportamento dello stato della linea 

(equazioni di stato) e sono in forma implicita, lo stesso fanno le equazioni (2.67) e 

(2.68), ma in forma esplicita. 
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2.5 Descrizione ingresso-stato-uscita e rappresentazione 
equivalente di tipo Thévenin e Norton  

 

In questo paragrafo mostreremo la descrizione ingressso-stato-uscita basata sul 

sistema di equazioni da (2.63) a (2.66). 

Siccome nelle equazioni (2.63) e (2.64) lo stato della linea è espresso tramite i 

termini )()(2 ss −VP  e )()(2 ss +VP  , riscriviamo queste equazioni come: 

 

)()()()( 111 ssss c WIZV =− ,                                                      (2.69) 

),()()()( 222 ssss c WIZV =−                                                      (2.70) 

 

dove 

 

)()(21 ss −= VPW ,                                                                     (2.71) 

)()(22 ss += VPW .                                                                     (2.72) 

 

Le funzioni 1W  e 2W  possono essere considerate delle variabili di stato, essendo 

)(s+V  e )(s−V  legate in maniera univoca ad esse. 

Dalle (2.65) e (2.66) otteniamo le equazioni per 1W  e 2W : 

 

)]()(2)[( 221 sss WVPW −= ,                                                     (2.73) 

)]()(2)[( 112 sss WVPW −= .                                                      (2.74) 

 

Il comportamento di ciascuna porta di una linea multiconduttore con perdite può 

essere rappresentato tramite un circuito equivalente di Thèvenin ( vedi figura 2.7). 
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Il circuito equivalente è formato da due multiporta lineari, ognuna delle quali è 

caratterizzata dalla matrice impedenza caratteristica )(scZ  e da generatori 

controllati di tensione. Le leggi che governano questi generatori controllati sono 

semplicemente le equazioni di stato (2.73) e (2.74). 

 

 

Fig.2.7: Circuito equivalente di Thèvenin nel dominio di Laplace per una 
linea di trasmissione multiconduttore con perdite. 

 

 

La figura 2.8 mostra un circuito equivalente di tipo Norton nel dominio di Laplace. 

I generatori controllati di corrente )(1 sJ  e )(2 sJ  sono legati ai generatori 

controllati di tensione del circuito mostrato in figura 2.7 tramite le seguenti 

relazioni:   

 

11 WYJ c−=        e       22 WYJ c−=                                          (2.75) 

 

dove  
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-1
cc ZY =                                                                                       (2.76) 

 

è la matrice ammettenza caratteristica della linea. Le leggi di controllo di questi 

generatori sono: 

 

)]()(2-)((s))()( 22
1

1 sssss JI[ZPZJ += − ,                                  (2.77) 

)]()(2-)((s))()( 11
1

2 sssss JI[ZPZJ += −                                    (2.78)    

    

 

Fig.2.8: Circuito equivalente di Norton nel dominio di Laplace per una linea 
di trasmissione multiconduttore con perdite. 

 

L’equivalente multiporta rappresentante la linea di trasmissione multicondutore nel 

dominio del tempo può essere ricavato dalle multiporta equivalenti mostrate nelle 

figure 2.7 e 2.8 usando il teorema della convoluzione. Le equazioni dell’uscita 

della multiporta nel dominio del tempo si ricavano dalle equazioni (2.69) e (2.70). 

Esse sono: 

 

),()}({)( 111 ttt c wizv =∗−                                                         (2.79) 
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),()}({)( 222 ttt c wizv =∗−                                                        (2.80) 

 

dove la matrice risposta impulsiva )(tcz  è la trasformata di Laplace della matrice 

impedenza caratteristica )(scZ . 

Le tensioni 1W   e 2W  sono le incognite del problema e sono legate alle tensioni 

sugli estremi della linea dalle leggi di controllo: 

 

),)}(2({)( 221 tt wvpw −∗=                                                       (2.81)         

),)}(2({)( 112 τwvpw −∗=t                                                       (2.82)       

 

dove la matrice risposta impulsiva p(t) è la trasformata inversa di Laplace della 

matrice operatore globale di propagazione P(s). Queste equazioni descrivono in 

forma implicita le relazioni tra i generatori di tensione )(1 tw  e )(2 tw , e le tensioni 

sui terminali della linea )(1 tv  e )(2 tv . 

Per la rappresentazione tipo Norton nel dominio del tempo sono ottenute delle 

relazioni simili riguardanti le correnti )(1 tj  e )(2 tj , e la matrice risposta impulsiva 

)(tcz che è la trasformata inversa di Laplace della matrice ammettenza 

caratteristica )(c sY . 

 

 

2.6 Problema della trasformata inversa di Laplace degli 
operatori matrice P(s), (s)Z c , e )(Y sc  

 

Il comportamento della linea come un 2n-porta nel dominio del tempo dipende 

dalle risposte impulsive p(t), )(tcz  e )(tcy .Note le matrici Z(s) e Y(s) le risposte 
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impulsive p(t), )(tcz  e )(tcy  possono essere ottenute effettuando la trasformata 

inversa di Laplace rispettivamente di P(s), )(scZ , e ).(scY  Sostituendo la (2.49) 

nella (2.58) otteniamo la seguente espressione di P(s):  

 

).(])([)()( 1 sdssexpss vv
−−= TATP                                               (2.83) 

 

 Inoltre, dall’espressione di )(scZ  data nell’equazione (2.53), otteniamo: 

 

),()()()(
1

)( 11 ssss
s

s vvc ZTATZ −−=                                              (2.84) 

).()()()()( 11 ssssss vvc
−−= TATZY                                               (2.85) 

 

La matrice funzione globale di propagazione P(s) può essere riscritta come: 

 

,seP ∑
=

−=
n

i
iii ssdexpsss

1

T ])([)()()( β                                        (2.86) 

 

dove )(sis sono le colonne della matrice trasposta di )(1 sv
−T . 

In generale non è possibile assegnare un’espressione in forma chiusa a A(s) e a 

)(svT , e di conseguenza a p(t), )(tcz  e )(tcy , se non in casi molto particolari, per 

esempio, come linee ideali oppure linee con perdite aventi una simmetria 

strutturale. In generale per eseguire la trasformata inversa di Laplace di P(s), 

)(scZ , e )(scY  bisogna ricorrere all’inversione numerica. Però, le tecniche 

d’inversione basate sui metodi numerici possono essere applicate solo quando le 

risultanti funzioni nel dominio del tempo sono sufficientemente regolari. Vediamo 
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il caso della linea di trasmissione multiconduttore priva di perdite, per essa è 

possibile determinare in forma analitica le espressioni di p(t), )(tcz  e )(tcy , a 

partire dalle loro espressioni nel dominio di Laplace. Le linee di trasmissione senza 

perdite sono caratterizzate dalle matrici impedenza ed ammettenza per unità 

lunghezza Z(s) = sL e Y(s) = sC. In questo caso abbiamo.  

 

),/1,...,/1,/1( 21 ncccdiag=A                                                      (2.87) 

,)( 11 CLCLLCRZ −− === cc                                             (2.88) 

,)( 11 CCLLCLGY −− === cc                                              (2.89) 

 

dove ic  è la velocità di propagazione dell’i-esimo modo (l’i-esimo autovalore della 

matrice 1)( −LC , cR è la matrice resistenza caratteristica della linea, e 1
cc
−= RG  è 

la matrice conduttanza caratteristica [7]. In questo caso, gli autovettori neee ,...,, 21  

e la matrice modale vT  sono rispettivamente, gli autovettori e la matrice modale di 

LC, quindi sono indipendenti da s. 

Quindi, le risposte impulsive p(t), )(tcz  e )(tcy sono date da: 

 

∑
=

−=
n

i
iii Ttt

1

T ),()( δsep                                                               (2.90) 

(t),(t) cc δ= Rz                                                                             (2.91) 

(t).(t) cc δ= Gy                                                                            (2.92) 

 

Le risposte impulsive p(t), )(tcz  e )(tcy di una linea multicoduttore priva di 

perdite sono composte da impulsi di Dirac, questa è una diretta conseguenza delle 
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proprietà di base del fenomeno della propagazione elettromagnetica [7]. 

Il fenomeno della propagazione è caratterizzato dalla sovrapposizione di n modi 

naturali di propagazione, questo implica che, grazie alla velocità finita di 

propagazione dei modi della linea, un segnale applicato ad un dato terminale 

impiegherà un certo tempo finito per arrivare all’altro terminale. 

La risposta impulsiva p(t), la quale lega le onde di tensione incidenti e riflesse sugli 

estremi della linea, contiene nella sua espressione (2.90)  la somma pesata degli 

impulsi ritardati di Dirac. L’impulso di Dirac ritardato )( iTt −δ corrisponde al 

modo con velocità di propagazione ic . 

In generale anche la linea multicoduttore con perdite ha delle risposte impulsive 

contenenti impulsi di Dirac, inoltre le perdite danno origine a fenomeni di 

attenuazione e dispersione, entrambi descritti da funzioni regolari. 

Siccome le risposte impulsive  p(t), )(tcz  e )(tcy  sono non  funzioni regolari, una 

pura inversione numerica di P(s), )(scZ , e )(scY  da risultati non accurati e in 

generale fallisce. 

 

 
2.7 Estrazione del ritardo 
  

In letteratura sono stati riportati vari approcci semianalitici i quali valutano 

analiticamente i termini irregolari delle  funzioni p(t), )(tcz  e )(tcy , affinché si 

possa estrarli prima di realizzare una valutazione numerica dei residui, 

possibilmente associati ad un modello di ordine ridotto, [7], [17], [18], [45], 

[46],[56]. Il punto chiave di questi approcci è dato dalla valutazione asintotica del 

comportamento di )(scZ e P(s) per s →  ∞   [17], [18],[56]. 

L’operatore impedenza caratteristica può essere facilmente decomposto in una 

parte principale e in un residuo )(scZ = )(sp cZ + )(sr cZ , dove )(sp cZ la parte 

che prevale per s ∞→ , mentre )(sr cZ è una funzione passa basso che decresce 
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come 1/s per s ∞→ . L’estrazione della parte principale di )(scZ  è diretta, dal 

momento che essa corrisponde all’impedenza caratteristica di una linea ideale 

senza perdite descritta dalle matrici d’induttanza e di capacità p.u.l. date da: 

 

∞L  = 
∞→s

lim (Z(s)/s) e ∞C =
∞→s

lim (Y(s)/s)                                      (2.93) 

)(sp cZ  = ∞∞∞
−− LLC 11                                                                (2.94)                  

 

L’estrazione della parte principale dell’operatore di propagazione non è semplice e 

richiede particolare attenzione. L’operatore di propagazione può essere 

diagonalizzato come segue: 

 

P(s)= )(svT diag(
)(1 sds

e
β−

  ,…, 
)(sds

e Nβ−
 ) )(1 sv

−T .                  (2.95)                              

 

Dove )(siβ  e il vettore colonna )(sie  della matrice )(svT  sono rispettivamente 

l’autovalore e l’autovettore della matrice:     

 

 Λ(s) = ⋅
2

)()(
s

ss YZ
                                                                      (2.96) 

 

Per molti casi d’interesse pratico che includono linee con parametri indipendenti 

dalla frequenza (linee RLGC) e una grande classe di linee con parametri dipendenti 

dalla frequenza (come le linee con dielettrici dispersivi) si usa la seguente 

espansione per s ∞→  degli autovalori e degli autovettori:  
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)(siβ ?= (0)

i
β     + 

s
i

(1)β
+ …,    )(sie = (0)

i
e  +

s
i

(1)e
 +…,                 (2.97) 

 

dove i termini di ordine zero? (0)

i
β  e  )0(

i
e  sono rispettivamente, gli autovalori e gli 

autovettori del limite per s ∞→  della matrice (2.96): 

 

∞∞=0 CLΛ                                                                                (2.98) 

 

Notiamo che iT =d )0(
iβ  è il ritardo associato all’i-esimo modo TEM di 

propagazione lungo la linea. Gli operatori di propagazione possono essere espressi 

come: 

 

 P(s)=[ 0 vT  + )(sr vT ] ⋅⋅⋅ MD  [1 + )(smr  [] ⋅ 0W  + )(srW ]      (2.99)                              

 

Dove le colonne della 0 vT  sono gli autovalori )0(

i
e , 1

0 0
−= vTW  e le matrici diagonali  

D e M contengono rispettivamente, i fattori di ritardo e i fattori di attenuazione 

associati a tali ritardi: 

 

      D=diag[exp(-s iT )],   M=diag[exp(- iTiµ )] .                       (2.100)                                                    

 

I coefficienti di attenuazione iµ  potrebbero essere valutati dalla conoscenza dei 

termini di primo ordine (1)

i
β  della espansione )(siβ  [7]: 

 

(0)

(1)

i
i

i

β
β

µ =                                                                                   (2.101)                                          
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Questo approccio rappresenta la generalizzazione al caso multiconduttore della ben 

nota espressione del coefficiente di smorzamento per una linea RLGC a due 

conduttori: 

 







 +

2
1

=
C
G

L
R

µ                                                                         (2.102) 

 

notiamo che le anche le matrici )(sr vT  e )(srW  tendono a zero così come la 

funzione )(smr  almeno come 1/s per s ∞→ , quindi facendo il limite per s ∞→  di 

P(s) otteniamo la  parte principale in forma chiusa: 

 

=⋅⋅⋅= 00 ][)( WMDTP vp s i
i

n

i

ii A
sTTµ −−∑

=

ee
1

,                      (2.103)                         

 

dove le iA  sono date dalle colonne di 0 vT e 0W  attraverso:  

 

                                        [ ]T)0()0(
iiiA se=  .                                 (2.104)                                             

 

Notiamo che tutti i risultati di sopra sono basati sulla possibilità di conoscere il 

comportamento ad alta frequenza oppure i parametri p.u.l.. Questa informazione 

può essere ottenuta facilmente in un modo molto robusto anche in casi  in cui i 

parametri p.u.l. non sono dati analiticamente ma conosciuti solo in termini di 

campioni di frequenza, come mostrato in [46]. Ora attraverso l’uso dei risultati di 

sopra, ci sono tre approcci possibili per definire il resto il quale deve essere 

identificato attraverso un modello di ordine ridotto. Il primo approccio è stato 
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presentato in [7] esso rimuove  direttamente la parte principale dall’intero 

operatore: 

                                                           

)()()(1 sss pr PPP −=  ,                                                             (2.105)                            

 

 definendo un resto )(1 srP  che si attenua come 1/s per s ∞→ . Il modello del 

circuito è semplicemente derivato aggiungendo gli effetti della )(spP  

(implementati attraverso una rete di elementi di ritardo puro e  guadagni costanti) a 

quelli di un circuito concentrato ottenuto attraverso un modello di ordine ridotto 

che identifica il residuo )(1 srP . Il principale svantaggio di tale approccio è che i 

ritardi sono ancora presenti in )(1 srP  e quindi la procedura di identificazione può 

dare risultati poco accurati. Un altro approccio per definire il resto è il seguente 

[46]:  

 

0 0
1

2 )()( vr ss TPWDP −=                                                            (2.106)                                                                                                                              

 

L’operatore )(2 srP  definito in questo modo non mostra gli effetti dei ritardi, 

contiene una parte costante per s ∞→ . Tale matrice costante deve essere inclusa 

nella parte da identificare attraverso un modello di ordine ridotto 

( ∞+
−

≅ ∑ 22 )( r
i i

i
r ps

s P
R

P ) [46]. 

Il terzo approccio contiene i vantaggi dei due approcci precedenti, il resto è definito 

come: 

   

ITPWMDP - −= −
0 0

11
3 )()( vr ss                                                (2.107)                                          
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Dove I è la matrice identità. E’ ora evidente che )(3 srP  è un resto privo di ritardo 

come )(2 srP  e con un comportamento passa basso come )(1 srP . Lo stesso 

approccio può essere adottato anche per le linee dispersive aventi un pronunciato 

effetto pelle. In tale caso il punto di partenza è l’ espansione in serie di Laurent 

nell’intorno di s ∞→  tramite potenze di 1/ s .  Per sfruttare al meglio 

l’informazione ottenuta tramite l’estrazione stessa e ottenere direttamente la sintesi 

dei circuiti concentrati equivalenti di ordine ridotto, la generica funzione F viene 

identificata con un’approssimazione razionale nella classica forma polo-residuo: 

 

 F(jω) =  ∑
= −

N

i

i

pj1 iω
R

                                                               (2.108)                                                     

 

Dove ip  sono i poli a parte reale negativa, iR  le matrici dei residui, N è l’ordine 

della espansione. 

Notiamo che la rappresentazione (2.108) descrive una funzione la quale tende a 

zero quando la frequenza va ad infinito, quindi essa può essere adottata con 

successo per descrivere il termine residuo dell’impedenza caratteristica )( ωjr cZ  e 

i termini residui della propagazione )(1 ωjrP e )(3 j?rP . 

Il residuo )(2 srP  definito in accordo al secondo approccio deve essere identificato 

attraverso l’aggiunta all’espressione (2.108) di un termine extra il quale non 

scompare all’infinito. Anche in questo caso ci sono differenti strategie per la 

generazione di questa approssimazione (2.108), una possibile scelta è la ben nota 

tecnica del Vector Fitting (VF)[48]. 
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2.8 Implementazione numerica del modello (algoritmo di 
convoluzione veloce) 

 
 

Le equazioni che permettono di caratterizzare una linea di trasmissione 

multiconduttore come una 2n-porta nel dominio del tempo, supponendo una 

rappresentazione tipo Thèvenin del circuito, sono le equazioni che vanno dalla 

(2.79) alla (2.82). Esse possono essere riscritte nel seguente modo: 

 

),(

0

)(()( 111 t
t

dtt c wizv +
+

−

)−= ∫ τττ                                          (2.109) 

),(

0

)(()( 222 t
t

dtt c wizv +
+

−

)−= ∫ τττ                                         (2.110) 

,

0

)]((2(()( 221 ∫
+

−

+))[−=
t

dttttt τwvpw                                   (2.111) 

.

0

)]((2(()( 112 ∫
+

−

+))[−=
t

dtt ττττ wvpw                                   (2.112) 

 

A queste vanno aggiunte le relazioni che descrivono i dispositivi collegati alle 

terminazioni, ovvero le relazioni che impongono le condizioni al contorno e che 

permettono di chiudere il sistema. Il comportamento di tali dispositivi viene 

descritto nella forma più generale , da una relazione tipo: 

 

N(i(t), v(t), t) = 0,                                                                      (2.113) 
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Con N : ℜ→ℜ×ℜ +2 ; tali dispositivi possono in generale essere tempo-varianti e 

non lineari. Il fatto che tali dispositivi siano istantanei non è un limite, in quanto 

tali elementi permettono di descrivere anche il comportamento di bipoli con 

memoria come induttori e condensatori, infatti i bipoli con memoria durante la 

risoluzione numerica della rete, sono rappresentati da bipoli istantanei di tipo 

resistivo aggiornati ricorsivamente. 

 

 

Fig.2.9: Linea terminata con dispositivi non lineari 
 

Nel caso generale di una linea di trasmissione multiconduttore terminata con 

dispositivi non lineari, come in figura 2.9, bisogna risolvere gli n sistemi di 

equazioni integrali non lineari accoppiate: 
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                               (2.114) 
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in cui 

 















+

−

+))[−=

+

−

+))[−=

∑ ∫

∑ ∫

=

=

n

j
jjiji

n

j
jiji

t
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t
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1
112

1
221

0

)]((2(()(

0

)]((2(()(

ττττ

τττ

t

j

,                      (2.115)        

 

inoltre ),,( tviN kikiki −  è la relazione che descrive il dispositivo non lineare 

collegato all’i-esimo terminale della k-esima porta con i = 1, . . . ,n  e con k  = 1,2. 

I termini )(1 tiw  e )(2 tiw  accoppiano le terminazioni portando in conto l’effetto 

delle riflessioni. Si osservi che, per una proprietà del prodotto di convoluzione, 

risulta: 

 

).(g)()()( xXxfXxgxf ∗−=−∗                                          (2.116) 

 

Introducendo allora la funzione )(tc  così definita: 

 

)()( iijij Ttptc += ,                                                                    (2.117) 

 

il sistema (2.115) può essere posto nella forma: 
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                        (2.118)       
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con i = 1, . . . ,n. Questo permette di disaccoppiare le equazioni (2.114), infatti i 

termini )(1 tw i  e )(2 tw i  dipendono dai valori della soluzione calcolati fino 

all’istante iTt − . Pertanto suddividendo l’intervallo d’osservazione in intervalli di 

durata iT , nel generico intervallo ])1(,[ iimi TmmT +=Ω  le (2.114) si 

disaccoppiano in quanto )(1 tw i  e )(2 tw i  sono noti,  perché  nota la soluzione fino 

all’istante t = m iT .  Si osservi che tale possibilità è offerta dalla proprietà della 

funzione di propagazione )(tp ij di essere nulla per iTt ≤≤0 , ovvero dall’effetto 

della velocità finita di propagazione, proprietà del tutto generale che vale anche per 

linee con parametri dipendenti dalla frequenza [44]. 

In ogni intervallo miΩ  quindi, si dovrà risolvere un sistema di equazioni integrali di 

Volterra, non lineari e disaccoppiate. Per tale ragione questo metodo è definito, in 

letteratura, “convolutivo-ricorsivo” [32]. 

Sia allora it∆  il periodo di campionamento delle soluzioni. I sistemi (2.118) e 

(2.114) si riscrivono,  rispettivamente: 
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            (2.119) 
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 .       (2.120) 

 

Se adesso si applica il metodo dei trapezi per la soluzione degli integrali, il sistema 

(2.119) diventa: 
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in cui si è posto: 

 





−+−=

−+−=

)()(2)(

)()(2)(

1i11

222

iiiiiii

iiiiiiii

TtmwTtmvtmv

TtmwTtmvtmv

∆∆∆

∆∆∆
.                       (2.122) 

 

Analogamente, il sistema (2.120) diventa: 
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Note le soluzioni )(1 ii tmi ∆  e )(2 ii tmi ∆  per m = 0, essendo queste ricavabili dalle 

condizioni iniziali, e poiché )(1 ti i e )(2 ti i  sono nulle per t < 0, si possono, dalle 

(2.121), calcolare i termini )(1 ii tmw ∆ e )(2 ii tmw ∆  per n = 1; questi ultimi 

diventano poi i termini noti del sistema algebrico non lineare (2.123) con cui si 

calcolano le grandezze alle terminazioni della linea per n = 1. Una volta note queste 

soluzioni, dalle (2.121) si possono valutare )(1 ii tmw ∆ e )(2 ii tmw ∆  per n = 2 e 

quindi, risolvendo ancora il sistema (2.109), si può calcolare la soluzione del 

circuito per n = 2 con cui si riparte per una nuova iterazione. 

Si noti che nei sistemi (2.121) e (2.123) le risposte impulsive della linea )(tp ij  e 

)(tzcij  vengono in genere espresse come somma di una componente irregolare e di 

una regolare. Sfruttando le proprietà matematiche degli impulsi di Dirac, l’integrale 

di convoluzione viene di fatto applicato solo alle componenti non impulsive. 

 

Algoritmo di “convoluzione veloce”: 

Nel modello numerico appena esaminato gli integrali di convoluzione vengono 

calcolati con il metodo dei trapezi. I tempi di computazione, in tal caso, sono 

proporzionali al quadrato del numero di campioni utilizzati. I nuclei di tali integrali 

sono le parti regolari delle risposte impulsive della linea. È possibile approssimare 
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opportunamente queste funzioni in modo da calcolare gli integrali di convoluzione 

ricorsivamente. Così facendo, i tempi di computazione risultano proporzionali al 

numero dei campioni (tecnica di “convoluzione veloce”). In letteratura sono stati 

proposti due metodi per approssimare le parti regolari delle risposte impulsive: un 

metodo adopera funzioni esponenziali, [17], [31], l’altro, invece, funzioni 

polinomiali [27]. Nel seguito vengono spiegati i motivi dei benefici apportati da 

questa tecnica, con riferimento al solo caso esponenziale. Per comprendere come 

sia possibile ottenere una formula ricorsiva per il calcolo di un integrale di 

convoluzione, si consideri: 

 

∫ −)=
t

dtxhtz

0

, )(()( τττ                                                            (2.124) 

 
 

in cui h(t) ha il ruolo della parte regolare delle risposte impulsive presenti nelle 

equazioni del modello convolutivo-ricorsivo (2.114) e (2.115). Calcolando 

numericamente l’integrale (2.124) con il metodo dei trapezi, utilizzando un passo 

di campionamento costante ,t∆  si ha: 
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in cui )( mm tzz = , )( mm txx = , )( mm thh =  e la variabile discreta mt  è data da 

?tmtm )1( −=  con m = 1, 2, …. .Questo significa che all’istante di tempo mt  

bisogna compiere m moltiplicazioni e, se m >> 1, fino al tempo mt vengono 

effettuate all’incirca 2/2m  moltiplicazioni [31]. 

Se ora si sostituisce ad h(t) la seguente approssimazione: 
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in cui M è il numero di funzioni esponenziali ed rα  e rλ1/  sono rispettivamente il 

peso e la costante di tempo di ciascuna funzione, l’integrale (2.124) può essere 

calcolato ricorsivamente. Infatti, con  h(t) )(
~

th≅  la (2.124) diventa: 
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Ora, l’integrale presente nella (2.128), denotato con )(tI r , si può scomporre in due 

termini: 
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se adesso si effettua il cambio di variabile τ = ∆t + ζ  nel secondo integrale della 

(2.129), si ottiene: 
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che rappresenta la formula ricorsiva cercata. In questa, come si vede, è presente un 

integrale, che è sempre effettuato su un intervallo di tempo pari proprio al passo di 

campionamento ∆t, a cui si aggiunge un termine proporzionale alla soluzione 

calcolata al passo precedente. Si deduce, quindi, che ad ogni passo sono necessarie 

3M moltiplicazioni. Discretizzando il tutto, si ottiene il cosiddetto algoritmo di 

convoluzione veloce: 
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In definitiva, fino al tempo mt , bisogna effettuare 3M(m−1) moltiplicazioni, contro 

2/2m . E’ quindi evidente, come si può osservare anche in figura 2.10, che, per 

m>> 6M, la convoluzione veloce è più efficiente rispetto al metodo puramente 

convolutivo. 

Nella pratica, si può dire che m è sempre più grande di 6N per almeno due motivi. 

Da un lato, per avere risultati accurati, è necessario esaminare molti campioni e 

quindi adoperare un valore di m elevato. Dall’altro, le parti regolari delle risposte 

impulsive si annullano all’infinito per cui, a causa di inevitabili errori di 

arrotondamento, il numero M di funzioni esponenziali sufficienti per una buona 

approssimazione è limitato e sicuramente piccolo rispetto a m. Ad esempio, nel 

caso di una linea di trasmissione singola con perdite indipendenti dalla frequenza 

(linea RLGC) le risposte impulsive possono essere ben approssimate con la somma 

di appena due funzioni esponenziali, ovvero M = 2. I costi computazionali in tal 

caso risultano ridottissimi e l’accuratezza dei risultati ottenuti è più che buona. Una 
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volta scelto il numero N di funzioni esponenziali da utilizzare, per poter applicare il 

metodo appena descritto,bisogna determinare i parametri i α e i β in modo da 

minimizzare lo scarto quadratico tra le funzioni h(t) e )(
~

th . La complessità di tale 

problema è stata superata con l’aiuto di potenti algoritmi di calcolo numerico 

disponibili in ambiente MATLAB. 

 

 

Fig.2.10: Andamento dei tempi di computazione 
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Capitolo 3 
 
 
Identificazione degli operatori descrittivi con il Vector 
Fitting 
 
 
 
 
 
  
Introduzione  
 

In questo capitolo viene affrontato il problema di ottenere un’approssimazione 

razionale degli operatori descrittivi di una linea di trasmissione multiconduttore 

(MTL). Una volta ottenuta l’approssimazione razionale è semplice derivare una 

rappresentazione circuitale dei medesimi operatori.  

Data una funzione di trasferimento f(s) di un assegnato sistema LTI, esistono 

diversi algoritmi che consentono di associare ad essa un’approssimazione 

razionale, per esempio, esprimendo f(s) come rapporto fra due polinomi di ordine N 

[49]: 

 

N
N

N
N

sbsbsbb
sasasaa

f(s)
++++
++++

≈ L
L

2
210

2
210   .                                           (3.1)               

 

si può impostare il problema di identificazione  nelle incognite ia  e ib ; tale 

problema non-lineare può essere messo in forma lineare, moltiplicando entrambi i 

membri della (3.1) per il denominatore: 

    

( )≈++++ N
N sbsbsbbsf L2

210)(     
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N
N sasasaa ++++≈ L2

210                                                       (3.2)                                                  

 

e sostituendo i valori dei campioni ks , con sNk ,...,1=  (in corrispondenza dei quali 

f(s) è nota): 
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ponendo 10 =b  (non si perde in generalità) si ha:                          
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si ottiene un sistema di equazioni lineare. 

Con qualche semplice calcolo algebrico si trova  : 
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per sN >2N+1 il problema ha un numero di equazioni maggiore del numero 

d’incognite e quindi è sovradeterminato (si osservi che la matrice A avente come k-

esima riga il vettore kA  è una matrice rettangolare con un numero di righe 

maggiore del numero di colonne); comunque esso può essere risolto “nel senso dei 

minimi quadrati”, invertendo la matrice AAT , come illustrato nell’APPENDICE 

A.  

La presenza delle potenze di s fra gli elementi dei vettori kA , pone seri problemi di 

malcondizionamento numerico della matrice AAT , di cui si deve calcolare 

l’inversa; ciò limita l’applicabilità di questa tecnica ai casi in cui la banda su cui si 

vuole derivare l’approssimazione razionale è piccola e/o l’ordine N 

dell’approssimazione è ridotto. Tale maniera di procedere si rivela, quindi,  poco 

adatta a ricavare equivalenti circuitali di interconnessioni di circuiti elettronici (ad 

esempio modellate come linee di trasmissione, o in altra maniera) data l’elevata 

ampiezza dell’intervallo di frequenze da considerare per descriverne in maniera 

accurata il comportamento in presenza di segnali con fronti di salita molto ripidi. 

Diverse proposte sono state avanzate per tentare di arginare il problema, sulle quali 

non ci soffermiamo; tuttavia l’aver fatto tale riflessione sarà utile in seguito, 

quando descriveremo l’algoritmo del Vector Fitting (VF) [48], che non presenta 

tale inconveniente: ciò lo ha reso particolarmente apprezzato anche nella comunità 

degli studiosi di interconnessioni “high-speed” (oltre che per la disponibilità in rete 

di una buona implementazione MATLAB).     

Fondamentalmente, il VF è un algoritmo iterativo basato sulla ricollocazione dei 

poli; ad ogni iterazione un problema lineare viene risolto fino a quando non si 

raggiunge la migliore accuratezza possibile.   
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3.2 L’algoritmo del Vector Fitting 
 

La funzione di trasferimento f(s) viene approssimata con una funzione razionale 

fratta espressa nella forma poli-residui: 
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)( ,                                                          (3.6)   

 

i residui nc  e i poli np  possono essere delle quantità reali oppure delle coppie 

complesse coniugate, mentre d  e h sono reali.  

Inizialmente viene scelto un set di poli di partenza np  e si considera la seguente 

approssimazione razionale di f(s) moltiplicata per la funzione σ (s), da considerarsi, 

per il momento, incognita: 
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se si sceglie di approssimare la funzione σ (s) usando lo stesso set di poli di 

f(s)σ (s), ed imponendo che essa tenda ad uno per s →  8, si ottiene, moltiplicando 

la (3.8) per f(s),  la relazione (3.9), che può essere scritta sinteticamente come in 

(3.10).  
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( ) )()( ssf fitfit σ σ ≈ f(s).                                                             (3.10)          

 

Si osservi che l’equazione (3.9) è lineare nelle sue incognite nc , d , h, nc .  

Particolarizzando la (3.9) nei punti di frequenza { ks }, con sNk ,...,1= , in 

corrispondenza dei quali è noto il valore di  f(s), si ha il sistema lineare (3.12). 
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Ax = b ,                                                                                       (3.12)            
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Nel caso in cui fra i poli di partenza ci siano delle coppie complesse coniugate 

bisogna introdurre una modifica per assicurare che i residui risultino delle coppie 

coniugate perfette. Assumiamo che le frazioni parziali m e m +1 costituiscano una 

coppia complessa,  

 

mimrm pjpp += , mimrm pjpp −=+1 , 

mimrm jccc += mimrm jccc −=+1 .  

 

I due elementi corrispondenti mk,A  e 1+mk,A  sono modificati nel seguente modo: 
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Questo assicura che i corrispondenti residui, presenti nel vettore soluzione x, 

diventino rispettivamente uguali a mrc  e mic . Nel processo di fitting usiamo solo 

frequenze positive. Per preservare le proprietà del coniugato dobbiamo formulare la 

(3.12) in termini di quantità reali:  
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Il problema (3.13) è lineare e sopradimensionato, le incognite sono gli elementi del 

vettore x, esso viene risolto come un problema ai minimi quadrati. 

Una volta calcolati, risolvendo la (3.13), i residui di ( ) )(sf fit σ  e di ( ) )(sfitσ , 

queste ultime possono essere scritte sottoforma di poli e di zeri: 
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da cui otteniamo: 
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Dalla (3.15) possiamo notare che i poli della f (s) sono gli zeri di ( ) )(sfitσ , quindi 

tramite il calcolo degli zeri di ( ) )(sfitσ  abbiamo un buon set di poli per 

approssimare la funzione iniziale f(s). 

Adesso vediamo come calcolare gli zeri di ( ) )(sfitσ , la quale è una funzione 

razionale scalare: 
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∏
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nN

n n

n
fit

ps

zs

ps
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su
sy

s

1

1

1

1
)(
)(

)(σ  .                      (3.16)                               

 

Dalla (3.16) notiamo che gli zeri di ( ) )(sfitσ  sono i poli di  1/ ( ) )(sfitσ , l’inverso di 

( ) )s(fitσ  può essere ottenuto scambiando l’ingresso (u) con l’uscita (y). Per fare 

questo dobbiamo riportare la (3.16) nel dominio del tempo: 

 





+=

+=

duxcy

buAxx
T

&
                                                                             (3.17)                          

    

 dove A è una matrice diagonale contenente i poli di partenza { }na , Tc  è un vettore 

riga che contiene i residui di ( ) )(sfitσ , { }nc , d è pari a uno, e b è un vettore 

colonna di uno. 

Per esempio supponiamo di avere due poli complessi 1p  e 2p  insieme ai loro 

coniugati, e due poli reali 3p  e 4p , allora le suddette matrici assumono la seguente 

espressione: 
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Dalla seconda delle (3.17) abbiamo che: 

 

( )xcydu T1 −= −                                                                   (3.18)              

 

inserendo la (3.18) nella prima delle (3.17) abbiamo: 

 

( ) ( )xcbdAxcybdAxx T1-T1- −=−+=&                                   (3.19)                                                                

 

ricordando che  d=1 abbiamo: 

                                       

( ) HxxbcAx =−= T&                                                                          (3.20)                                          

 

I poli sono uguali agli autovalori di H e così abbiamo che gli zeri di ( ) )(sfitσ sono dati da 

( )Teig bcA − .  

 

 

 

 

3.3 Identificazione dei residui   
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L’identificazione dei residui di f(s), avviene risolvendo il problema iniziale (3.6) 

dove al posto dei poli di partenza vengono usati gli zeri trovati per ( ) )(sσ . Quindi 

ancora una volta abbiamo il problema lineare sopradimensionato Ax = b, dove il 

vettore x contiene le incognite nc , d e h. 

 

3.4 Scelta dei poli di partenza 
 

L’efficienza del Vector Fitting è legata all’ accuratezza con la quale viene risolto il 

problema Ax = b, a sua volta essa è legata alla scelta dei poli di partenza, infatti; 

1) se i poli di partenza sono reali il problema (3.12) Ax = b risulta mal posto 2)se i 

poli di partenza sono molto differenti da quelli corretti, questo può provocare 

grandi variazioni di σ (s) e f(s) e siccome il problema (3.12) è risolto ai minimi 

quadrati (vedi Appendice A), si ha un fitting molto impreciso, specialmente dove le 

funzioni sono piccole. I due problemi possono essere risolti scegliendo in maniera 

opportuna i poli di partenza. Per le funzioni smooth ( dolci ) conviene utilizzare 

poli di partenza reali, se vengono usati poli complessi, il processo di fitting dà lo 

stesso buoni risultati, ma sono meno precisi. 

Nel caso di funzioni non smooth, con picchi di risonanza, conviene usare poli 

complessi coniugati distribuiti linearmente sull’ intervallo di frequenze d’ interesse. 

Ogni coppia è scelta in questo modo: 

 

βα jpn +=   , jßapn −=+1                                                     (3.21) 

 

dove 
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α=β  /100 .                                                                                   (3.22) 

 

Le parti reali sono piccole e quindi non rendono il problema mal posto. 

 

3.5 Applicazione del Vector Fitting alle matrici  

 

Il Vector Fitting ben si adatta sia al fitting degli scalari che dei vettori,infatti nel 

caso in cui si debba fare il fitting di un vettore, basta sostituire nella (3.6) il vettore 

colonna h(s) al posto della funzione f(s).Il fitting del vettore h(s) sarà fatto 

utilizzando gli stessi poli di partenza per tutti i suoi elementi )(shi . Ogni elemento 

)(shi  di h(s) assume la forma: 

 

( ) nised
ps

c
shh ii

N

m m

m i
fit ,...,1      , )()s(

1
ii =++

−
=≈ ∑

=

              (3.23)           

 

dove m ic e mp  rappresentano rispettivamente i residui e i poli .   

Se invece di avere un vettore si ha una matrice Y(s), allora si crea uno stack degli 

elementi di Y(s) in un unico vettore colonna, a cui viene applicato il Vector Fitting. 

L’approssimazione risultante per ogni elemento i j della Y(s) sarà la seguente: 

 

( )           .
1

j ij i

N

m m

mj   i

fitj i scd
ps

c
Y ++

−
= ∑

=

                                     (3.24) 

 

Se Y(s) è una matrice n x n, essa si può rappresentare nella forma di frazioni 

parziali con una matrice per ogni polo: 



Identificazione degli operatori descrittivi con il Vector Fitting 

 97 

                                     

ED
R

Y s
ps

s
N

i i

i ++
−

= ∑
=1

)(                                                         (3.25) 

 

dove s = jω e iR  è di tipo n x n. 

 

3.6 Identificazione del circuito di ordine ridotto 
 

Dopo avere applicato con successo il processo d’identificazione per trovare i poli 

e i residui nell’espansione, deve essere calcolata una rappresentazione nello 

spazio di stato della (3.25) per implementare il circuito equivalente in un 

simulatore tipo SPICE [52]. Per fornire una sintesi minima devono essere 

introdotte delle variabili di stato non ridondanti. Dal momento che una 

rappresentazione minimale nello spazio di stato non è unica per l’espressione 

(3.25),  per semplificare la sintesi possiamo scegliere una forma {A, B, C, D} con 

A matrice diagonale. Per trovare un collegamento matematico tra la forma polo 

residuo e la rappresentazione nello spazio di stato {A, B, C, D} con 

),...,( 1 ∗=
N

aadiagA  consideriamo la relazione : 

 

ED
K

EDBAIC s
as

ss
N

i i

i ++
−

=++− ∑
=

−
*

1

1)(                             (3.26)                     

 

Risulta  

 

T
iii bcK =                                                                                      (3.27)                                        
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Dove ic  è la colonna   i-esima di C, e T
ib  è la riga i-esima di B, e inoltre iK è una 

matrice di  rango–1. L’espansione della parte destra della (3.26), nella qua le 

qualche ia  può essere coincidente, può essere riscritta come la (3.25) dove tutti i 

ip  sono distinti. Se qualche ia  è coincidente allora ∗< NN , e il rango di qualche 

iR  è r > 1, essendo iR  la somma di quei iK corrispondenti agli r ia  coincidenti. 

Allora l’ordine effettivo del circuito equivalente corrispondente alla espansione 

(3.25) è dato da:  

 

∑
=

∗ =
N

i
irangoN

1

)(R                                                                    (3.28) 

 

Il caso in cui  )( irango R = r > 1 deve essere evitato, nel processo di 

identificazione, dal momento che  esso corrisponde a vincolare r elementi sulla 

diagonale di A ad essere uguali, limitando in questo modo l’accuratezza 

dell’identificazione  ad un ordine fissato. Conseguentemente, la via migliore, per 

derivare un modello di circuito approssimato di ordine ∗N  da delle date risposte, è  

imporre la condizione rango-1 alle matrici residue iR  come vincolo nel processo 

d’identificazione. Sfortunatamente questa condizione non può essere 

esplicitamente forzata finché il processo di identificazione è basato esclusivamente 

su alcune procedure  “lineari” così come il metodo basato sulla stima dei parametri 

del modello [52], il metodo di identificazione del sistema sottospazio [53], o il 

metodo del Vector Fitting  (VF) [48], [52 -54]. Infatti, nel caso generale l’uso di 

ciascuno di questi metodi fornisce residui iR  con rango pieno. Per esempio 

supponiamo di avere una linea di trasmissione multiconduttore con n terminali e di 

aver lanciato il Vector Fitting con N poli ottenendo la (3.25), dove ogni 
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matrice iR avrà rango pieno m = n. Per passare all’espressione (3.26) nello spazio 

di stato  occorre risolvere un problema Non Lineare a Quadratura Minima (NLLS). 

Il passaggio dalla forma (3.25) alla forma (26) può essere ottenuto fattorizzando 

ciascun termine della (3.25): 

 

ii
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i
i

i psps
IIRR ⋅








⋅

−
=

−
⋅

11
,                                                (3.29) 

  

dove iI è la matrice identità di dimensione n. 

La costruzione delle matrici A, B, e  C tramite ciascun termine della (3.25) può 

essere fatta come mostrato in figura 3.1 con N = 4 e n = 3.  

 

 

Fig.3.1: Contributo dell’i-esimo termine della (3.25) 
 

Si noti che ogni polo della (3.25) è ripetuto m = n volte in A essendo n il rango 

delle matrici iR  [55]. Le dimensioni delle matrici sono: 

 

.)(: ,)(: ,)(:
)(: ,)(:

nnnnnnN
nNnNNnN

×××
××

EDB
AC

  

 



Identificazione degli operatori descrittivi con il Vector Fitting 

 100 

Qualche ottimizzazione non  lineare è perciò necessaria se  deve essere forzato il 

vincolo menzionato prima. I vantaggi di una procedura robusta come VF e la 

flessibilità di un algoritmo (NLLS) per l’identificazione delle parti regolari degli 

operatori  possono essere spesso utilmente combinati per questo le due procedure 

sono prese in serie. I migliori risultati infatti possono essere ottenuti  quando la 

procedura non lineare è lanc iata dopo un buon punto di partenza,  stimato in 

precedenza attraverso il Vector Fitting. 

La procedura applicata è la seguente: inizialmente è lanciato un algoritmo di Vector 

Fitting con /mNN ∗=  poli; dove m è il numero di conduttori attivi che 

compongono la linea di trasmissione multiconduttore,  poi viene realizzata, la 

decomposizione a valore singolare di ogni residuo a rango pieno iR : 

 

T
iiii VSUR ⋅⋅=                                                                         (3.30)                                               

 

Dove iU e iV  sono matrici unitarie, e iS è una matrice diagonale contenente i 

valori singolari: 

 

),...,( 1 mi diag σσ=S  .                                                                (3.31)                                      

 

Per collegare il passo VF con il passo successivo NLLS, ciascun residuo iR  è 

frazionato come la somma di m residui di  rango-1, j iR  (j=1,…m), ognuno di loro 

ottenuto tramite l’inclusione nella decomposizione SVD  di un valore singolare alla 

volta, e rimpiazzando gli altri con zero: 

 

)0,...,,...,0( jj i diag σ=R                                                             (3.32) 
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T
ij iij i VSUR ⋅⋅=                                                                      (3.33) 
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A questo punto la procedura di ottimizzazione non lineare prende come ingressi , 

gli N poli ip  determinati tramite la VF ripetuta m volte e j iR  come i 

corrispondenti residui di rango-1, cioè parte con la seguente equazione: 

 

∑
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′

=
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i k

k
fit ps

j
1

)(
R

F ω                                                                  (3.35) 

 

dove per k = i + N(j - 1), ijk RR =′  e ik pp =′  , ed evolve per trovare i valori di kR ′  

e kp′  che minimizzano la funzione obbiettivo, per trovare cioè: 
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1 1
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∑∑

= =
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−
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p

m

q
pqpqfit,pqmin

k

FF
R

γ                                                      (3.36) 

con i pesi pqγ  scelti in maniera opportuna. Al termine del processo di 

ottimizzazione, otteniamo una nuova espressione fitF ′  con mN poli differenti e 

matrici di residui ugualmente di rango 1. 

I vincoli di eguaglianza tra i poli determinati attraverso il Vector Fitting possono 

essere rimossi e il livello di accuratezza dell’identificazione può crescere senza 

aumentare l’ordine ∗N  del corrispondente circuito. Notiamo che usando il VF, non 

si può imporre, esplicitamente, che i poli usati per l’identificazione siano reali  

(vedi par. 2.7); tuttavia se le risposte che devono essere identificate hanno un 
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modulo monotono decrescente ed un basso ordine di approssimazione, allora non 

appaiono coppie di poli complessi coniugati. Un approccio di identificazione simile 

è descritto nella [55], dove il numero di poli N per il passo VF è fissato uguale 

all’ordine ∗N  del circuito desiderato. Perciò, dopo il passo VF, è ottenuto un 

circuito di ordine ∗mN , quindi è necessario un passo addizionale di riduzione di 

ordine prima di applicare il passo di rifinitura NLLS. Questo passo è realizzato 

tramite la riduzione di rango delle matrici residuo( è detta “compacting” in [55]), 

ottenuta semplicemente scartando i valori singolari dalla SVD di ogni matrice 

residua. Dal momento che questa operazione deteriora criticamente l’accuratezza 

dell’identificazione, solo i valori singolari molto più piccoli del valore più grande 

possono essere scartati. Nel caso in cui questa condizione non si presentasse, 

(valori singoli nello stesso ordine ) scartandoli si andrebbe a vanificare i risultati 

del passo VF, peggiorando così significativamente “il presupposto iniziale” per il 

successivo passo NLLS e infine compromettendo i suoi risultati. Per questo motivo 

non è sempre possibile realizzare una piena compattazione, attraverso il 

mantenimento del valore singolare più grande; questo implica avere un basso 

controllo sul risultante ordine del circuito equivalente determinato. Inoltre, l’evitare 

l’ispezione manuale dello spettro dei valori singolari dei residui, conduce a più 

veloci, e completamente automatizzate procedure d’identificazione. 

 

 

3.7 Efficienza della simulazione nel dominio del tempo 
 

L’efficienza delle simulazioni nel dominio del tempo è valutata considerando lo 

schema delle convoluzioni ricorsive. Se X è il vettore d’ingresso di lunghezza pari 

a m, e Y = XF ⋅′fit , il vettore d’uscita di lunghezza m, è calcolato numericamente 
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nel dominio del tempo tramite una convoluzione ricorsiva, dal momento che i 

residui iR ′ sono delle matrici di rango-1, per ogni polo ip′  devono essere calcolate 

solo m convoluzioni tra gli ingressi e i corrispondenti elementi di una singola riga 

di iR ′ ; i contributi dati dalle altre m-1 righe è calcolato semplicemente facendo m-1 

moltiplicazioni. Il costo addizionale introdotto dal processo di perfezionamento 

NLLS consiste solo di m-1 moltiplicazioni per ogni matrice residuo, dal momento 

che il numero di convoluzioni ricorsive che devono essere eseguite non aumenta. 

Per confrontare l’efficienza dell’approccio VF puro, e di quello combinato cioè VF 

più NLLS, assumiamo come misura del costo computazionale il numero di 

moltiplicazioni che devono essere effettuate in ogni intervallo di tempo; dal 

momento che un singolo polo può essere ottenuto con tre moltiplicazioni ogni 

intervallo di tempo (cfr. cap. 2 par. 2.8) , con l’approccio VF puro il costo 

computazionale è dato da: 

 

NmNCVF ⋅⋅= 23)(                                                                     (3.37) 

 

  mentre con la procedura combinata il costo è dato da: 

 

NmmNC NLLSVF ⋅−⋅=+ )4()( 2                                                    (3.38) 

 

Per un numero fissato di poli N, se il miglioramento dell’accuratezza ottenuto 

dall’applicare la rifinitura NLLS è paragonabile a quello che si avrebbe 

aumentando il numero di poli a NN >′  per il Vector Fitting puro, allora il metodo 

VF+NLLS è vantaggioso se )()( NCNC VFNLLSVF ′<+     
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Capitolo 4 
 
 
Alcuni casi di studio 
 
 
 
 
 

 
 

4.1 Introduzione  
 

In questo capitolo mostreremo diversi esempi d’identificazione riguardanti alcuni casi 

di linee RLGC multiconduttore. In particolare considereremo l’identificazione della 

parte regolare dell’ammettenza caratteristica r cY , e della parte regolare dell’operatore 

globale di propagazione, indicata con rP~ . Per quanto riguarda l’operatore globale di 

propagazione facciamo riferimento ad una rappresentazione tipo Norton della linea di 

trasmissione MTL dove esso è )((s))((s)~ 1 ss ZPZP −=  (cfr. 2.77 e 2.78). Lo scopo di 

questi esempi di identificazione, oltre a dare un esempio pratico delle procedure viste 

nei capitoli precedenti, è quello di vedere, caso per caso, se “conviene” usare il Vector 

Fitting con N poli di partenza più una procedura di affinamento NLLS, della quale 

andremo ad indicare anche il numero d’iterazioni, oppure un Vector Fitting puro con 

NN >′  poli di partenza. Inserendo i dati p.u.l. della linea nei file MATLAB 

Calcola_P.m, Calcola_Y.m (Calcola_Z.m)  si calcolano rispettivamente le componenti 

delle matrici P~  ,  cY  (  cZ )  e inoltre si effettua l’estrazione del ritardo con il primo dei 

tre approcci visti nel paragrafo 2.7 cioè: 
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pr PPP
~~~

−=  ,                                                                                      (4.1) 

)cpcrcpcr ZZ(Z   YYY −=−= .                                                        (4.2) 

 

Poi alle parti regolari degli operatori, viene applicato l’algoritmo del Vector Fitting 

tramite i file vfp.m e vfy.m (vfz.m). Sia quando viene realizzato il Vector Fitting  puro 

con NN >′  poli di partenza che quando viene realizzato con N poli combinato con la 

procedura NLLS, il suo numero di iterazioni è fissato, ed è pari a 30, esso ci assicura 

una buona convergenza. 

I risultati sono espressi in termini di errori su ogni componente delle matrici, dove 

l’errore è la differenza tra il valore desiderato della componente e quello identificato, 

inoltre sia nel caso in cui andiamo ad effettuare solo il Vector Fitting e sia nel caso in 

cui effettuiamo il Vector Fitting con in cascata la procedura NLLS,  gli errori sono 

visualizzati rispettivamente tramite i file IdentPr.m e IdentYcr.m (IdentZcr.m). 

La procedura NLLS che viene applicata a )e
~

crcr (Z Y  Pr  è  contenuta all’interno dei 

rispettivi file IdentPr.m e IdentYcr.m (IdentZcr.m), le relative funzioni obbiettivo da 

minimizzazzare possono essere scelte tra due possibili opzioni presenti nei file  

fun_Pr.m e fun_Ycr.m. Per una generica matrice  F le opzioni sono: 

                             

 )(/) ijij FF(F normabs ij ,fit−                                                                 (4.3) 

    )ij ,fitabs F(F −ij                                                                               (4.4) 

 

con i = 1…m e  j = 1…m. Nelle nostre applicazioni le proveremo entrambe. 
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Come visto nel paragrafo 3.7 per scegliere tra il Vector Fitting con N poli combinato 

con la procedura di affinamento NLLS e il Vector Fitting puro con un numero di poli 

NN >′  , occorre confrontare i costi computazionali nel dominio del tempo, cioè 

)(NC NLLSVF +  e )(NCVF ′ , inoltre occorre confrontare gli errori  componente per 

componente ottenuti con i due diversi metodi. 

Questo è proprio quello che è stato fatto nei successivi paragrafi, dove sono stati 

analizzati diversi casi di linee di trasmissione con diversi numeri di conduttori, inoltre 

abbiamo indicato anche il numero d’iterazioni applicate alla procedura NLLS, che pure 

deve essere tenuto in conto per scegliere tra i due metodi in esame.  

A partire dalle matrici dei parametri p.u.l., rappresentative della linea, andiamo a 

calcolare prima gli elementi delle matrici P~  e  cY , poi calcoliamo le loro parti regolari 

con uno degli approcci visti nel paragrafo 2.7. 

L’identificazione delle parti regolari degli operatori matrice viene effettuata in due 

modi differenti, uno tramite il Vector Fitting con N ′ poli di partenza, e l’altro tramite il 

Vector Fitting con N< N ′  poli di partenza e rifinendo poi l’identificazione con una 

procedura NLLS. I risultati ottenuti usando i due metodi, espressi in termini di errore 

su ogni componente della matrice da identificare, sono stati poi messi a confronto..     
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4.2 Esempi d’identificazione di linee di trasmissione RLGC a tre 
conduttori (m = 2)  

 

In questo paragrafo vengono presentati due casi di  linea di trasmissione RLGC a tre 

conduttori (m = 2), le linee sono rappresentate dai rispettivi parametri p.u.l. i quali 

rappresentano il punto di partenza delle nostre applicazioni. 

I parametri p.u.l. del primo caso di linea di trasmissione analizzato sono rappresentati 

nella tabella 4.2.1, essa è una linea di trasmissione RLGC a tre conduttori lunga d = 

0.07 metri, applichiamo prima un VF puro con N ′ = 4 poli, e poi un VF con N = 2 poli 

seguito da una procedura NLLS iterata diversi numeri di volte. Il modello ottenuto con 

l’approccio VF puro può essere simulato nel dominio del tempo con la convoluzione 

ricorsiva ad un costo computazionale pari a 48)4( =VFC , mentre il modello 

identificato con il metodo combinato ha un costo pari a 28)( =+ 2C NLLSVF . Quindi dal 

punto di vista del costo computazionale nel dominio del tempo, nei casi con m=2,  

N ′ = 4 e N = 2 , è più conveniente il metodo combinato VF più NLLS.   

 

 
TABELLA  4.2.1 
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I risultati, in termini di errori rms su ciascuna componente, per crY  sono mostrati nella 

tabella 4.2.2 mentre per rP~  sono mostrati nella tabella 4.2.3. L’errore su ogni 

componente della rP~  è stato pesato rispetto alla stessa componente da identificare, 

mentre su ogni componente della crY  è stato pesato rispetto al numero di campioni, 

,sN di frequenza in cui le componenti di crY  sono note. La procedura NLLS adottata 

per calcolare questi dati ha come funzione obbiettivo quella espressa dalla (4.4), inoltre 

in esse abbiamo indicato con i il numero d’iterazioni della procedura NL 

 
 

TABELLA  4.2.2 
Components VF VF VF+NLLS VF+NLLS VF + NLLS 

crY  N ′ = 4 N = 2 N=2 i=300 N=2 i=1500 N=2 i=3000 

11 1.07e-4 6.69e-4 6.29e-4 5.75e-4 5.66e-4 
12 1.31e-4 3.53e-4 2.00e-4 1.56e-4 1.66e-4 
22 1.08e-4 5.11e-4 4.81e-4 4.45e-4 4.38e-4 

 
 

TABELLA  4.2.3 
Components VF VF VF+NLLS VF+NLLS VF + NLLS 

rP~  N ′ = 4 N = 2 N=2i=100 N=2 i=300 N=2 i=3000 

11 4.59e-2 6.26e-2 6.20e-2 6.18e-2 6.13e-2 
12 3.51e-1 4.49e-1 4.50 e-1 4. 50e-1 4.52e-1 
21 6.56e-1 8.65e-1 8.66e-1 8.66e-1 8.64e-1 
22 3.40 e-2 6.00e-2 5.96e-2 5.91e-2 5.61e-2 

 

 

Abbiamo calcolato di nuovo gli errori rms su ogni componente sia per la crY  che per 

la ,~
rP  scegliendo però come funzione obbiettivo, per la procedura NLLS, quella 

espressa dalla (4.3), i risultati sono mostrati rispettivamente nella tabella 4.2.4 e nella 

tabella 4.2.5.                  
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TABELLA  4.2.4 
Components VF VF VF+NLLS VF+NLLS VF + NLLS 

crY  N ′ = 4 N =2 N=2 i=300 N=2 i=1500 N=2 i=3000 

11 1.07e-4 6.69e-4 6.45e-4 6.31e-4 6.19e-4 
12 1.31e-4 3.53e-4 1.92e-4 1.87e-4 1.81e-4 
22 1.08e-4 5.11e-4 5.06e-4 4.95e-4 4.83e-4 

 
 

                      TABELLA  4.2.5 
Components VF VF VF+NLLS VF+NLLS VF + NLLS 

rP~  N ′ = 4 N =2 N=2i=100 N=2 i=300 N=2 i=3000 

11 4.59e-2 6.26e-2 6.26e-2 6.26e-2 6.21e-2 
12 3.51e-1 4.49e-1 4.45e-1 4.45e-1 4.45e-1 
21 6.56e-1 8.65e-1 8.50e-1 8.50e-1 8.50e-1  
22 3.40 e-2 6.00e-2 7.26e-2 7.23e-2 7.20e-2 

 
 
 

Per la linea esaminata, la procedura combinata del VF con N poli e della rifinitura  

NLLS ha dato risultati più accurati, rispetto al solo VF con N poli, per tutte le 

componenti di crY  e di rP~  ad eccezione della componente )2,2(~
rP . Inoltre dalle 

tabelle si può notare che la procedura NLLS, per la rP~ , ha dato risultati leggermente 

migliori quando è stata usata la funzione obbiettivo (4.3). Questo accade per tutte le 

componenti di rP~  ad eccezione, ancora una volta, della componente )2,2(~
rP  per la 

quale, quando è stata usata la funzione obbiettivo (4.3), si è avuto un aumento 

dell’errore al crescere del numero d’iterazioni. Nelle figura 4.1 è rappresentato 

l’andamento del modulo e della fase della componente desiderata )2,2(~
rP , e di quella 

identificata col VF, con 2 poli di tentativo, più una rifinitura NLLS, avente come 

funzione obbiettivo quella espressa dalla (4.4) e iterata 3000 volte. 

La funzione obbiettivo (4.4) ha dato risultati migliori  tutte le componenti della 

matrice crY . Nella figura 4.1 è riportato l’andamento del modulo e della fase della 
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componente desiderata )2,1(crY , e di quella identificata col solo VF, con 2 poli di 

tentativo, mentre nella figura 4.2  rappresenta l’andamento del modulo e della fase 

della componente desiderata )2,2(crY e di quella identificata tramite il VF, con 2 poli 

di tentativo, più una rifinitura NLLS iterata 3000 volte e con la funzione obbiettivo 

espressa dalla (4.4).  

 

     

 

Fig.4.1: Modulo e fase della componente nota  )(1,2Y cr  e di quella identificata 
tramite il VF con N = 2  
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Fig.4.2: Modulo e fase della componente nota )(1,2Y cr  e di quella identificata 

tramite il VF+NLLS con funzione obbiettivo (4.3) ,N = 2 e  i=3000 
 
  
 

I parametri p.u.l. del secondo caso di linea di trasmissione esaminato sono 

rappresentati nella tabella 4.2.6, essa è una linea di trasmissione a 3 conduttori (m =2) 

e lunga d = 0.5 metri, applichiamo prima un VF puro con N ′ = 8 poli, e poi un VF con 

N = 6 poli seguito da una procedura NLLS iterata diversi numeri di volte. Il modello 

ottenuto con l’approccio VF puro può essere simulato nel dominio del tempo con la 

convoluzione ricorsiva ad un costo computazionale pari a 96)8( =VFC , mentre il 

modello identificato con il metodo combinato ha un costo pari a 72)( =+ 6C NLLSVF . 

Quindi dal punto di vista del costo computazionale nel dominio del tempo, nei casi con 

m=2,  N ′ = 8 e N = 6 , è più conveniente il metodo combinato VF più NLLS.   

.  
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TABELLA  4.2.6 
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I risultati, in termini di errori rms su ciascuna componente, per crY  sono mostrati nella 

tabella 4.2.7 mentre per rP~  sono mostrati nella tabella 4.2.8. La procedura NLLS 

adottata per calcolare questi dati ha come funzione obbiettivo quella espressa dalla 

(4.4), anche in questo caso abbiamo indicato con i il numero d’iterazioni della 

procedura NLLS.  

 

TABELLA  4.2.7 
 

 

 

 

 

TABELLA  4.2.8 
 

 

 

 

Components VF VF VF + NLLS VF + NLLS VF + NLLS 

crY  N ′  =8 N=6 N=6 i=100 N=6 i=500 N=6 i=1500 
11 9.50e-8 6.66e-7 6.98e-7 6.72e-7 6.66e-7 
12 8.473e-8 8.38e-7 4.47e-7 2.82e-7 1.91e-7 
22 9.50e-8 6.66e-7 6.76e-7 6.69e-7 6.66e-7 

Components VF VF VF + NLLS VF + NLLS VF + NLLS 

rP~  N ′ =8  N=6  N=6 i=100 N=6 i=500 N=6 i=1000 

11 1.47e-4 8.73e-4 8.73e-4 8.73e-4 8.73e-4 
12 2.99e-3 9.82e-3 4.67e-3 4.24e-3 4.16e-3 
21 2.99e-3 9.82e-3 4.66e-3 4.24e-3 4.16e-3 
22 1.47e-4 8.73e-4 8.73e-4 8.73e-4 8.73e-4 
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Gli errori su ogni componente sia per la crY  che per la rP~ , scegliendo però come 

funzione obbiettivo, per la procedura NLLS, quella espressa dalla (4.3), sono mostrati 

rispettivamente nella tabella 4.2.9 e nella tabella 4.2.10. 

 

TABELLA  4.2.9 
 

 
 
 

 
 

TABELLA  4.2.10 
 

 

 

 

 

Per la componente )2,1(crY  la procedura combinata dà risultati migliori, rispetto al 

solo VF, qualunque sia la scelta della funzione obbiettivo, ma quando viene scelta la 

(4.3) , la procedura combinata dà un errore minore di quello che si ha tramite un VF 

con N ′ =8  poli di partenza. Per le altre componenti, )1,1(crY e )2,2(crY  si ha un 

peggioramento con la funzione obbiettivo (4.4), mentre con quella (4.3) i risultati 

ottenuti coincidono. Per le componenti )2,1(~
rP   e  )1,2(~

rP  la procedura combinata dà 

risultati  migliori indipendentemente dalla funzione obbiettivo scelta , anche se quella 

che si comporta meglio è la (4.3). Per le componenti )1,1(~
rP   e  )2,2(~

rP  la procedura 

combinata dà gli stessi risultati del solo algoritmo VF, indipendentemente dalla 

funzione obbiettivo scelta. 

Components VF VF VF + NLLS VF + NLLS VF + NLLS 

crY  N ′ =8 N=6 N=6 i=100 N=6 i=500 N=6 i=1500 

11 9.50e-8 6.66e-7 9.10e-7 8.60e-7 8.22e-7 
12 8.47e-8 8.38e-7 7.80 e-8 6.53e-8 6.29e-8 
22 9.50e-8 6.66e-7 8.04e-7 7.89e-7 7.78e-7 

Components VF VF VF + NLLS VF + NLLS VF + NLLS 

rP~  N ′ =8  N = 6 N=6 i=100 N=6 i=500 N=6 i=1000 

11 1.47e-4 8.73e-4 8.94e-4 8.91e-4 8.88e-4 
12 2.99e-3 9.82e-3 3.39e-3 3.27e-3 3.26e-3 
21 2.99e-3 9.82e-3 3.39e-3 3.27e-3 3.26e-3 
22 1.47e-4 8.73e-4 8.74e-4 8.74e-4 8.74e-4 
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4.3 Esempi d’identificazione di linee di trasmissione RLGC a 
quattro conduttori (m = 3)  

 

In questo paragrafo viene presentato un caso di  linea di trasmissione RLGC a quattro 

conduttori (m = 3), come abbiamo già detto nel precedente paragrafo, le linee sono 

rappresentate dai rispettivi parametri p.u.l., che in questo caso, m = 3, sono delle 

matrici 3 x 3. Il modello ottenuto con l’approccio VF puro può essere simulato nel 

dominio del tempo con la convoluzione ricorsiva ad un costo computazionale pari a 

108)4( =VFC mentre il modello identificato con il metodo combinato ha un costo pari 

a 66)( =+ 2C NLLSVF . Quindi dal punto di vista del costo computazionale nel dominio 

del tempo, nei casi con m=3,  N ′ = 4 e N = 2 , è molto più conveniente il metodo 

combinato VF più NLLS.   

Diversamente da quanto fatto per gli esempi di linea del paragrafo precedente l’errore 

su ogni componente della rP~  è stato pesato rispetto al numero di campioni, sN , di 

frequenza in cui le componenti di rP~  sono note, lo stesso è stato fatto per la 

matrice crY . I parametri p.u.l. di questo caso di linea di trasmissione trattato sono 

presentati nella tabella 4.3.1, essa è una linea RLGC a quattro conduttori (m = 3) lunga 

d = 1 metro. 
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                                                         TABELLA  4.3.1  
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Nelle tabelle 4.3.2 e 4.3.3 sono rappresentati rispettivamente gli errori sulle 

componenti di crY  e di rP~ . La funzione obiettivo della procedura NLLS, usata per 

identificare tutte le componenti , è quella espressa dalla (4.4).  

 
 
 

TABELLA  4.3.2 
Components VF VF VF+NLLS VF+NLLS VF+NLLS 

crY  N ′ =4  N=2 N=2 i=500 N=2 i=1000 N=2 i=3000 

11 2.41e-8 7.07e-6 5.42e-6 5.29e-6 5.13e-6 
12 2.78e-8 6.72e-6 6.48e-6 6.30e-6 6.32e-6 
13 9.87e-8 7.08e-6 5.42e-6 5.29e-6 5.13e-6 
22 4.66e-8 1.79e-5 2.17e-6 2.07e-6 1.88e-6 
23 2.78e-8 6.72e-6 6.48e-6 6.30e-6 6.32e-6 
33 2.41e-8 7.07e-6 5.42e-6 5.29e-6 5.13e-6 
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TABELLA  4.3.3 
Components VF VF VF+NLLS VF+NLLS VF+NLLS 

rP~  N ′ =4  N= 2 N=2 i=50 N=2 i=500 N=2 i=1000 

11 3.79e-4 1.60e-3 1.59e-3 1.58e-3 1.58e-3 
12 3.35e-4 1.82e-3 1.81e-3 1.81e-3 1.82e-3 
13 3.79e-4 1.60e-3 1.59e-3 1.58e-3 1.58e-3 
21 4.43e-3 4.83e-3 1.98e-3 1.97e-3 1.96e-3 
22 5.48e-4 2.41e-3 2.41e-3 2.38e-3 2.37e-3 
23 3.52e-4 4.83e-3 1.98e-3 1.96e-3 1.96e-3 
31 3.79e-4 1.60e-3 1.58e-3 1.58e-3 1.58e-3 
32 4.43e-3 4.77e-3 1.81e-3 1.80e-3 1.79e-3 
33 3.79e-4 1.60e-3 1.59e-3 1.59e-3 1.58e-3 

 

 

Nelle tabelle 4.3.4 e 4.3.5 sono rappresentati rispettivamente gli errori sulle 

componenti di crY  e di rP~ , però in questo caso la funzione obiettivo della procedura 

NLLS, usata per identificare tutte le componenti, è quella espressa dalla (4.3).  

 
 
 

TABELLA  4.3.4 
Components VF VF VF+NLLS VF+NLLS VF+NLLS 

crY  N ′ = 4  N=2 N=2 i=500 N=2 i=1000 N=2 i=3000 

11 2.41e-8 7.07e-6 5.65e-6 5.44e-6 5.18e-6 
12 2.78e-8 6.72e-6 6.93e-6 6.64e-6 6.43e-6 
13 9.87e-8 7.08e-6 5.65e-6 5.44e-6 5.18e-6 
22 4.66e-8 1.79e-5 3.75e-6 3.27e-6 2.97e-6 
23 2.78e-8 6.72e-6 6.93e-6 6.64e-6 6.43e-6 
33 2.41e-8 7.07e-6 5.65e-6 5.44e-6 5.18e-6 
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TABELLA  4.3.5 

Components VF VF VF+NLLS VF+NLLS VF+NLLS 

rP~  N ′ = 4  N= 2 N=2 i=50 N=2 i=500 N=2 i=1000 

11 3.79e-4 1.60e-3 1.59e-3 1.58e-3 1.58e-3 
12 3.35e-4 1.82e-3 1.81e-3 1.81e-3 1.82e-3 
13 3.79e-4 1.60e-3 1.59e-3 1.58e-3 1.58e-3 
21 4.43e-3 4.83e-3 1.99e-3 1.97e-3 1.96e-3 
22 5.48e-4 2.41e-3 2.41e-3 2.39e-3 2.37e-3 
23 3.52e-4 4.83e-3 1.98e-3 1.97e-3 1.96e-3 
31 3.79e-4 1.60e-3 1.58e-3  1.58e-3 1.58e-3 
32 4.43e-3 4.77e-3 1.81e-3 1.80e-3 1.79e-3 
33 3.79e-4 1.60e-3 1.59e-3 1.59e-3 1.58e-3 

 

 

Per la matrice crY abbiamo che, qualunque  sia la  funzione obbiettivo scelta per 

l’algoritmo NLLS, su tutte le componenti, la procedura combinata migliora i risultati 

ottenuti dal solo VF con N poli di partenza. In particolare si ha un buon risultato per la 

componente )2,2(crY  specialmente quando è scelta la funzione obbiettivo (4.4). In 

figura 4.3 riportiamo l’andamento del modulo e della fase di )2,2(crY  desiderata, e di 

quella identificata tramite  il VF con N = 2, mentre in figura 4.3 riportiamo 

l’andamento del modulo e della fase di )2,2(crY  desiderata, e di quella identificata 

tramite  il VF, con N = 2, più l’algoritmo NLLS iterato 3000 volte e avente come 

funzione obbiettivo la (4.4).  

Per la matrice rP~  si può notare che le tabelle 4.3.3 e 4.3.5 sono praticamente identiche 

questo significa che i risultati ottenuti sono indipendenti dalla funzione obbiettivo 

scelta per la procedura NLLS. Possiamo inoltre notare come la rifinitura NLLS generi 

un miglioramento dell’accuratezza, in particolar modo per le componenti 21, 23 e 32, 

confermando la validità del processo d’identificazione proposto. 
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Fig.4.3: Modulo e fase della componente )(2,2Y cr  desiderata e di quella 
identificata tramite il VF con N=2 poli.  

 

 

Fig.4.4: Modulo e fase della componente )(2,2Y cr  desiderata e di quella 
identificata tramite il VF+NLLS ,con funzione obbiettivo N = 2 i = 3000 
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Appendice A 

 

A.1 Problema dei minimi quadrati 
 

La precisione con cui viene effettuato il fitting di una funzione dipende dalla 

modalità con cui viene risolto il problema (2.12) Ax = b [51]. Abbiamo già detto 

esso è un problema sopradimensionato in cui il numero di equazioni è maggiore del 

numero delle incognite, e che viene risolto ai minimi quadrati. Adesso vediamo in 

cosa consiste il problema ai minimi quadrati. 

Il problema dei minimi quadrati lineare consiste sostanzialmente  nella risoluzione 

del seguente sistema lineare sopradimensionato, cioè con più equazioni che 

incognite: 

 

Ax = b 

 

dove ∈A ),( mn ℜℜ ,  )( nℜ∈x , )( mℜ∈b e  m ≥  n. Conviene includere il caso 

m = n perché alcuni risultati di questo capitolo, applicati alle matrici quadrate, 

saranno nuovi rispetto a quanto si è visto nei capitoli precedenti. Appare evidente 

che un tale sistema non può avere soluzione per ogni vettore )( mℜ∈b . D'altra 

parte è altrettanto evidente che per qualche vettore b ci possano essere una o più 

soluzioni. Basta infatti ricordare che, per ogni x,  il prodotto Ax )( mℜ∈  è una 

combinazione delle colonne della matrice A e quindi appartiene al  range di A, che 

sarà indicato con (A) (sottospazio di mℜ  generato dalle n colonne di A). La 

dimensione di (A) è in generale ≤ n, mentre risulta uguale ad n se e solo se le 

colonne di  A  sono linearmente indipendenti, cioè se la matrice A è di rango 
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massimo. Di conseguenza la soluzione esiste se e soltanto se b∈ (A) e, nel caso 

che esista, sarà unica se e soltanto se A ha rango massimo.  

                   

A.2 Soluzione ai minimi quadrati 
 

Dato il sistema lineare Ax = b , dove ∈A ),( mn ℜℜ , )( nℜ∈x , )( mℜ∈b e  

m ≥  n, si definisce soluzione ai minimi quadrati il vettore x tale che.  

 

  
2

2

2

2
bAybAx −≤−      ,      nℜ∈∀y                        (A.1) 

 

o, se si preferisce, tale che il corrispondente vettore Ax ∈  (A) sia di minima 

distanza da b tra tutti i vettori Ay  di (A). Il vettore Ax è detto elemento di 

minimo scarto . 

Poichè la norma euclidea è dedotta da un prodotto scalare che a sua volta definisce 

una nozione di ortogonalità in mℜ , ( )0vuvu =⇔⊥ T  è intuitivo che l'elemento 

di minimo scarto da b in (A) è la proiezione ortogonale di b su (A), cioè 

l'elemento Ax  tale che il vettore Ax-b è ortogonale ad (A). 

R (A)

col.1

col.n

col.2

0

. b

r =b-Ax
x

Ax

R m
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La condizione di ortogonalità si esprime attraverso il sistema : 

 

( ) 0bAxA =−T                                                                             (A.2)                                       

 

oppure 

 

bAAxA TT =                                                                        (A.3) 

  

con     AAT ∈ ),( nn ℜℜ  ,   x nℜ∈ , nℜ∈bA T  detto sistema di equazioni 

normali.La precedente asserzione, formulata intuitivamente, è dimostrata nel 

seguente teorema. 

Teorema 1. Supponiamo che esista un vettore  x nℜ∈  tale che : 

 

( ) 0bAxA =−T . 

 

Allora: 

                                 

2

2

2

2
bAybAx −≤−                     nℜ∈∀y  

 

Quindi se esiste una soluzione del sistema di equazioni normali, allora x è una 

soluzione dell'equazione Ax-b = 0 nel senso dei minimi quadrati. Per quanto 

riguarda la risolubilità del sistema di equazioni normali, vale il seguente teorema: 

Teorema 2. La matrice AAT  è singolare (det(A) = 0 se e solo se le colonne di A 

sono linearmente dipendenti ( cioè se A non ha rango massimo). 
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Quindi se A è di rango massimo, esiste ed è unica la soluzione ai minimi quadrati 

per ogni vettore b. Se viceversa le colonne di A sono linearmente dipendenti, ciò 

significa che esse costituiscono un sistema sovrabbondante di generatori di (A). 

Dalla matrice A si può quindi estrarre una sottomatrice ∈′A ( )nn ℜℜ ′ ,  <′n  n, le 

cui colonne siano linearmente indipendenti ed il cui range sia ancora (A). Per 

questa matrice il problema dei minimi quadrati rispetto a b ammette un’unica 

soluzione n′ℜ∈′x , e il vettore xA ′′  è l’elemento di minimo scarto da b in (A), 

che è quanto stiamo cercando. Evidentemente ogni nℜ∈x  tale che xAAx ′′= , e 

ne esistono infiniti, sarà soluzione ai minimi quadrati per l’equazione Ax=b. 

Possiamo ricapitolare dicendo che: 

1) per il sistema Ax=b l'elemento Ax di minimo scarto esiste sempre ed è unico,  

2)esiste sempre la soluzione ai minimi quadrati che si ottiene risolvendo il sistema 

di equazioni normali bAAxA TT =  la soluzione delle equazioni normali è unica se 

e solo se le colonne di A sono linearmente indipendenti .  
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Appendice B 

 

B.1 Analisi tramite la decomposizione ai valori singolari 
 

La precisione con cui il problema Ax=b viene risolto è analizzata meglio se si usa 

la decomposizione ai valori singolari (SVD) [51]. Data una matrice A i cui 

autovalori sono 021 ≥≥...≥≥ nλλλ , si definiscono valori singolari di A i numeri 

reali: 

 

ii λσ =      i = 1,...,n                                                                 (B.1)      

 

per i quali si ha ancora: 

 

0...21 ≥≥≥≥ nσσσ  .  

 

Si dimostra che per ogni matrice ∈A ),( mn ℜℜ esiste una matrice ortogonale 

∈U ),( mm ℜℜ , una matrice ortogonale ∈V ),( nn ℜℜ ed una matrice diagonale  

∈S ),( mn ℜℜ con i valori singolari nσσσ ≥≥≥ ...21  sulla diagonale, tale che:           

 

TUSVA =                                                                                    (B.2) 

T

2

1
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0
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0
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Tale decomposizione di A (B.2), detta decomposizione in valori singolari o più 

brevemente SVD  (Singular Value Decomposition), trova molte applicazioni tra le 

quali il calcolo della soluzione di norma minima per il problema dei minimi 

quadrati. 

Poiché U è ortogonale, si ha : 

 

=−=−
2

2

T2

2
bxUSVbAx  

( ) 2

2

TT2

2

TT bUxSVbxUSVU −=−=                                        (B.3) 

 

Con il cambio di variabile yxV =T  e dbU =T , si ha infine: 

 

2

2

2

2
dSybAx −=−                                                                    (B.4)                                          

 

dove  

      

( ) ++−=− ...2
111

2

2
dyσdSy                          

( ) 22
1

2 ...... mnnnn dddy +++−++ +σ                                             (B.5)            

 

E' evidente che la soluzione y che minimizza la (B.5) è data, nel caso che i valori 

singolari siano tutti non nulli, da 
n

n
n

d
y

d
y

σσ
== ∗∗ ,...,

1

1
1 ; in tal caso il residuo è 

22
1

2 ... mn dd ++= +η . Se viceversa qualche valore singolare è nullo, diciamo 0=iσ , 

allora ∗
iy  è arbitrario ed il residuo è 22

1
22 ... mni ddd +++= +η  per ogni valore di ∗

iy . 
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Le altre componenti di y* sono indipendenti dalla scelta di *
iy  e quindi il vettore y* 

di norma minima si ottiene per 0=∗
iy . Per ogni *y , il corrispondente vettore x* = 

Vy* conserva la norma di *y  e quindi x* è la soluzione di norma minima per il 

problema originale Ax = b. 

Il problema Ax = b è risolto nel Vector Fitting per individuare i poli di f(s), la 

precisione del Vector Fitting è legata alla precisione con la quale sono identificati i 

suddetti poli. Un valore singolare della matrice A è considerato piccolo se il suo 

rapporto, con il valore singolare più grande della matrice stessa, è inferiore alla 

precisione della macchina. 

In questo caso esso rende impreciso il calcolo della soluzione del problema e cioè il 

calcolo dei poli. Quindi più valori singolari piccoli ha la matrice A e più impreciso 

sarà il Vector Fitting.  

I valori singolari piccoli si possono porre uguali a zero effettuando un troncamento, 

ma questo ovviamente porterà ad un aumento del valore del residuo, come visto in 

precedenza . 
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Appendice C 

 

C.1 Gli autovalori e gli autovettori delle matrici  Λ = ZY/ 2s  
e  Π = YZ/ 2s  

 
 
Consideriamo il problema agli autovalori: 

 

Λ(s)e(s) = β(s)e(s).                                                                       (C.1) 

 

Le matrici Λ e ZY hanno gli stessi autovettori. Il generico autovalore hβ  e il 

corrispondente autovettore he  sono funzioni monodrome della variabile s, 

analitiche su tutto il piano s, tranne che in un numero finito di singolarità isolate. 

La matrice Λ ha n autovettori linearmente indipendenti ),(, . . . ),(,)( 21 sss neee  in 

ogni caso i corrispondenti autovalori sono indipendenti. Le matrici Z e Y sono 

simmetriche e, inoltre sono definite positive sull’asse reale positivo a causa delle 

proprietà generali delle matrici R, L, G, e C [7]. La matrice Λ per s tendente 

all’asse reale positivo s = σ >0, gode di tutte le proprietà della matrice LC e in 

particolare, Λ(σ) ha sempre n autovettori linearmente indipendenti 

)(),...,(),( 21 σσσ neee . Lo stesso risultato si estende al caso della matrice 

complessa tramite il prolungamento analitico di )(),...,(),( 21 σσσ neee  nel piano s. 

Inoltre, gli autovalori di Λ valutati lungo l’asse reale positivo 

)),...,), σσσ (ß(ß(ß 21 n  sono tutti reali e positivi. Invece per gli autovalori di Λ si 

ottiene una proprietà più generale a causa delle proprietà di Z e Y: Le parti reali di 
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tutti gli autovalori di Λ sono positivi nella regione Re{s} > 0σ  con 0σ < 0; il valore 

attuale di 0σ  dipende solo dalla struttura di Z(s) e Y(s). 

La matrice )(svT  

  

)()()()( 21 ssss nv eeeT MLMM= ,                                                    (C.2) 

 

è la matrice modale di Λ, cioè, 

 

 )(1 svv BTT =− Λ ,                                                                         (C.3) 

 

dove B è la matrice diagonale degli autovalori di Λ(s), 

 

)).),...,),= sssdiag n (((( 21 βββB                                                 (C.4) 

 

Notiamo che  

 

).()( 21 ssvv BTZYT =−  

 

Due differenti autovettori ie  e je  soddisfano la notevole proprietà [7]: 

 

0)()/)(( 1T =+ − sss ji eLRe .                                                          (C.5) 

            

Inoltre, possiamo sempre normalizzare il generico autovettore ie  in modo che 
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 1)()/)(s( 1T =+ − ss ii eLRe .                                                          (C.6) 

 

Siccome le matrici Z e Y sono simmetriche, allora la matrice YZ è la matrice 

aggiunta di ZY [7]. Quindi, gli autovalori di Π (s) coincidono con quelli della 

matrice Λ(s). Gli autovettori ),(, . . . ),(,)( 21 sss nggg  di Π (s) sono differenti da 

quelli di Λ(s), ma hanno le stesse proprietà. Con 

 

)()()()( 21 ssss ni gggT MLMM= ,                                                   (C.7) 

 

indichiamo la matrice modale di Π (s). 

Due differenti autovettori ig  e jg  soddisfano la notevole proprietà [7]: 

 

0)()/)(( 1T =+ − sss ji gCGg .                                                         (C.8) 

            

Inoltre, possiamo sempre normalizzare il generico autovettore ie  in modo che 

 

 1)()/)(( 1T =+ − sss ii gCGg .                                                         (C.9) 

 

Se gli autovettori di Λ(s) e Π (s) soddisfano le condizioni (C.6) e (C.9), essi 

possono sempre essere scelti in modo che 

 

),()()()( 1 sssss hhh eZg −= β                                                     (C.10) 

).()()()( 1 sssss hhh gYe −= β                                                     (C.11) 
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Siccome il generico autovalore lungo l’asse reale positivo è sempre reale e 

positivo, la funzione )(shβ  non ha punti di diramazione lungo esso. Con )(shβ  

indichiamo una funzione monodroma corrispondente alla diramazione di )(shβ  

che ha parte reale positiva per Re{s} > 0, cioè, tagliamo il piano complesso lungo 

l’asse reale negativo. Dalle relazioni (C.10) e (C.11) troviamo che le matrici modali 

iT  e vT  sono legate tra loro da: 

 

,1 ATZT vi s −=                                                                            (C.12) 

,1 ATYT iv s −=                                                                            (C.13) 

 

dove  

 

).,...,,== ndiag βββ 21(BA                                          (C.14) 
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D.1 Listati dei programmi 

 

Calcola_P.m 
 
% calcola varie definizioni della parte di funzione di propagazione P da identificare  
% (linea multiconduttore RLGC) 
% 0) Yc : ammettenza caratteristica 
% 1) Pr_old: ottenuta dalla formula P-Pp (vedi libro, pag. 248, eq. (6.191)) 
% 2) Pr_gri: definita come w0*inv(D)*P*u0 (lavoro Grivet IEEE AP 2004, eq.(12)) 
% 3) Pr_new: definita come w0*inv(D)*inv(M)*P*u0 
% 4) Pr_new_0: definita come Pr_new-eye(ndim) 
% 5) Pr_new_1: definita come Pr_new-Pr_new_asintotica 
clear all 
% ***********************DATI DELLA LINEA *********************** 
%**************** paper mittra IEEE-CAS-I nov 1992 ******************* 
ndim=3;    % numero di conduttori 
d=0.15;    % lunghezza della linea [m] 
G=zeros(ndim);   
R=diag([117,117,117]); 
L=1e -7*[3.277 0.676 0.148 
        0.676 3.236 0.676 
        0.148 0.676 3.277]; 
C=1e-10*[1.348 -0.288 -0.032 
         -0.288 1.461 -0.288 
         -0.032 -0.288 1.348]; 
%******************** CALCOLI PRELIMINARI ********************** 
Lambda0=C*L; 
Lambda1=G*L+C*R; 
[autovet_Lambda0,autoval_Lambda0]=eig(Lambda0); 
[lambda0,ind_lambda0]=sort(diag(autoval_Lambda0));    % pone gli autovalori %diLambda0 in 
ordine crescente 
for i=1:ndim 
    u0(:,i)=autovet_Lambda0(:,ind_lambda0(i));     % riorganizza le colonne della  %matrice di 
autovettori                                                                                                                
    normu0=u0(:,i)'*inv(C)*u0(:,i);  
    u0(:,i)=u0(:,i)/sqrt(normu0);                     % normalizza i vettori  
                                                                      %rispetto al prodotto u'*inv(C)*u 
end 
w0=inv(u0);                    % autovettori destri (si ha anche w0=(inv(C)*u0)' ) 

                             c=1./sqrt(lambda0);        % velocità dei modi - dielettrico non omogeneo 
T=d./c;                            % ritardi dei modi [s] 
Tmin=T(1);                     % ritardo del modo più veloce [s] 
% VALUTAZIONE TERMINI PERTURBATIVI 
lambda1=diag(u0'*inv(C)*Lambda1*u0);    % correzione all'ordine 1 degli autovalori 
b1=u0'*inv(C)*Lambda1*u0;               % correzione all'ordine 1 degli autovettori 
mu=c.*c.*lambda1/2;                     % damping factors 
diag_M=exp(-mu.*T);                     % matrice dei pesi dei ritardi 
M=diag(diag_M); 
% **************** ************ Calcolo di P************************** 
nfp=50;                        % campioni in frequenza 
fmaxp=1e10;              % banda parte regolare 
fh=10e9;                         % frequenza per la valutazione dell'andamento asintotico 
expfp=log10(fmaxp); 
fp=logspace(-3,expfp,nfp);       % asse logaritmico 
%fp=linspace(0,fmaxp,nfp);       % asse lineare 
sp=2*pi*1i*fp;       % pulsazioni per Pr   
% inizializza matrici 
P=zeros(nfp,ndim,ndim); 
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Pp=zeros(nfp,ndim,ndim); 
Pr_old=zeros(nfp,ndim,ndim); 
Pr_gri=zeros(nfp,ndim,ndim); 
Pr_temp=zeros(nfp,ndim,ndim); 
Pr_new=zeros(nfp,ndim,ndim); 
% valutazione asintotica 
sph=2*pi*1i*fh;       % pulsazione   
Zph=R+sph*L; 
Yph=G+sph*C; 
thetaph=sqrtm(Yph*Zph); 
diag_Dh=exp(-sph*T);  
Dh=diag(diag_Dh); 
Ph=expm(-d*thetaph);       
Pr_h=inv(M)*inv(Dh)*w0*Ph*u0;    % andamento asintotico reale 
% calcola P 
for i=1:nfp 
Zp=R+sp(i)*L; 
   Yp=G+sp(i)*C; 
   thetap=sqrtm(Yp*Zp); % matrice dei ritardi 
   for j=1:ndim 
       diag_D(j)=exp(-sp(i)*T(j)); 
   end 
   D=diag(diag_D);                  
%   D_2=sqrt(D); 
  P(i,:,:)=expm( -d*thetap);     % funzione P 
   Pp(i,:,:)=u0*D*M*w0;                       % parte principale Pp 
   Pr_old(i,:,:)=P(i,:,:)-Pp(i,:,:);        % calcolo di Pr_old 
  for k=1:ndim 
       for j=1:ndim 
           P_i(k,j)=P(i,k,j);  
       end 
   end 
Pr_gri(i,:,:)=inv(D)*w0*P_i*u0;            % calcolo di Pr_gri              
   temp_new=inv(D)*inv(M)*w0*P_i*u0; 
   Pr_new(i,:,:)=temp_new;                    % calcolo di Pr_new 
   Pr_new_0(i,:,:)=temp_new-eye(ndim);        % calcolo di Pr_new_0 
   Pr_new_1(i,:,:)=temp_new-Pr_h;             % calcolo di Pr_new_1 
    end 
 Pr=Pr_old; 
 Ns=nfp; 
 bigP=zeros(ndim,ndim,nfp); 
Ptra=zeros(ndim,ndim,nfp); 
Ptra(1,1,:)=Pr(:,1,1); 
Ptra(1,2,:)=Pr(:,1,2); 
Ptra(1,3,:)=Pr(:,1,3); 
Ptra(2,1,:)=Pr(:,2,1); 
Ptra(2,2,:)=Pr(:,2,2); 
Ptra(2,3,:)=Pr(:,2,3); 
Ptra(3,1,:)=Pr(:,3,1); 
Ptra(3,2,:)=Pr(:,3,2); 
Ptra(3,3,:)=Pr(:,3,3); 
bigP=Ptra; 
 save Pr bigP Ptra Ns Pr fp Pr_old Pr_gri Pr_new Pr_new_0 Pr_new_1; 
 
 
vfp.m 
% programma per effettuare il primo step dell'identificazione di Pr 
% Vector Fitting 
% 21/9/2004 
format long e; 
home; 
clear; 



Appendici 

 132 

close all; 
Nc=3; 
Ns=50; 
load Pr; 
clear i; 
symmflag=1;                %simmetria 
s=2*pi*i*logspace(-3,10,Ns); 

                       clear A; 
N=4;                      %numero di poli 
SERAstart=logspace(-3,10,N); 
%SERAstart=[-10000 -760 -210 -120 -100 -90 -80 -70 -60 -50]; 
startpoleflag=0;           %generazione poli 
for row=1:Nc 
    for col=1:Nc 
        weight(row,col,1:Ns)=1; %norm(bigP(:,row,col));       %pesi  
    end 
end 
kill=2;                    %scelta consigliata 
asympflag=1;               %D=0 E=0 
spy=1; 
logx=1; 
logy=0; 
errplot=0; 
skip=0;            %don't touch  
Niter=30; 
passiveflag=0; 
s_pass=2*pi*i*logspace(0,6,30); 
 
[SERA,SERC,SERD,SERE,A,B,C,D,E,rmserr]=... 
      mainfit(bigP,symmflag,s,N,SERAstart,startpoleflag,weight,... 
              kill,asympflag,spy,logx,logy,errplot,skip,Niter,passiveflag,s_pass);   
res=[]; 
U=[]; 
S=[]; 
V=[]; 
for i=1:N 
    R=[C(:,i) C(:,i+N) C(:,i+2*N)]; 
    [U,S,V]=svd(R); 
    sigma1=S(1,1) 
    sigma2=S(2,2) 
    sigma3=S(3,3) 
    rank(R) 
    % m porte 
    % per un dato polo, calcolo m residui di rango 1 che sommati mi danno il  corrispondente 
    % residuo di rango m 
   % calcolo il residuo corrispondente al valore singolare sigma 1 
    S(1,1)=sigma1; 
    S(2,2)=0; 
    S(3,3)=0; 
    R1=U*S*V'; 
    k1_s1(i)=R1(1,1); 
    k2_s1(i)=R1(1,2); 
    k3_s1(i)=R1(1,3); 
    k4_s1(i)=R1(2,2)/R1(1,2); 
    k5_s1(i)=R1(3,3)/R1(1,3); 
 %calcolo il residuo corrispondente al valore singolare sigma 2  
    S(1,1)=0; 
    S(2,2)=sigma2; 
    S(3,3)=0; 
    R2=U*S*V'; 
    k1_s2(i)=R2(1,1); 
    k2_s2(i)=R2(1,2); 
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    k3_s2(i)=R2(1,3); 
    k4_s2(i)=R2(2,2)/R2(1,2); 
    k5_s2(i)=R2(3,3)/R2(1,3); 
     %calcolo il residuo corrispondente al valore singolare sigma 3  
    S(1,1)=0; 
    S(2,2)=0; 
    S(3,3)=sigma3; 
    R3=U*S*V'; 
    k1_s3(i)=R3(1,1); 
    k2_s3(i)=R3(1,2); 
    k3_s3(i)=R3(1,3); 
    k4_s3(i)=R3(2,2)/R3(1,2); 
    k5_s3(i)=R3(3,3)/R3(1,3); 
end 
n_poli=length(A);  
z(1:n_poli)=A; 
z=[z k1_s1]; 
z=[z k1_s2]; 
z=[z k1_s3]; 
z=[z k2_s1]; 
z=[z k2_s2]; 
z=[z k2_s3]; 
z=[z k3_s1]; 
z=[z k3_s2]; 
z=[z k3_s3]; 
z=[z k4_s1]; 
z=[z k4_s2]; 
z=[z k4_s3]; 
z=[z k5_s1]; 
z=[z k5_s2]; 
z=[z k5_s3]; 
save startvfp0 z 
 
 
identPr.m 
% ultimo aggiornamento 17 settembre 2004 
% linea a 4 conduttori per SCEE 
% versione adatta per la sintesi ridotta 
format long e; 
clear; 
global n_poli; 
%load data; 
load Pr; 
clear j; 
Ns=50; 
% inizializzazione variabili 
n_poli=12; 
wp=2*pi*fp; 
 
save wp wp 
for k=1:(3*n_poli) 
    if k>n_poli  
        ub(k)=inf; 
    else 
        ub(k)=0; 
    end 
    lb(k)=-inf; 
end 
load startvfp0; 
%load startP; 
% while 1==1 
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%     options=optimset('TolFun',1e-18,'TolX',1e-
18,'MaxFunEvals',200000,'MaxIter',1000,'Display','iter','LevenbergMarquardt','off','Diagnostic','on')
; 
%     z=lsqnonlin('fun_Pr',z,lb,ub,options,wp,Pr,n_poli);  
%     save startP z;  
% end 
s=j*wp;   % vettore variabile complessa 
t=[]; 
res=[]; 
for i=1:n_poli 
    p(i)=z(i);  
end 
for i=1:n_poli 
    k1=z(i+n_poli); 
    k2=z(i+2*n_poli);  
    k3=z(i+3*n_poli);  
    k4=z(i+4*n_poli);  
    k5=z(i+5*n_poli);  
    res(i,:,:)=[k1 k2 k3; k4*k1 k4*k2 k4*k3; k5*k1 k5*k2 k5*k3]; 
end 
for k=1:length(s) 
    Pr_ident(k,:,:) = res(1,:,:)./(s(k)-p(1)); 
end 
for i=2:n_poli 
    for k=1:length(s) 
       Pr_ident(k,:,:) = Pr_ident(k,:,:)+res(i,:,:)./(s(k)-p(i)); 
    end 
end 
% save dataPr res p; 
Ns=length(s); 
err11=norm(Pr(:,1,1)-Pr_ident(:,1,1))/sqrt(Ns) 
err12=norm(Pr(:,1,2)-Pr_ident(:,1,2))/sqrt(Ns) 
err13=norm(Pr(:,1,3)-Pr_ident(:,1,3))/sqrt(Ns) 
err21=norm(Pr(:,2,1)-Pr_ident(:,2,1))/sqrt(Ns) 
err22=norm(Pr(:,2,2)-Pr_ident(:,2,2))/sqrt(Ns) 
err23=norm(Pr(:,2,3)-Pr_ident(:,2,3))/sqrt(Ns) 
err31=norm(Pr(:,3,1)-Pr_ident(:,3,1))/sqrt(Ns) 
err32=norm(Pr(:,3,2)-Pr_ident(:,3,2))/sqrt(Ns) 
err33=norm(Pr(:,3,3)-Pr_ident(:,3,3))/sqrt(Ns) 
%disegno Pr_ident(1,1) 
figure(1) 
subplot(2,1,1); 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Pr(:,1,1)),'b-','EraseMode','none');  
ylabel('modulo di Pr(1,1)');  
xlabel('frequenza Hz'); 
%axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Pr_ident(:,1,1)),'r-'); 
legend('desiderata','identificata');  
subplot(2,1,2); 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Pr(:,1,1)),'b-','EraseMode','none');  
ylabel('fase di Pr(1,1)'); 
xlabel('frequenza Hz'); 
%axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Pr_ident(:,1,1)),'r-'); 
pause; 
close; 
pause 
% disegno Pr_ident(1,2) 
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figure(2) 
subplot(2,1,1); 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Pr(:,1,2)),'b-','EraseMode','none');  
ylabel('modulo di Pr(1,2)'); 
xlabel('frequenza Hz'); 
%axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Pr_ident(:,1,2)),'r-'); 
legend('desiderata','identificata');  
subplot(2,1,2); 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Pr(:,1,2)),'b-','EraseMode','none');  
ylabel('fase di Pr(1,2)');  
xlabel('frequenza Hz'); 
%axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Pr_ident(:,1,2)),'r-'); 
pause; 
close; 
% disegno Pr_ident(1,3) 
figure(2) 
subplot(2,1,1); 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Pr(:,1,3)),'b-','EraseMode','none');  
ylabel('modulo di Pr(1,3)');  
xlabel('frequenza Hz'); 
%axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Pr_ident(:,1,3)),'r-'); 
legend('desiderata','identificata');  
subplot(2,1,2); 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Pr(:,1,3)),'b-','EraseMode','none');  
ylabel('fase di Pr(1,3)');  
xlabel('frequenza Hz'); 
%axis (axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Pr_ident(:,1,3)),'r-'); 
pause; 
close; 
% disegno Pr_ident(2,1) 
figure(2) 
subplot(2,1,1); 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Pr(:,2,1)),'b-','EraseMode','none');  
ylabel('modulo di Pr(2,1)');  
xlabel('frequenza Hz'); 
%axis(axis ); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Pr_ident(:,2,1)),'r-'); 
legend('desiderata','identificata');  
subplot(2,1,2); 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Pr(:,2,1)),'b-','EraseMode','none');  
ylabel('fase di Pr(2,1)');  
xlabel('frequenza Hz'); 
%axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Pr_ident(:,2,1)),'r-'); 
pause; 
close; 
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% disegno Pr_ident(2,2) 
figure(2) 
subplot(2,1,1); 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Pr(:,2,2)),'b-','EraseMode','none');  
ylabel('modulo di Pr(2,2)');  
xlabel('frequenza Hz'); 
%axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Pr_ident(:,2,2)),'r-'); 
legend('desiderata','identificata');  
subplot(2,1,2); 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Pr(:,2,2)),'b-','EraseMode','none');  
ylabel('fase di Pr(2,2)');  
xlabel('frequenza Hz'); 
%axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Pr_ident(:,2,2)),'r-'); 
pause; 
close; 
% disegno Pr_ident(2,3) 
figure(2) 
subplot(2,1,1); 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Pr(:,2,3)),'b-','EraseMode','none');  
ylabel('modulo di Pr(2,3)');  
xlabel('frequenza Hz'); 
%axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Pr_ident(:,2,3)),'r-'); 
legend('desiderata','identificata');  
subplot(2,1,2); 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Pr(:,2,3)),'b-','EraseMode','none');  
ylabel('fase di Pr(2,3)');  
xlabel('frequenza Hz'); 
%axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Pr_ident(:,2,3)),'r-'); 
pause; 
close; 
% disegno Pr_ident(3,1) 
figure(2) 
subplot(2,1,1); 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Pr(:,3,1)),'b-','EraseMode','none');  
ylabel('modulo di Pr(3,1)');  
xlabel('frequenza Hz'); 
%axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Pr_ident(:,3,1)),'r-'); 
legend('desiderata','identificata'); 
subplot(2,1,2); 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Pr(:,3,1)),'b-','EraseMode','none');  
ylabel('fase di Pr(3,1)');  
xlabel('frequenza Hz'); 
%axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Pr_ident(:,3,1)),'r-'); 
pause; 
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close; 
% disegno Pr_ident(3,2) 
figure(2) 
subplot(2,1,1); 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Pr(:,3,2)),'b-','EraseMode','none');  
ylabel('modulo di Pr(3,2)');  
xlabel('frequenza Hz'); 
%axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Pr_ident(:,3,2)),'r-'); 
legend('desiderata','identificata'); 
subplot(2,1,2); 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Pr(:,3,2)),'b-','EraseMode','none');  
ylabel('fase di Pr(3,2)');  
xlabel('frequenza Hz'); 
%axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Pr_ident(:,3,2)),'r-'); 
pause; 
close; 
% disegno Pr_ident(3,3) 
figure(2) 
subplot(2,1,1); 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Pr(:,3,3)),'b-','EraseMode','none');  
ylabel('modulo di Pr(3,3)');  
xlabel('frequenza Hz'); 
%axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Pr_ident(:,3,3)),'r-'); 
legend('desiderata','identificata');  
subplot(2,1,2); 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Pr(:,3,3)),'b-','EraseMode','none');  
ylabel('fase di Pr(3,3)');  
xlabel('frequenza Hz'); 
%axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Pr_ident(:,3,3)),'r-'); 
pause; 
close; 
 
Fun_Pr.m 
function fun_Pr=fun_Pr(z,wp,Pr,n_poli) 
p=[]; 
res=[]; 
s=j*wp;   % vettore variabile complessa 
for i=1:n_poli 
    p(i)=z(i);  
end 
for i=1:n_poli 
    k1=z(i+n_poli); 
    k2=z(i+2*n_poli);  
    k3=z(i+3*n_poli);  
    k4=z(i+4*n_poli);  
    k5=z(i+5*n_poli);  
    res(i,:,:)=[k1 k2 k3; k4*k1 k4*k2 k4*k3; k5*k1 k5*k2 k5*k3]; 
end 
for k=1:length(s) 
    Pr_ident(k,:,:) = res(1,:,:)./(s(k)-p(1)); 
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end 
for i=2:n_poli 
    for k=1:length(s) 
       Pr_ident(k,:,:) = Pr_ident(k,:,:)+res(i,:,:)./(s(k)-p(i)); 
    end 
end 
for n=1:3 
    for m=1:3 
        %obj(:,n,m)=abs(Pr(:,n,m)-Pr_ident(:,n,m))/norm(Pr(:,n,m)); 
        obj(:,n,m)=abs(Pr(:,n,m)-Pr_ident(:,n,m)); 
    end 
end 
 
fun_Pr=obj; 
 
 
CalcolaY 
% **************** paper mittra IEEE-CAS-I nov 1992 ************ 
 
ndim=3;    % numero di conduttori 
d=0.15;    % lunghezza della linea [m] 
G=zeros(ndim);   
 
R=diag([117,117,117]); 
 
L=1e -7*[3.277 0.676 0.148 
        0.676 3.236 0.676 
        0.148 0.676 3.277]; 
 
C=1e-10*[1.348 -0.288 -0.032 
         -0.288 1.461 -0.288 
         -0.032 -0.288 1.348]; 
 
Ns=50; 
fy=logspace(-3,10,Ns); 
clear j; 
s=j*2*pi*fy; 
for i=1:Ns 
   Zy=R+s(i)*L; 
   Yy=G+s(i)*C; 
   thetay=sqrtm(Yy*Zy); 
   Yc(:,:,i)=inv(thetay)*Yy;   
   Ycp=sqrtm(inv(C*L))*C; 
   Ycr(:,:,i)=Yc(:,:,i)-Ycp; 
end 
 
figure(1); 
subplot(2,1,1); 
for i=1:Ns 
    Y(i)=Ycr(1,1,i);  
end 
semilogx(fy,abs(Y) ); 
subplot(2,1,2); 
semilogx(fy,angle(Y)); 
 
figure(2); 
subplot(2,1,1); 
for i=1:Ns 
    Y(i)=Ycr(1,2,i);  
end 
semilogx(fy,abs(Y)); 
subplot(2,1,2); 
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semilogx(fy,angle(Y)); 
 
figure(3); 
subplot(2,1,1); 
for i=1:Ns 
    Y(i)=Ycr(2,2,i);  
end 
semilogx(fy,abs(Y)); 
subplot(2,1,2); 
semilogx(fy,angle(Y)); 
save Yc Yc Ycr Ycp Ns fy 
 
vfy.m 
format long e; 
home; 
clear; 
close all; 
Nc=3; 
Ns=50; 
load Yc; 
clear i; 
 
symmflag=1;                %simmetria 
 
s=2*pi*i*logspace(-3,10,Ns); 
clear A; 
N=4;                      %numero di poli 
SERAstart=logspace(-3,10,N); 
%SERAstart=[-10000 -760 -210 -120 -100 -90 -80 -70 -60 -50]; 
startpoleflag=0;           %generazione poli 
for row=1:Nc 
    for col=1:Nc 
        weight(row,col,1:Ns)=1; %norm(Ycr(:,row,col))       %pesi  
    end 
end 
kill=2;                    %scelta consigliata 
asympflag=1;               %D=0 E=0 
spy=1; 
logx=1; 
logy=0; 
errplot=0; 
skip=0;            %don't touch  
Niter=30; 
passiveflag=0; 
s_pass=2*pi*i*logspace(0,6,30); 
 
[SERA,SERC,SERD,SERE,A,B,C,D,E,rmserr]=... 
      mainfit(Ycr,symmflag,s,N,SERAstart,startpoleflag,weight,... 
              kill,asympflag,spy,logx,logy,errplot,skip,Niter,passiveflag,s_pass);   
 
res=[]; 
U=[]; 
S=[]; 
V=[]; 
for i=1:N 
    R=[C(:,i) C(:,i+N) C(:,i+2*N)]; 
    [U,S,V]=svd(R); 
    sigma1=S(1,1); 
    sigma2=S(2,2); 
    sigma3=S(3,3); 
    % m porte 
    % per un dato polo, calcolo m residui di rango 1 che sommati mi danno il corrispondente 
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    % residuo di rango m 
     
    % calcolo il residuo corrispondente al valore singolare sigma 1 
    S(1,1)=sigma1; 
    S(2,2)=0; 
    S(3,3)=0; 
    R1=U*S*V' 
    k1_s1(i)=R1(1,1); 
    k2_s1(i)=R1(1,2)/R1(1,1); 
     
    %calcolo il residuo corrispondente al valore singolare sigma 2  
    S(1,1)=0; 
    S(2,2)=sigma2; 
    S(3,3)=0; 
    R2=U*S*V' 
    k1_s2(i)=R2(1,1); 
    k2_s2(i)=R2(1,2)/R2(1,1); 
 
    %calcolo il residuo corrispondente al valore singolare sigma 3  
    S(1,1)=0; 
    S(2,2)=0; 
    S(3,3)=sigma3; 
    R3=U*S*V' 
    k1_s3(i)=R3(1,1); 
    k2_s3(i)=R3(1,2)/R3(1,1); 
end 
n_poli=length(A);  
z(1:n_poli)=A; 
z=[z k1_s1]; 
z=[z k1_s2]; 
z=[z k1_s3]; 
z=[z k2_s1]; 
z=[z k2_s2]; 
z=[z k2_s3]; 
save startvf z 
 
identYcr 
% ultimo aggiornamento 17 settembre 2004 
% linea a 4 conduttori per SCEE 
% versione adatta per la sintesi ridotta 
format long e; 
clear; 
global n_poli; 
%load data; 
load Ycr; 
clear j; 
% inizializzazione variabili 
n_poli=12; 
wp=2*pi*fy; 
save wp wp 
for i=1:Ns 
    Ycr1(i,1,1)=Ycr(1,1,i);  
    Ycr1(i,1,2)=Ycr(1,2,i);  
    Ycr1(i,1,3)=Ycr(1,3,i);  
    Ycr1(i,2,1)=Ycr(2,1,i);  
    Ycr1(i,2,2)=Ycr(2,2,i);  
    Ycr1(i,2,3)=Ycr(2,3,i);  
    Ycr1(i,3,1)=Ycr(3,1,i);  
    Ycr1(i,3,2)=Ycr(3,2,i);  
    Ycr1(i,3,3)=Ycr(3,3,i);  
end 
% t=logspace(-7,2,n_poli); 
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% z(1:n_poli)=t; 
% z((n_poli+1):(3*n_poli))=1e-3*ones(1,2*n_poli); 
for k=1:(3*n_poli) 
    if k>n_poli  
        ub(k)=inf; 
    else 
        ub(k)=0; 
    end 
    lb(k)=-inf; 
end 
load startvf 
%load startY;  
% while 1==1 
%     options=optimset('TolFun',1e-18,'TolX',1e-
18,'MaxFunEvals',200000,'MaxIter',3000,'Display','iter','LevenbergMarquardt','on','Diagnostic','on');  
%     z=lsqnonlin('fun_Ycr',z,lb,ub,options,wp,Ycr1,n_poli);  
%     save startY z; 
% end 
s=j*wp;   % vettore variabile complessa 
t=[]; 
res=[]; 
for i=1:n_poli  
    p(i)=z(i);  
end 
for i=1:n_poli 
    k1=z(i+n_poli); 
    k2=z(i+2*n_poli);  
    res(i,:,:)=[k1 k1*k2 k1; k1*k2 k1*k2*k2 k1*k2; k1 k1*k2 k1]; 
end 
for k=1:length(s) 
    Ycr_ident(k,:,:) = res(1,:,:)./(s(k)-p(1)); 
end 
for i=2:n_poli 
    for k=1:length(s) 
       Ycr_ident(k,:,:) = Ycr_ident(k,:,:)+res(i,:,:)./(s(k)-p(i)); 
    end 
end 
% save dataYcr res p; 
 Ns=length(s); 
err11=norm(Ycr1(:,1,1)-Ycr_ident(:,1,1))/sqrt(Ns) 
err12=norm(Ycr1(:,1,2)-Ycr_ident(:,1,2))/sqrt(Ns) 
err13=norm(Ycr1(:,1,3)-Ycr_ident(:,1,3))/sqrt(Ns) 
err22=norm(Ycr1(:,2,2)-Ycr_ident(:,2,2))/sqrt(Ns) 
err23=norm(Ycr1(:,2,3)-Ycr_ident(:,2,3))/sqrt(Ns) 
err33=norm(Ycr1(:,3,3)-Ycr_ident(:,3,3))/sqrt(Ns) 
pause 
% Ycr_vf=Ycr_ident; 
% save Ycr_vf Ycr_vf  
% disegno Ycr_ident(1,1) 
figure(1) 
for i=1:Ns 
    Y(i)=Ycr(1,1,i);  
    Y_id(i)=Ycr_ident(i,1,1); 
end 
subplot(2,1,1); 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Y),'b-','EraseMode','none');  
ylabel('modulo di Ycr(1,1)'); 
xlabel('frequenza Hz'); 
axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Y_id),'r-'); 
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legend('desiderata','identificata');  
subplot(2,1,2); 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Y),'b -','EraseMode','none');  
ylabel('fase di Ycr(1,1)'); 
xlabel('frequenza Hz'); 
axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Y_id),'r-'); 
pause; 
close; 
pause 
% disegno Ycr_ident(1,2) 
figure(2) 
for i=1:Ns 
    Y(i)=Ycr(1,2,i);  
    Y_id(i)=Ycr_ident(i,1,2); 
end 
subplot(2,1,1); 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Y),'b-','EraseMode','none');  
ylabel('modulo di Ycr(1,2)');  
xlabel('frequenza Hz'); 
axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Y_id),'r-'); 
legend('desiderata','identificata');  
subplot(2,1,2); 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Y),'b -','EraseMode','none');  
ylabel('fase di Ycr(1,2)'); 
xlabel('frequenza Hz'); 
axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Y_id),'r-'); 
pause; 
close; 
% disegno Ycr_ident(1,3) 
figure(2) 
for i=1:Ns 
    Y(i)=Ycr(1,3,i);  
    Y_id(i)=Ycr_ident(i,1,3); 
end 
subplot(2,1,1); 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Y),'b-','EraseMode','none'); 
ylabel('modulo di Ycr(1,3)');  
xlabel('frequenza Hz'); 
axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Y_id),'r-'); 
legend('desiderata','identificata');  
subplot(2,1,2); 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Y),'b -','EraseMode','none');  
ylabel('fase di Ycr(1,3)'); 
xlabel('frequenza Hz');  
axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Y_id),'r-'); 
pause; 
close; 
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% disegno Ycr_ident(2,2) 
figure(2) 
for i=1:Ns 
    Y(i)=Ycr(2,2,i);  
    Y_id(i)=Ycr_ident(i,2,2); 
end 
subplot(2,1,1); 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Y),'b-','EraseMode','none'); 
ylabel('modulo di Ycr(2,2)');  
xlabel('frequenza Hz'); 
axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Y_id),'r-'); 
legend('desiderata','identificata');  
subplot(2,1,2); 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Y),'b -','EraseMode','none');  
ylabel('fase di Ycr(2,2)'); 
xlabel('frequenza Hz'); 
axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Y_id),'r-'); 
pause; 
close; 
% disegno Ycr_ident(2,3) 
figure(2) 
for i=1:Ns 
    Y(i)=Ycr(2,3,i);  
    Y_id(i)=Ycr_ident(i,2,3); 
end 
subplot(2,1,1); 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Y),'b-','EraseMode','none');  
ylabel('modulo di Ycr(2,3)');  
xlabel('frequenza Hz'); 
axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Y_id),'r-'); 
legend('desiderata','VF + NLLS','VF'); 
subplot(2,1,2); 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Y),'b -','EraseMode','none');  
ylabel('fase di Ycr(2,3)'); 
xlabel('frequenza Hz'); 
axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Y_id),'r-'); 
pause; 
close; 
% disegno Ycr_ident(3,3) 
figure(2) 
for i=1:Ns 
    Y(i)=Ycr(3,3,i);  
    Y_id(i)=Ycr_ident(i,3,3); 
end 
subplot(2,1,1); 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Y),'b-','EraseMode','none');  
ylabel('modulo di Ycr(3,3)');  
xlabel('frequenza Hz'); 
axis(axis); 
grid; 



Appendici 

 144 

hold; 
semilogx(wp/(2*pi),abs(Y_id),'r-'); 
legend('desiderata','VF + NLLS','VF'); 
subplot(2,1,2); 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Y),'b -','EraseMode','none');  
ylabel('fase di Ycr(3,3)'); 
xlabel('frequenza Hz'); 
axis(axis); 
grid; 
hold; 
semilogx(wp/(2*pi),angle(Y_id),'r-'); 
pause; 
close; 
 
 
Fun_Ycr.m 
function fun_Ycr=fun_Ycr(z,wp,Ycr,n_poli) 
p=[]; 
res=[]; 
s=j*wp;   % vettore variabile complessa 
for i=1:n_poli 
    p(i)=z(i);  
end 
for i=1:n_poli 
    k1=z(i+n_poli); 
    k2=z(i+2*n_poli);  
    res(i,:,:)=[k1 k1*k2 k1; k1*k2 k1*k2*k2 k1*k2; k1 k1*k2 k1]; 
end 
for k=1:length(s) 
    Ycr_ident(k,:,:) = res(1,:,:)./(s(k)-p(1)); 
end 
 
for i=2:n_poli 
    for k=1:length(s) 
       Ycr_ident(k,:,:) = Ycr_ident(k,:,:)+res(i,:,:)./(s(k)-p(i)); 
    end 
end 
for n=1:3 
    for m=1:3 
        %obj(:,n,m)=abs(Ycr(:,n,m)-Ycr_ident(:,n,m))/norm(Ycr(:,n,m)); 
        obj(:,n,m)=abs(Ycr(:,n,m)-Ycr_ident(:,n,m)); 
    end 
end 
fun_Ycr=obj; 
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