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CONTENUTI DEL CORSO

e Formulazione de moddlo. Condizioni di
esistenza e unicita

e Soluzioni di regime stazionarie (punti di
equilibrio) e periodiche (cicli limite); soluzioni
guasi periodiche (tori). Concetto di attrattore e
bacino di attrazione.

 Stabilita delle soluzioni. Stabilita globale.

o Stabilita strutturale e biforcazioni. Principal
biforcazioni locali di punti di equilibrio e di cicli
limite. Esempi di biforcazioni globali.

o Attrattori caoticl.
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|l modello circuitale

e Gli elementi circuitali sono:

— elementi “dinamici” : condensatori e induttori;

—elementi “adinamici”: generatori indipendenti,
resistori e doppi bipoli lineari.

iC\"+IL +ig +e ++g— —< +
doppi

T Ve Vi Vo S IVRV [bipoli| V"

_|lineari|

elementi dinamici elementi adinamici

e Levariabili circuitali sono:
— per | condensatori

T _ T _ T
Ve —‘v ,...,vrb‘ q—‘ql,...,qnc‘

i —‘Il,...,lnc

— per gli induttori
T VL _

T

(p:

T

V Vv

Ne+17"°" “n.+n_ (pnc+1""’(pnc+nL

I :‘incﬂ,...,inC+nL
— per gli elementi adinamici
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Comportamento Dinamico di Circuiti Non Lineari: analisi qualitativa delle soluzioni -3



L e equazioni circuitall

e Equazioni di Kirchhoff :
S ®)i,®)=0, ¥ ()i, () =0
n h

« Equazioni caratteristiche:

—  Elementi adinamici:

Y Generatori indipendenti v, =e(t) oi, = j(t)
Y Resistori e (Vesi ;1) =0
Y Doppi bipoli lineari Hv, +Ki, =0

—  Elementi dinamici:

h (i, @it)=0
_do
Lt
%hC(VC,q;t):O
_-da
HC ot

+ le condizioni iniziali per le cariche de
condensatori ei fluss degli induttori.

VY Induttori

-

y Condensatori

[ ]
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|| sistema di equazioni circuitali e un sistema
misto, costituito da equazioni algebriche e
equazioni differenziali aderivateordinarie

0= F@C,VL,IL, )@ tE 2l equazioni

dg . o .
i I n. equazioni
%p =V, n,_ equazioni

Condizioni iniziali
qt=t,)=Q,
@t=t,) =@

g e @ (rispettivamente v e 1, ) sonole grandezze di
stato del circuito.
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L e equazioni di stato

0= F%vc,@,@,iL,vA,iA,q,cp;té 2l equazioni

!

ic = fo(a.@t), v, = f (q¢t)
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|| problema di Cauchy

?j? @@t qlt=t)= Qo,
do_ f (g, @;t), ‘P(t—t)

ot

Per la corretta posizione del problema le
funzioni f.(a,qt) e f, (g,@t) devono essere:

I. definite per ogni valoredi g e @;
Il. aunsolovalore.

Le condizioni 1. e Il. SONO necessarie, ma non
sufficienti, per [|'esistenza e [|'unicita della
soluzione. Se sono verificate diciamo che le
equazioni di stato sono in formanormale.

Un modédllo alle differenze

q(ti +At) [] fc(q('[i),(p('[i);ti )At +q(ti)’ 012
ot +4t) Of (a(t).oft): t) At + oft), ARl

At e un intervalo di tempo “sufficientemente
piccolo”, t =iAt e q(t,) = Q,, ¢t,) =
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(G, —CV, =0 BO:F(VC,iC,VL,iL,VA,iA,q,(p;t)

1 1

Jpz_uz:] E

M(v,,i5) =0\

V4—Ri4: E

Vs =€e(t)  J{
da, _ 0
at
do, _ %
4w V2
dt B
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e possibile esprimere tutte le

(v, 4V, v3:OE Attraverso queste eguazioni
grandezze circuitali e, In

0, }FCv; =0 E particolare, i, ev, in funzione
@ Li,=0] O d%ed,.
— 1
M(Vs,is) =0
v,-R,=0 | U
4 4 3
Q/5:e(t) ) B
g _; O
dt
%:VZD
dt [
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Attraverso il circuito “resistivo associato”

V, :/ql/C L =@ /L

possiamo esprimerei, e v, in funzionedi ¢, € @,.

L e equazioni di stato in formanormale

d
% = (o, .5 1)
d

%= (G, @, 1)

esistono se e solo _se il circuito “resistivo
associato” ammette una e una sola soluzione per
ogni valoredi g, e @,.

Una volta noto lo stato tutte le altre grandezze
del circuito possono essere calcolate risolvendo il
circuito resistivo associato.
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e Calcolodi i,

f (0, @) =i, =

RC L R

La funzione f,(q,,®,;t) & univocamente definita
per ogni valoredi g, e @,.
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e Calcolo di v,

La funzione f,(q,,®,) € univocamente definita
per ogni valoredi g, e @,?
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\

_\_

N
S
N\

(a) (b) (d)

* Nei cas (a) e (b) la funzione f,(q,0,) &
univocamente definita per ogni valore di
0 eaq,.

N caso (c) la funzione f,(q,0,) €
univocamente definita ma non per ogni
valoredi @,.

 Nel caso (d) la funzione f,(q,,,) & definita
per ogni valore di ¢g,e@, ma non
univocamente.

Nei cas (c) e (d) il modello circuitale non e
ben posto
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|

|

|

| & un’ goprossimazione

| i dellacurva caratteristica
: 3
|

[

w_ .

o
I

/-
— Caso(d)
\V3
,.:// I\/puoesserell modd|lo di ) E
3
My iy t
VD
Vo -

Un modello piu accurato: si considera anchela
capacita parassita di giunzione
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Un modello piu accurato

v, |
— NN/ :

R |2t L by 7

e) ) C==Vvi _ V. C=—V,

Il circuito resistivo associato del nuovo modello
ha una ed una sola soluzione per ogni valore delle
grandezze di stato.

| —(p2/L
w2l
e(t)() @v =q,/C,
vl—q/C//GD

(0, 9,) =1, = —qllRC—cpzlL+e/R
(0,0, 02) =1, =1, 415 =%+ 95(d,/C, )
fZ(ql’qp7(p2) :VZ :Vl_vp - E :qllcl _qp/Cp + E

Lefunzioni f, f, ef, sono definite univocamente
per ogni valore di ¢,,q, €®,.
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Posto

xstRN, X, = g" ORY,
0
f(x;t) = fC(q,cp;t)’ f(x;t):R"™ - RY,
f (a0,¢t)

s ha

%: f(x;t) con x(t=t,)=x,

Esistenza e unicita della soluzione

La soluzione di questo problema e unica ed

esiste per ogni t>1,? In generale, la risposta €
no.
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« Esempiol)

Consideriamo il circuito

B

con lacondizioneinizialei(t =t,) = |,. Essendo
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Bisognarisolvereil problemadi Cauchy:

di a.

—=f(i)==i° con i(t=t.)=1

L= 1()=1 (t=t)=1,
Esso ha una sola soluzione,
. . oLg” 1 L
I(t)=ggn{l,)]m—= ——, dove T=t,+ .
O=sollo)in = 0" Dal?

Questa soluzione, pero, esiste soloper t, St <T,

(D

AN

In guesta regione
non esistela soluzione

N

f, T t

Lasoluzione del circuito in esame non esiste per
T<t.
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Un criterio di esistenza

%: f(x;t) con x(t=t,)=x,

» Condizione necessaria affinché la soluzione esista
per ogni t>t, e che essa sia limitata per ogni
t > t,: non deve, come nell’esempio 1), divergere
In un intervallo di tempo finito.

E’ possibile stabilire apriori se la soluzione diverge
Inun intervallo di tempo finito?

Esempio 2)
Al
i
+ 1=,
C—— v —

resistori “ debolmente attivi”

p=vi=-Il,V
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W=Cv’* /210 M=+2/CJW, p=-I1,~2/CVW

‘%V: 03 —I V2TCAW

‘Litvs | V2TCAW

1 dw
JW dt

%(z/v_v) <1,~2IC
JW=./C/I2v

< 1,427C

di _ 1,
d C

Se | resistori sono “debolmente attivi” le
soluzioni non possono divergere in un
intervallo di tempo finito; eventualmente, esse
divergono per t - +oo,
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Esempio 3)

Consideriamo, ora, Il circuito

R

con lacondizioneiniziae v(t =t;) =\, . Si ha

dv_ . . _ ovo” dv _ _1pvp®
CE—_|,|— DED g— — .

Bisognarisolvereil seguente problemadi Cauchy:

/3
%/:f(v):1DVD1 con v(t=t))=0.

clal
Le soluzioni di questo problema sono definite per
ogni t > t, ma sono due:

v,(t) =0,
v,()=K(t-t,)", dove K=a"?(3C/2)°".
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Condizionedi Lipschitz

La funzione f(x;t): R"" - RY @& lipschitziana
rispetto alla variabile x nel dominio DO R"™ se
esiste una costante k tale che

£ (x5 ) = £ (x5 )] < Kix' = x|
per ogni (x';t) 0 D e(x";t) 0 D.

) | y=kAX

Criteri per la“lipschitzianita”

* Se le derivate parzidi of,/0x; sono ovungue
finitein D, f elipschitzianainD.

« Se f elineareatratti in D, f e lipschitziana in
D.
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%: f(x;t) con X(t=t;)=x,

Un criterio unicita
S assuma che:

i. lasoluzioneesistaper ogni t=>t, esia|x(t)|< d;

ii. lafunzione f(x;t): R"™ -~ R" sia continua e
lipschitziana rispetto alla variabile x in ogni
dominio V ={(x; t)|x(t)|< d}.

Alloralasoluzionee unicaper ogni t > t,.

Nell’esempio 3) la funzione f non e lipschitziana
In v=_0.

N

) v(t)

non e lipschitziana
\ﬂ ' y
%I V o |
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Criterio di esistenza e unicita

S assumache:

I. 1l circuito resistivo associato abbia una e una sola
soluzione per ogni valore di g e ;
Il. le curve caratteristiche degli elementi circuital
siano “regolari”;
1. gli elementi circuitale silano “ debolmente attivi”.

Allora, esiste per ogni t>1 una ed una sola
soluzione del sistemadi equazioni di stato

d
o @)
Odt - " "

che verificale condizioni inizial

(t_t ) Qo’
([('[ _to)_
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Equazione di stato con “isteres

Consideriamo il circuito
+ V. |

N

<
[
T

~~

~—

di .
L—=F(
+ - F0)
Questa equazione non e in forma normale. Un
modello piu accurato puo essere ottenuto
aggiungendo la capacita parassita di giunzione
del diodo tunnel.
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M odello con capacita parassita di giunzione del
diodo tunnel

EO ¥ c

| |
|l
<

Equazioni di stato in formanormale

Lﬂ:—Ri -v+E
at

dv .
Cpazl—g(v)
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Moc_:lello ridotto

i
+ >

v W, c-

C,=0
AV
)7 I
C, - 0
Y,

b
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Il circuito

i

O W c-

nel limite C - 0" pud essere descritto
dall’ equazione differenziale funzionale

L——F{I(t)}

dove

V| :F{i(t)}

ne 4
:' | I
A 2

e unarelazione funzionale di tipo isteretico.
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Analisi qualitativa di circuiti dinamici

|| comportamento asintotico e la stabilita delle
soluzioni di un circuito possono essere dedotte
dallo studio delle dinamiche nello spazio di stato.

« Circuitode primoordine
X = X(t)

Lo spazio di stato elaretta

| Se e
0 X(t,) X(t)

Traiettoria nello spazio di stato

>
X

traettoria
| ——De >
0 X(t,) X(t) X
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e Circuito dd secondoordine

x@zfg

Lo spazio di stato eil piano

%

X(t,)

>
X

x(t)
Traiettoria nello spazio di stato
M

X(t,)

>
X

X(t)
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e Circuitodi ordineN

X(t) = X, (t), X, (t), e Xy (1))

L o spazio di stato € lo spazio vettoriale R

X(to)

x(t)

%

Traiettoria nello spazio di stato

X(to)

t)y
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Ritratto di fase
(phase portrait)

Il “ritratto” di fasedi un circuito el’inseme
di tuttele possibili traiettorie nello spazio di
stato.

|l circuito si dice autonomo se f = f(x), altrimenti
S dice non autonomo.

1% Mot (xt)At
/ Ax = f (x)At f(x;t,)At
X S R}
X X
autonomo Nnon autonomo

—Due traiettorie distinte di  un circuito
autonomo non pPossono mai intersecar s,

—Letraiettoriedi un circuito non autonomo si
Inter secano.
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Stabilita secondo L yapunov

« Lasoluzione X =X(t) s dice che e stabile, se,
per ogni €>0 esiste un o(¢)>0 tale che per

ogni x =x(t) con [X(t,) = x(t,)|< 3 s ha
|%(t) = x(t)] < € per ogni t =1,

altrimenti s dice che éinstabile.

Zi X(t), x(t)
T
\/

T
>

Scegliendo 6 arbitrariamente piccolo E puo essere reso arbitrariamente piccolo.

(D/

e La soluzione Xx=x(t) s dice che
asintoticamente stabile, se, e stabile e

liml%() ~x(©)= 0.

2 Xx(t), x(t)
20 *—
7'? X(t)
>

Comportamento Dinamico di Circuiti Non Lineari: analisi qualitativa delle soluzioni 1-33



Stabilita secondo L agrange:
“bounded stability”

La soluzione x =x(t) s dice che e “boundedly
stable”, se, per ogni t=>t, s hache

X< M <o
dove M & una costante indipendente da x(t, ).

Possono esistere soluzioni che sono instabili
secondo Lyapunov e dgtabili, invece, secondo
L agrange.

AX (1), X" (t)
M

A X' (t)
ZBT \&/ t> ||x’(t)—x”(t)|| <K
\/ \ X"(t)

-M

K non puo essere resa arbitrariamente piccola
scegliendo il valore di ¢ arbitrariamente piccolo
(ma diverso da zero).
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Circuiti lineari tempo invarianti

Un esempio

NVNI—
e(t) <_> C—=— V(t)

|| polinomio car atteristico associato €:

R 1
A)=N+—-A+—.
p(A) T

Si assuma che le radici siano distinte, A, ZA_.
Tutte le possbili soluzioni del circuito sono
esprimibili come

— ALt A_t
X(t) =K,e™ + K e" +x,(t)

i. x, =x,(t) eunasoluzione particolare;
. le costanti K, e K_ dipendono dalle
condizioni iniziall.

L a stabilita delle soluzioni dipende solo dai
valori delle frequenze naturali A, eA_
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Congderiamo due diver se soluzioni del circuito:

a Ly At At
X(t) = K+eA | + K_eA | + X, (1),
x(t) =K, e + I_<_e — X (),
S ha
A =[%(1) - x(O) =|(K, - K. )K" +(K, - K, )e"

lim|AX =7
t - 40
Im{ A} Im{ A} A Im{A}
)\+X )\+ X )\+X
A Re{A} - Re([A} - Re{ A}

limAx(®[=0 XM limlAx(t) =

a) b) C)
Circuito Circuito stabile Circuitoinstabile
asintoticamente stabi. .

Queste sono proprieta strutturali de circuiti
lineari tempo invarianti
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b)

vi(t)
I

C)

Condizione sufficiente per la asntotica
stabilita di un circuito lineare tempo

Invariante:

. 1l circuito contiene generatori indipendenti e

elementi passivi: resistori, induttori,
condensatoril, ...:
clascuna maglia e ciascun inseme di taqglio

contengono almeno un elemento dissipativo .

Condizione sufficiente per la stabilita di un
circuito linearetempo invariante:

Il circuito contiene solo generatori
Indipendenti e elementi pass

. _CVVVT
%Llcl L,C, =L,C, =w?

V()
CILD | v(t)=v,(t)=Vsin(wt)

Un circuito che contiene oltre a elementi
passivi e generatori indipendenti, anche altri
elementi attivi, come, ad esempio, generator|
controllati e ampllflcatorl operazionali, puo
esser e instabile.
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Circuitl lineari asintoticamente stabili
Ilmlx(t) X (t)] = I|m K. e + K_e“] =0

f - +o0

I comportamento per t - +o di qualsias
soluzione del circuito e indipendente dal suo
valore iniziale: dipende solo e solo dalla
struttura del circuito e dalle forme d’onda del
generatori indipendenti.

Ciascun circuito linear e asintoticamente stabile
e caratterizzato da una soluzione di regime
permanente, X, =X, (t). Essa e unica, dipende
solo dalla struttura del circuito e dalle forme
d’ onda de generatori indipendenti e varia con
regolarita al variare del parametri.

Per qualsiasi soluzione sl hache

Iim[x(t) = xrp(t)] =

t—)+00

Per t - o« g perde qualsias correlazione con le
condizioni iniziali.
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« Generatori indipendenti stazionari L 1l
I egime per manente e stazionario;

« Generatori indipendenti  sinusoidali e
Isofregquenziali con frequenza f LI il regime
permanente e sinusoidale con frequenza f;

e Generatori indipendenti periodici  con
periodo T U il regime permanente e
periodico con periodo T;

 Generatori indipendenti quasi-periodici con
contenuto armonico negli intervalli di
frequenze 1,1,,....I, U 1l regime permanente
e guasi-periodico con contenuto armonico
negli intervalli di frequenze |, 1,,...,1..
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Comevaria il comportamento asintotico delle
soluzioni al variare del parametri del circuito?

Un circuito s dice strutturalmente stabile se |l
comportamento asintotico delle soluzioni non
varia gualitativamente per “piccole’ variazioni

del parametri.

e  Circuito lineare “ strutturalmente stahile”

—’\/\R/\/-

| R>0
e)C) ==c co0

A=-1/RC<0

e  Circuito lineare “ non strutturalmente stabile”

R S R 2 II-R‘ RD C>0
U T — R>0 R'>0

k0 R<FK
A=-1/R,C[ .
>0 R>R
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Circuiltl non lineari autonomi

Un esempio: circuito del primo ordine

R |
: C>0
E C__ V Id — g(V) R>O
— N
dv .
CE:I:IQ—Id
. E-v.
=5 la S g(v)

Queste equazioni devono essere risolte con la
condizione iniziale v(0) = V.

Analizziamo le dinamiche nello spazio di stato del
circuito.

Ritratto di fase
v(0) =V, v(0) =V,

traettorie nello spazio di stato
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Il comportamento asintotico e la stabilita delle
soluzioni dipendono solo dal tipo di curva
caratteristica del resistore non lineare.

|. Curva caratteristica monotona crescente

/\Id

1. Curvacaratteristica non monotona

/\Id

<

<
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Curva car atteristica monotona cr escente

. E-v .
g =5 vl =g(v)
k E/R s
; =
dv .
e NURI()

I,—1,>0

[]
dv/dt>0

dv/dt <0

soluzione
stazionaria
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Costruiamo il ritratto di fase

I, — 13, <0

[]
dv/dt <0

MO)SV M®)=V v0)=V,

A v
punto di equilibrio

Un nuovo concetto: I’ attrattore

|| punto di equilibrio A e un punto di attrazione
per tutteletraiettorie del circuito:

t=0 t t=c0 't t=0
—> <
— - * >
A \Y;
attrattore
Per ogni valoredi v(0) si halimv(t) =V.

{t- o0

La soluzione stazionaria v=V e asintoticamente
stabile ed e la soluzione di regime dél circuito.

Comportamento Dinamico di Circuiti Non Lineari: analis qualitativa delle soluzoni 1-44




Comevariala soluzione stazionaria del circuito
al variare del parametri?

|,
d
E, | ¢

Variain modo regolar e, secondo un andamento
del tipo

AN

~ V
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Al variare de parametri il diagrammadi fase
del circuito non varia gualitativamente !!!

E=EF - (,) >'&< .V
=R x M
VE=E, -e (.) >z\< ov
S ¢ S

|l circuito e strutturalmente stabile nel caso in
esame.
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Riassumendo, abbiamo che;

|l comportamento asintotico delle soluzioni e
Indipendente dalle condizioni Iniziali e
quindi, e unico anche quando i resistori sono
non lineari, purché le loro curve
car atteristiche sslano monotone cr escenti.

e |l circuito e strutturalmente stabile.

. || tipo di regime permanente che s
Instaura nel circuito dipende solo dalle
sor genti.

— Generatori indipendenti stazionari L il
regime permanentee stazionario.

—Generatori  indipendenti  sinusoidali e
Isofreguenziali con frequenza f L il regime
per manente e periodico con periodo 1/f: s
hala generazione di armoniche;

e eccetera... .
Tutto cio non e piu vero per i circuiti che

contengono amplificatori operazionali e
generatori controllati.
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Attraver so amplificatori operazionali e possibile

realizzar e bipoli con

curve car attristiche non

monotone
AVAYAY, y
N RX E |
-~ __Esat VI
V _'\/\/\/9_
R
R
- o

| pendenza=-R

| pendenza = R
BEgat / <«

el [N
— L__> /
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Curva car atteristica non monotona

| =——,1, =gV
a /R
v =
dv
C—=1(v)-I,(Vv
o =iV =iy )
NP o
/R e
_ I, =1, <0
g =1y >0 ™
N I, =1, <0 dv/dit <0
dv/dt>0 O | | :
dv/dt <O |
T | : >
L _ — E v
1 VRN V3% v=V
soluzioni stazionarie
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Costruiamo il ritratto di fase

E/R i
“li,—iy <0
i,—ig>0 | ]
] dv/dt <0
dv/dt >0 : .
A 1 E .
VO) =V o VOFV, VO =V V0=V,
—o .- x@—o—ék —

V) =NV, ) =V, v

punti di equilibrio

| punti di equilibrio e, quindi, le soluzioni
stazionarie, sonotre:

—1 punti di equlibrio v=V, e v=V, sono
asintoticamente stabili: “nodi” stabili;

—il punto di equilibrio v=V, e instabile,
secondo L yapunov: “nodo” instabile.
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Ritratto di fase

nodo

0 t=oo t=0 INStDIl€=0 (=0 ¢
v & Q R

\attr attorl / Y

nodo stabile nodo Stabile

Il ritratto di fase ha dueattratori: i punti A e A,.
Il punto di equilibrio Q non e un attrattore.

@ <l

¢

| bacini di attrazione

Il bacino di attrazione di un attrattore A e
I’insleme delle condizioni iniziali dalle quali
partono tutte le traiettorie che convergono,
asintoticamente, verso il punto di equlibrio A.

bacino di attrazionedi A, Q bacinodi attrazionedi A,

- e et —
0 A A, v

Il punto di equilibrio instabile Q e il punto di

separazione tra 1 bacini di attrazione degli
attrattori A e A,
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Ritratto di fase

Ov=V, v=\, v=\, V

 Le soluzioni stazionarie v=V, e v=\, sono
asintoticamente stabili;

« La soluzione stazionaria v=V, e instabile
(secondo L yapunov);

e |In questo caso il circuito ha due regimi
stazionari v=\V,ev=\;;

e« A quale da due regimi la soluzione de
circuito tende dipende solo dalle condizioni
Iniziali;

 L’inseme delle condizioni iniziali v(0)<V, e
Il bacino di attrazione del regime stazionario
v=\V, e I'inseme delle condizioni Iniziali
v(0)>V, e il bacino di attrazione del regime
stazionario v=\,.
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|| ritratto di di fasevaria qualitativamente al
variare del parametri

d?’’g

E

T 7

A nodo stabile v ﬁnodo'stabile v
i,

d’’g E
4N
E' .
. -
I I

E,

<V

‘

nodo semistabile\i v ,nodo InStabIIe |
nodo/A A v A Q ,A§ v
stabile 14,1,
E”
nodosemistallaile i /v\
N v/ :
® ® ® >o<—0—> o o e
A A V  nodo stabileA Vv
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Questo circuito non e strutturalmente
stabile

Biforcazioni

e |l comportamento qualitativo delle soluzioni
cambia a variare del parametri; in particolare,
cambia qualitativamente il ritratto di fase del
circuito.

e Questi cambiamenti prendono il nome di
biforcazioni.

| valori del parametri in corrispondenza del quall
s verificano prendono il nome di valori di
bifor cazione.
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“Saddle-node bifur cation”

E= Eiéhsaddlenodeﬁ

bifurcation v

E:E2

A A v

E=f —— 20—

-5 e

B S-S

A QA v

VE:ES %&%‘ﬁa} Q Ag >

— n

- N A

=5 saddie-node 7 A~ v
E = E ———————bifurcation

Biforcazione a “ ripiegamento”
(folding bifurcation)

\ . . .
v soluzione stazionarie
stabi I_| | |
- --- soluzione stazionaria

Rl IS Instabile

AN

= E, E
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Un altro esempio di biforcazione

L1+ i/OI
2
vi0O)=V, C=—— R V A

=11 -i,(v)
() ==VIR i,(v) = (v
O \ ’\id

\

0, . Ayl
. r /|d
/ "/ v
G> ‘Gdiff ‘ G= ’Gdiff ‘ G< ‘Gdiff‘
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Al variaredi G cambiall ritratto di fase

N gl I Myl

Alygsl,

/"

G >:|GOliff | G :”Gdiff |

>
Vv

G <i|Gdiff |

W=)=0 v v(®)=0 Vy(@)=-V v@)=V

“Saddle-node bifur cation”

G, <Gy | —Do&——0—>e&——
A

GZ < Gdiff

G,<|G, | —De€qDe&——
G, = Gy %

\ 2 A
G > ‘Gdiff ‘ H@M
G, > ‘Gdiff ‘ ﬁH
A Y
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“Saddle-node bifur cation”

G <[Gyrr | Do&—Q—Do&—>
A

. Q T A v

G, <|Gyy W

- e g e —

o on| — >
A

G > ‘Gdlff ‘ ﬁ@ﬁ
Ge > ‘Gdlff ‘ HM

Bifor cazione a “ for cone’
(pitchfork bifurcation)

Vv ____ soluzione stazionarie
stabili

---- soluzione stazionaria

Instabile
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Quando le curve caratteristiche del resistori
sono non monotone il circuito non €
strutturalmente stabile. Esso puo avere:

e soluzioni instabili, secondo Lypunov;
e piuregimi permanenti;
e biforcazioni.

Le soluzioni di regime di un circuito
autonomo del primo ordine sono solo di tipo
stazionario.
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Un circuito del primo ordine puo avere piu di un
regime permanente se contiene resistori con
curve caratteristiche non monotone, €/o
amplificatori operazionall, generatori
controllati, ... . A quale regime il circuito tende
dipende solo dalle condizioni iniziali.

Biforcazioni
I regime permanente puo cambiare
gualitativamente al variare del parametri del
circuito.

G <

Q)

it | —DeE—0——>e&—>
v \
diff a s a s
diff a s a é
+
diff a é E
diff a 5
diff > e 6 ;

Cosa accade al crescereddla dimensione
dello spazio di stato ?

o
N\
®

&
A
0,

o
vV
00O O
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Circuito autonomo del secondo ordine

__________

rd

i + |;|i N id = g(V)

VA /

N\

L
R C—=——v

v(0) =\,
1(0) =1,

\Y

L e equazioni di stato del circuito sono:

%Lﬂ -1y
e =i - )
7t

Analizziamo il comportamento delle soluzioni
nello spazio di stato del circuito
A

tralettoria

X(1) /’2

N
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Stabilita secondo Lagrange

Energia immagazzinata nel circuito:

W:ELi2+1Cv2.
2 2

Potenza assorbita dagli elementi adinamici:
P=p,+p,=Ri’+iyV.
Dalla conservazione delle potenze s ha:

aw_ _
dt
R>0 eil bipolo N e asintoticamente passivo

\

l4

Ps <O |
. %)d>0
\/

pp(/t
_'V Py <0,

Vv
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P>0 P>0

All'esterno della regione A la derivata
dell’energia immagazzinata € minore di zero.
Di conseguenza, le grandezze di stato del
circuito sono limitate per ogni istante di
tempo,

X(t)<sM .
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Spazio di stato

4( traiettoria

>
-/ v
Per un At sufficientemente piccolo s ha

Av DﬁAt, Al DﬂAt.
dt dt

Equazioni di stato

. i
v (iv)S———v
con (1Y) G

ic(lLv)=i-g(v)

|
i) >0 i(i,v)=0
\\ \\ G
\ \\ l, N/
V/\ ~\_ N/ ~
7 \‘ \\ = — rd
\ /I\ N~ \Y
\\[\\ - \/ ~
VL(i’V):O /I\\ \\
/ N
IC(I’Y)<O A\
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GO = dg/dv‘vzo
Due situazioni notevoll

G>(G,|
dt|™ dt'™  dt'" at '
Tre soluzioni stazionarie Una soluzione
stazionaria
/\V
é
_\7: G =[G,
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Consideriamo la pendenza della curva G iIn
corrispondenza del punti di equilibrio P, e P.

G, =dg/dv,

« Per 0<G<Gs haG, =0.

* Per G<G<|G,|si haG, <0 con [G,|<G.
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Consideriamo le situazioni nellequali G<|G,| e
G, >0

Al

o condizioneiniziale

$ ? —> Av [(dv/dt)At
—> Ai O(di /dt)At

Esistono tre punti di equilibrio, P.=(V,-1),
P=(0,00eP =(-V,I):

— 1 punti di equilibrio P, e P. sono attrattori; le
soluzioni stazionarie v=V,i=-| e
v=-V, I =1 sono asintoticamente stabili.

— P, eun punto di equilibrio instabile a “sella”;

!a sqluzione stazionaria v=0,1=0 e
Instabile, secondo L yapunov.
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Consideriamo le situazioni nellequali G<|G,| e
G, <0

xJ

| o condizioneiniziae

. —> Av(dv/dt)At
S —> Al O(di /dt)At
_/I —> AX G

<V

Esistono tre punti di equilibrio, P.=(V,-1),
P=(0,00eP =(-V,I):
— B, eun punto di equilibrio instabile a “sella”;
la soluzione stazionaria v=0,i=0 €
Instabile, secondo Lyapunov.

— | due punti di equlibrio P. e P sono
attrattori ? Bisogna studiarne la stabilita
attraverso altri metodi.
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Consideriamo, infine, le situazioni nelle quali
G>(G,|

X o condizioneiniziae

—> Av U(dv/dt)At
—> Ai O(di /dt)At

(L i’ Y —> AX

Esiste un solo punto di equilibrio, P, =(0,0):

— Il punto di equlibrio B, & un attrattore?

Bisogna studiarne la stabilita attraverso altri
metodi.
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Studio della stabilita del punto di equilibrio P,

Quando il punto di funzionamento del bipolo N s
trova nell’intorno dell’origine (v=0,i,=0), il
comportamento del circuito puo  essere

adeguatamente descritto attraverso il modello
linearizzato

lg My
>
+
_ G,
1
%L d_ 1 iy
3 d G
dv .
DC_ ‘GO’V

]
|| polinomio caratteristico associato e

)= x <AL G, ,17[GI/G
DLG C LC
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JCIL, G, = GDZI|GO|

¢« 0<G<|G,|OB<0: le frequenze naturali sono

real.
1 1a|p
+ | +| - |[|IG<GO A_<OA, >0
+ |- -11G>G.0 A_<0,A, >0
- G=|G,|0 B=0

IGI(

A=0,A=2(G-G,)
C

« G>|G,|0 B>0: le frequenze naturali sono, in
generale, complesse coniugate.

1 10|
+ | +| + [|G<G.0 Re{A} <0
+ | - | +]|6>G6.0 Re{A} >0
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Studio della stabilita dei punti di equilibrio P,

Quando il punto di funzionamento del bipolo N s
trova nel’intorno del punto di  equlibrio
P=(+V,-1) o P =(-V,I) il comportamento del
circuito puo essere adeguatamente descritto
attraverso il modello linearizzato

—W > o
L +
1 5 \G /
P eV se TR/
_ G| N
1

|| polinomio caratteristico associato e
1+ G, /G
+ LN
LC

1 G,
A) =N 4o+
p(A) O G C[ﬁ\

Se G, >0 le due frequenze naturali hanno
parte reale negativa e i punti di equlibrio P. e
P. sono asintoticamente stabili.

0<G<GO G, >0
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G<G<|G,|O G, <0
G,|<G <G,
“C/L’ Gc EGD2/|GO|’ Gct E|(':"O|G"c/|Gw_L|2Gc

1-1G,|/G
A) =N A =
» =

Essendo [G,|<G s ha che B=0: le frequenze
naturali sono, in generale, complesse coniugate.

GD

1 a|p

+| +|G<G.,0 Re[A} <0
= +1G>G.0 Re{A} >0

+|+

Per G,>|G,| s ha sempre G<G, <|G,|, di
conseguenza i punti di equlibrio P, e P, sono
sempre asintoticamente stabili.

Per G, <|G,| pudo accadere che G>|G,| In
gueste situazioni | punti di equlibrio P, e P,
sono instabili, secondo Lyapunov.
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Consideriamo le situazioni nelle quali G, >|G,|

— P, e P.sono asintoticamente stabili;
— per il puntodi equlibrio B s ha:

/\|m{)\} ; A Y ; /
Al AL | X
e K== 1=X—XK> —X> | g
Re{A} 1 | | X
. } .' >
0 Gy G G, G
v ><>|A< , ;
+V X
G

()

soluzioni stazionarie
asintoticamente stabili
———- Soluzione stazionaria
Instabile

« Par 0<G<|G,| esistono tre soluzioni

stazionarie: due sono asintoticamente stabili
ed una einstabile

 Per |G|<G<G, esiste una sola soluzione
stazionaria ed e asintoticamente stabile;

e Pa G.<G edsste una sola soluzione
stazionaria ed einstabile.

Comportamento Dinamico di Circuiti Non Lineari: analisi qualitativa delle soluzioni |-74



X >
> 3,
o>

—
X,

@)
| —
%HO_O_ -
@

« Per G<|G,| gli attrattori P, e P. sono due nodi
stabili; P, e un punto a sella.

¢ Per |G,|<G<G. l'attrattore P, & un nodo
stabile.

Per G =|G,| si hauna*“saddle-node bifurcation”.
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o Per G.<G<G, il punto P, eun “fuoco” stabile.

e Par G.<G R, e un “fuoco” instabile e le
traettorie tendono asintoticamente a ciclo
limite.

Per G =|G,| si hauna“bifor cazione di Hopf”.
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Biforcazione di Hopf

Per |G,|<G <G, I"'unico punto di equilibrio del
circuito, B, e un fuoco stabile: e I’attrattore
di tutte le soluzioni del circuito.

)\+><A }\+>A< 1 X)\+

A
A_X ) XA _ S
G, G
A G=G, le frequenze naturali del modello
linearizzato, nell’'intorno di P, attraversano
I’asse immaginario e cambia bruscamente il tipo
di regimedel circuito: R, eun centro.

\Z

i
attr attore
A

Per G, <G PR, e un fuovo instabile. 1l ciclo limite
e l’attrattore di tutte le soluzioni ddl circuito.
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Ciclolimite

|| ciclo limite nasce dalla competizione di due
meccanismi contrastanti:

per -V<v<+V j| bipolo N fornisce
potenza al condensatore e all’induttore,
oltre che al resistore lineare, causando cosi
I’espansione delle traiettorie e il loro
movimento verso la regione dove lo stesso N
e“passivo’;

per v<-V e v>+V,  oltre al resstore
lineare, anche N  assorbe potenza dal

condensator e e dall’induttore, causando cosi
la contrazione delle traiettorie e il loro

ritorno nellaregionedove N e “attivo”.
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i
attr attore
A

Quando |’ attrattore del circuito e un ciclo limite
Il regime per manente e di tipo periodico.

A
Vo

—Il circuito, In regime permanente, 9
comportada oscillatore.
—Nella biforcazione di Hopf [I’ampiezza

dell’oscillazionetendea zeroper G - G, .

N
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N questo circuito

TN L fe=a

R C=—v

N\

v(0) =\,
i(0)=1,

<V

<

per G, >|G,|si hanno due bifor cazioni

N
VT

. >
G G

N
N

i(t) Ti(t)

— V

Gol

f
Bifor cazione - a

L’ampiezza dell’ oscillazione tende a zero per
G- G
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Consideriamo, or a, le situazioni nelle quali

Gc < |GO|
M Im{A} 1
frequenze , ; )
naturali N7 g N 7
R,
] : g |Ci >
O Gc/\ Gc—_l— I |GO| G
frequenze
naturali P, S S
AV
v X\ I:
| l
' I
S RO IS .,
ot o . .G
'~~~ soluzioni stazionarie
-V _// asi ntoticamente stabili
——-- Soluzioni stazionarie
instabili

e Par 0<G<G, edsstono tre soluzioni

stazionarie: due sono asintoticamente stabili
ed unaeinstabile, secondo L yapunov;

 Per G, <G tuttele soluzioni stazionarie sono
Instabili, secondo Lyapunov.
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Gc < |GO|
Mim{A) I 1
frequenze
LD > XK
naturali P, Re( A} G 1:\
: . . Ici >
o) G G | Gol G

frequenze %
naturali P,

! .
' \ ciclo limite
F)_ - i » \_::\_,__ - }

1 instabile

R > e 0T
P, ciclo limite R
\ instabile

G<G(':i cx
e P e P sono due punti d equilibrio
asintoticamente stabili, nodi o fuochi; B, e un
punto a sella.
e Per G>G, sono presenti anche due cicli

limite, uno asintoticamente stabile (quello
esterno) e uno instabile (quello interno).
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G
N
Vv
P ciclo limite stabile i
SN * semi-stable
| limit cycle”
e G=G,

ciclo limite
instabile
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cicli limite/——
instabili
P

/\i

ciclolimite
stabile “ saddle

connection”
G, <G<G,

ciclo limite

f

&

G, <G<G,

cicli limite ~<

instabili

G

stabile
“}Tg,’/\ >

A%

/\I

P =
o

ciclo limite
stabile

Q;H““' > GL<G<G,
\
cicli limite :
instabili “““—F;:%h;__
,\i G = GC,_r
ciclo limite “subcritical

stabile Hopf bifurcation”

G. <G <|GO|
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Gc < |GO|

Pim{a) ,
frmuer]ze Z N/ N / N A4 ANV
1 8 /7N 7 /N7 N /N7
naturali P, RN} 1:\
, e >
0) Gc \ Gct ; |GO| G
frequenze l
naturali P, S e
>< [
G > GCi
N A
\Y

G.. <G<|Gy| G>[G|

« Per G,<G<|G,/| P. e P, sono due fuochi
Instabili, B, e un punto a sella.

« Per G>|G,| P, éunnodoinstabile.
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Per |G,|> G, in questo circuito

__________

rd A

LI g

0)=V, |

N\

iy =9(v)

i(0)=1,

<V

) =~

s hanno nuovi fenomeni di bifor cazione, alcuni
molto complessi.

® i) i)

. ihn SN

— U v UUe
& Sy G

A differenza di quando accade nelle situazioni
per lequali |G,|<G,, in questo caso I'ampiezza
dell’ oscillazione non tendea zero per G - G,,.
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Circultl non autonomi

e — ——— — — — —

—_—— e —_—— — —_— —_—— —

oo do
DLa——Rl—v+Emcos(oot) it,) = |
0 v con [

]

0
C—=i+GyVv DVto):Vo
] dt

In uno spazio di stato a tre dimensioni e possibile
ottener e una rappresentazione “ autonoma”

oo do

L—=-Ri-

E t v+ Encosly) G(t,) =1,
DCd—V:i+G con %v(to):v0 .
Dd_y:w (o)_(’oo
Oat
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Al crescere della dimensione dello spazio di
stato s arricchisce sempre piu la
fenomenologia: ad esempio, In circuiti
autonomi del terzo ordine S 0sservano
fenomeni di biforcazione piu complessi che
danno luogo anche a dinamiche caotiche.
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