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PRESENTAZIONE 

 
di Guido Trombetti 

 
 
 

Le discipline matematiche sono uno strumento prezioso per affrontare molti problemi nell’ambito 

delle scienze applicate. In particolare, sulle nozioni fondamentali di analisi funzionale si reggono gran parte 

dei modelli matematici che consentono di rappresentare efficacemente i fenomeni della realtà. 

D’altra parte, lo sviluppo delle teorie matematiche tende naturalmente alla sintesi e all’unificazione 

intorno a semplici idee di base. Un’esposizione di tali teorie che sia a sua volta rigorosa e rispettosa della 

sintesi cui si è pervenuti, darà sicuramente l’impressione di essere arrivati ad un punto di perfezione, poiché 

essa sarà completa, elegante e breve. Ma può un docente di matematica seguire questa naturale pro-

pensione quando vuole comunicare le sue conoscenze ad una platea costituita da futuri ingegneri, econo-

misti, biologi, etc.? 

Una volta Henri Lebesgue disse: “Les mathématiques ont été créés par les hommes pur leurs 

besoins et elles sont en fait un auxiliaire précieux; le professeur de mathématiques doit rester un professeur 

d’action”. Senza dubbio il docente di matematica, se vuole far crescere la capacità di penetrazione del pro-

prio insegnamento, non può limitarsi a comunicare il proprio sapere così come lo conosce, pretendendo 

che gli altri si adattino. Deve invece utilizzare una esposizione che, senza perdere rigore, tenga presente il 

livello delle conoscenze degli allievi e la terminologia adottata nelle discipline collegate. 

Il corso di Analisi Funzionale tenuto da Renato Fiorenza per circa trenta anni presso la Facoltà di 

Ingegneria dell’Università di Napoli Federico II è sicuramente un esempio di didattica della matematica 

improntata alle idee appena esposte. Non a caso, per ammissione generale, esso è considerato un impor-

tante strumento per acquisire i concetti matematici alla base dei metodi di interesse per gli ingegneri. Gli 

appunti relativi a tale corso sono stati preparati sin dal primo anno ed hanno subito nel tempo cambiamenti 

volti ad arricchirne i contenuti, soprattutto con l’obiettivo di ampliare lo spazio dedicato ad esempi. 

La lodevole ed apprezzata iniziativa del Consiglio Scientifico della Scuola di Dottorato in Ingegneria 

Industriale ha fornito all’Ateneo Federico II l’occasione per pubblicare in una forma completa questi Appunti.     

L’opera non si presenta come un tradizionale manuale di Analisi Funzionale. 

E’ abbastanza facile trovare libri che per larga parte sono dedicati ad enunciati e dimostrazioni di 

teoremi, ma con poco spazio dedicato a mettere in luce le possibili applicazioni. Negli Appunti di Renato 

Fiorenza, invece, fin dai primi capitoli, vengono introdotte tutte le strutture che saranno utilizzate (spazi 

topologici, metrici, normati, etc.) e, facendo riferimento ad alcuni significativi esempi di spazi funzionali, in 

particolare quelli di Lebesgue e di Sobolev, si mettono in evidenza le peculiarità di ciascuna di esse. Anche 

lo spettro delle informazioni reperibili è un po’ più ampio di quello tradizionalmente coperto dai testi e va 

sottolineata l’attenzione rivolta ai problemi differenziali. Per un elenco dettagliato degli argomenti trattati si 

fa riferimento all’indice che con la sua organizzazione a due livelli, dapprima un livello schematico e quindi 

uno più particolareggiato, faciliterà l’orientamento del lettore. 

Sono sicuro che questo volume continuerà ad essere punto di riferimento sia come strumento 

didattico per affrontare corsi con contenuti di analisi funzionale, sia come strumento di consultazione per 

quanti, anche non specialisti della materia, vogliano trovare rapidamente informazioni sui risultati di 

interesse. 

A Renato Fiorenza un mio personale ringraziamento per la passione e la raffinata professionalità 

con la quale ha svolto, e svolge tuttora, un’opera di diffusione della cultura matematica di rara efficacia. 





 
PREFAZIONE 

 
di Renato Fiorenza 

 
 
 

L’ obiettivo del corso di Analisi Funzionale che ho tenuto nella facoltà di Ingegneria dal 1975 per 

circa trenta anni, era quello di presentare, senza troppi dettagli, una panoramica dei concetti e dei principali 

risultati atta a sviluppare, nell’ allievo da avviare all’ attività scientifica in uno dei settori dell’Ingegneria, la 

capacità di ricercare ed approfondire nei testi di Analisi Funzionale l’ argomento che interessa ai suoi scopi, 

o addirittura il risultato che può essergli utile. 

Perciò, piuttosto che dedicare le lezioni ad una particolare struttura topologica (ad es. spazio di 

Hilbert), ho preferito introdurre appena possibile le varie strutture, ed illustrare concetti e risultati 

evidenziando di volta in volta il loro ruolo. Per rendere l’ idea, tale impostazione consente, dopo aver 

introdotto la convergenza di una successione, o la continuità di una funzione, di sottolineare le differenti 

conseguenze secondo che l’ambiente sia uno spazio vettoriale topologico, o uno spazio metrico, o uno 

spazio normato, o uno spazio di Hilbert: ad esempio consente di far notare che, mentre la continuità di una 

funzione definita in uno spazio metrico equivale alla continuità di essa “per successioni”, l’ equivalenza non 

sussiste con riferimento ad una funzione definita in uno spazio topologico qualunque. 

Ho introdotto fin dall’ inizio vari spazi funzionali, presentandoli come esempi di spazi vettoriali; suc-

cessivamente, al momento opportuno, a ciascuno è stata associata la topologia usuale, sottolineando che 

non sempre essa è generata da una norma. Per ciascuno spazio è stato specificato il significato della con-

vergenza di una successione: esso ovviamente si riflette sul significato, importante per un allievo ingegne-

re, del termine “approssimazione” riferito alla soluzione di un problema. Quanto sopra consente poi di pre-

sentare esempi di operatori lineari tra spazi funzionali diversi, e di illustrarne la continuità. 

Piuttosto che soffermarmi sulle dimostrazioni, ho preferito dare risalto ai concetti, e soprattutto 

convincere l’ allievo dell’ utilità, anche per le applicazioni, di certe nozioni astratte e di certi teoremi molto 

generali. E’ a questo scopo, ad esempio, che ho mostrato come la teoria astratta delle disequazioni varia-

zionali si applica allo studio della configurazione di equilibrio di un filo flessibile, fissato agli estremi e teso 

su un ostacolo, o di una trave incastrata e soggetta a carichi concentrati; l’ allievo viene anche a constatare 

che la costruzione di un modello matematico, adatto alla questione, richiede la conoscenza non solo di 

certe nozioni di Analisi Funzionale, ma anche e soprattutto di certi spazi funzionali. 

Avendo voluto non entrare nei dettagli, è stato possibile parlare ad esempio di soluzioni deboli delle 

equazioni differenziali, del problema di Dirichlet in forma debole, di serie di Fourier in uno spazio di Hilbert, 

di distribuzioni (in particolare quella di Dirac), di equazioni integrali, di teoria spettrale, della rap-

presentazione spettrale di un operatore lineare (compatto e autoaggiunto), di problemi di punto fisso, di 

calcolo delle variazioni: come già detto, tutto in forma “panoramica”. 
 

* * * 
 

Ho voluto accennare alla linea seguita nell’ impostazione del corso per dare così un’ idea di questi 

Appunti, che costituiscono un’ esposizione scritta delle lezioni; sono stati stampati in seguito alla delibera 

del Consiglio Scientifico della Scuola di Dottorato in Ingegneria Industriale, che ha istituito il corso di Analisi 

Funzionale. La stampa è stata realizzata sulla base di una scansione delle fotocopie degli appunti, che 

erano state distribuite agli studenti negli ultimi anni in cui ho svolto il corso. La stesura è stata effettuata nel 

1975, ma quella attuale comprende diverse aggiunte e varie modifiche apportate negli anni successivi. 



 

 

 

 

 
 In un primo momento le pagine erano state dattiloscritte e poi ciclostilate; in seguito sono state 

fotocopiate e, gradualmente negli anni, sono state modificate inserendo delle correzioni manoscritte 

(realizzate con foglietti incollati sulle fotocopie). Sono state anche aggiunte molte pagine nuove. 

 Per non modificare la numerazione delle pagine, che interviene in tutti i riferimenti, è stato neces-

sario numerare in modo autonomo quelle nuove, e talvolta creare una numerazione “doppia”, o eliminare 

qualche pagina (che perciò risulta mancante). 

 Il materiale è organizzato in modo da consentire uno studio su piani di approfondimento diversi ; ad 

esempio le dimostrazioni sono comprese fra due linee tratteggiate e quindi possono essere omesse in una 

prima lettura. 

 Il Cap. I è preceduto da alcune premesse, che constano di diciannove pagine indicate con i numeri 

racchiusi in un quadratino; dopo l’ ultimo capitolo è stata inserita un’ appendice, che comprende non solo 

qualche complemento ad argomenti esposti in precedenza, ma anche alcuni appunti che avevo scritto per 

altre occasioni, indipendenti dal corso di Analisi Funzionale. 

 Per ottenere una stesura ben organizzata occorreva effettuare una nuova esposizione, utilizzando 

quella attuale come bozza; mi è sembrato un lavoro eccessivo in rapporto al contenuto, che non è, e non 

voleva essere, quello di un libro di testo. 

 Siccome l’ indice è stato predisposto con molti dettagli e perciò consta di undici pagine     

(numerate 〈1〉, 〈2〉, ...), ho ritenuto opportuno farlo precedere da un “ indice schematico “, che per ciascun 

capitolo indica la pagina dell’ indice in cui esso si trova. E’ stato anche realizzato l’ indice analitico. 

 Desidero esprimere il mio vivo ringraziamento al rettore Trombetti per aver consentito, cosa che mi 

ha molto lusingato, la stampa degli Appunti a cura dell’ Università degli Studi Federico II, accogliendo la 

richiesta del Consiglio Scientifico della Scuola di Dottorato in Ingegneria Industriale. 

 Ringrazio anche l’ allievo Giovanni Di Fratta per gli schemi a colori delle pagine 48bis e 48ter, che 

ha realizzato durante il corso dimostrando impegno e capacità. 

 Ringrazio altresì cordialmente l’ allievo Pierpaolo Tamasi, che mi ha fornito la scansione delle foto-

copie con la relativa impaginazione: ha effettuato il lavoro anche eseguendo un accurato e paziente ritocco, 

con encomiabile zelo e di sua iniziativa dopo aver superato brillantemente l’ esame. 
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Capitolo I – Spazi topologici. 
 
 
     Introduzione. 
 
     In matematica la parola spazio, seguita sempre da un aggettivo o da un complemento 
di specificazione, sta ad indicare un insieme al quale è stato associato “qualcosa”;  più 
precisamente sta ad indicare una coppia, di cui la prima coordinata è un insieme, e la 
seconda è qualcos’altro che viene richiamato dall’aggettivo, o dal complemento, che 
segue la parola spazio: si parla di spazio numerico, spazio euclideo, spazio vettoriale, 
spazio mensurale, spazio di probabilità, spazio metrico, spazio normato, ecc. Quello di 
cui dobbiamo occuparci in questo capitolo si chiama spazio topologico, e si ottiene 
associando ad un insieme qualunque una topologia ; si tratta di un concetto astratto, che 
costituisce il pilastro su cui poggia l’Analisi Funzionale: vogliamo farlo precedere da 
un discorso preliminare, cominciando col parlare di numeri. 
  

*   *   * 
 
       Quando abbiamo a che fare con numeri che non sono interi , quasi sempre 
ricorriamo ad una approssimazione. Molte volte sopprimiamo le cifre decimali, e in 
questi casi adoperiamo la parola arrotondamento ; altre volte ne consideriamo solo 
alcune, per necessità dato che la natura umana non consente di scrivere infinite cifre 
decimali: ad esempio, quando dobbiamo calcolare l’area di un cerchio moltiplichiamo il 
quadrato del raggio per 3,14 , e spesso sorvoliamo sul fatto che il risultato non è l’area 
del cerchio, ma un valore approssimato dell’area. Se invece di moltiplicare per 3,14 
scriviamo moltiplicato π , ci illudiamo di aver calcolato l’area con esattezza, mentre in 
sostanza l’abbiamo soltanto espressa simbolicamente. 
     Riflettiamo sul significato della parola approssimazione. Il numero 3,14 è un valore 
approssimato di π a meno di un centesimo: ciò vuol dire che la differenza dei due 
numeri , in valore assoluto, è minore di 1/100 . Se rappresentiamo su una retta i numeri 
reali e consideriamo il punto che rappresenta π, i valori approssimati per difetto o per 
eccesso di questo numero, a meno di 1/100 , sono quelli dell’intervallo aperto di 
estremi π-1/100, π+1/100 . Con il linguaggio dell’Analisi Matematica, si tratta dei punti 
di un intorno del punto π. Nella lingua inglese “un intorno” si dice “ a neighbourhood “, 
adoperando una parola che significa vicinato , ed esprime il fatto geometrico che si 
tratta di punti vicini al punto π. La vicinanza è quantificata dal numero 1/100, che è la 
semidimensione dell’intorno.  
    Dunque le approssimazioni di un numero x0, o con linguaggio geometrico di un 
punto x0, sono i punti di un intorno di x0. Quando diciamo che una successione di 
numeri x1, x2,…, xn,… ha per limite il numero x0, e scriviamo 
 
  (1)                                                     lim xn = x0   , 
 
sostanzialmente diciamo che x0 può essere approssimato come vogliamo con i termini 
della successione; cioè che , se vogliamo un’approssimazione di x0 a meno di ε, cioè se 
fissiamo un intorno I di x0 di semidimensione ε, tutti i termini della successione da un 
certo indice in poi appartengono ad I e quindi realizzano l’approssimazione voluta. 
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    Ricordiamo che il significato dell’uguaglianza (1) si esprime come segue: 
 
     (2)                       ∀ I intorno di x0,  ∃ ν∈N :    n  > ν ⇒ xn∈I  .                                                       
 
    Dunque approssimare un numero x0 significa scegliere una successione di numeri 
che ha per limite x0.  
     Soffermiamoci ora sul significato di approssimazione con riferimento ad una 
funzione : ne abbiamo bisogno in diverse occasioni, perché spesso la funzione che ci 
interessa non si può esprimere, come suol dirsi, in forma chiusa , cioè non è dotata di 
espressione elementare . La parola approssimazione, riferita ad una funzione, 
contrariamente a quanto accade per un numero non ha un unico significato, ma ha 
significati diversi che dipendono dalla questione che si sta studiando. E’ opportuno 
illustrare questo aspetto con un esempio.  
      Consideriamo l’equazione differenziale nell’incognita x=x(t): 

( ) ( ) ( )x a t x b t x f t′′ ′+ + =     ,   t   ∈ [0,1] 

con le condizioni iniziali x(0) = x′(0) = 0 . Si tratta di ricercare una funzione x0(t), 
derivabile due volte nell’intervallo [0,1], tale da risultare:  

       (3)        0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t a t x t b t x t f t′′ ′+ + =    ∀ t∈[0,1]   ,      0 0(0) (0) 0x x′= = . 

      Immaginiamo di approssimare il termine noto f mediante una successione              
f1, f2, …, fn, ….  ,  nel senso che per ogni fissato t si ha lim fn(t) = f(t) (convergenza 
puntuale della successione di funzioni); immaginiamo poi di saper risolvere il problema 
solo quando nell’equazione si sostituisce  f  con  fn . Detta allora xn la soluzione trovata , 
per ogni fissato t si avrà : 

       (4)                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n nx t a t x t b t x t f t′′ ′+ + =     ,       (0) (0) 0n nx x′= =     . 

      Se per ogni fissato t risulta: 

       (5)                                            lim
n→∞

xn(t) = x0(t) , 

non è detto che risulti anche 

 (6)                             0lim ( ) ( )nn
x t x t

→∞
′ ′=   ,     0lim ( ) ( )nn

x t x t
→∞

′′ ′′=    

e quindi non è detto che dalle (4) conseguano le (3). Dunque se la successione di 
funzioni x1, x2,…, xn,… approssima x0 nello stesso senso in cui f1, f2, …, fn,… 
approssima f , non è detto che la funzione x0 sia soluzione del nostro problema. E’ 
chiaro allora che, con riferimento alla soluzione del problema considerato, il significato 
della parola approssimazione deve coinvolgere non solo la funzione (come accade con 
riferimento al termine noto), ma anche le sue derivate prima e seconda : precisamente, 
dire che la successione x1,x2,…,xn,… approssima la soluzione del problema deve                            
.       
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significare non solo che si verifica la (5), ma anche che sussistono le (6). Prima di 
proseguire il nostro discorso, rileviamo che nell’esempio in questione è utile 
considerare l’insieme S costituito da tutte le funzioni definite nell’intervallo [0,1] ed ivi 
derivabili due volte : tale insieme viene chiamato l’insieme ambiente del problema, e si 
suol dire che il problema è ambientato in tale insieme. 
     Se poi consideriamo un’ equazione differenziale di ordine 3, 4,… cambia l’insieme  
ambiente e la parola approssimazione dovrà avere un significato diverso, perché dovrà 
coinvolgere anche la derivata terza, la derivata quarta, …  Pensando ad una ulteriore 
questione, può darsi che l’insieme ambiente non coinvolga le derivate: se  
approssimando i dati riusciamo a costruire una certa successione x1,x2,…,xn,… , 
potrebbe non avere alcun interesse che per ogni fissato t la funzione xn e le sue derivate 
abbiano rispettivamente per limite x0(t) e le sue derivate calcolate in t, ma invece abbia 
interesse approssimare la funzione x(t) in media , oppure in media quadratica, cioè che 
per la successione xn  risulti: 

   (7)            lim 
1

0
0

( ) ( ) 0nx t x t dt− =∫       oppure       lim
1

2
0

0

( ) ( ) 0nx t x t dt− =∫   .      

    Allora nell’insieme ambiente la parola approssimazione dovrà significare che 
sussiste la prima delle (7), oppure la seconda. 
     Da quanto si è detto si comprende che con riferimento ad una funzione, il significato 
della parola approssimazione non può essere sempre lo stesso : detto S l’insieme in cui 
è ambientato il problema, il significato dipende dall’insieme S e dal problema che si 
vuole studiare. 
 

*  *  * 
 
      Molte volte abbiamo bisogno di approssimare anche altri oggetti : nella ricerca 
scientifica, ed anche nella pratica ad un certo livello, abbiamo bisogno di approssimare 
matrici, o vettori, o coppie di vettori, o coppie formate da un numero e da una funzione, 
oppure da una funzione e da una matrice, oppure terne di oggetti di questo tipo, e così 
via . Perciò abbiamo bisogno di parlare di limite di una successione anche se i suoi 
termini, ed il limite , non sono dei numeri ma oggetti di varia natura , elementi di un 
certo insieme S. 
     Allora riflettiamo sulla proposizione (2) , immaginando che x0 ed xn siano, invece 
che numeri, elementi dell’ insieme S in cui è ambientato il nostro problema, e che I sia 
un sottoinsieme di S : immaginiamo di aver constatato quali oggetti ci interessa 
considerare vicini ad x0, cioè quali oggetti debbano costituire nell’insieme ambiente gli 
intorni di x0 . Dopo aver deciso quali sottoinsiemi di S ci interessa chiamare intorni di 
x0 , la proposizione (2), ossia il limite di una successione, conserva il suo significato 
rigoroso: gli oggetti di un fissato intorno saranno le approssimazioni dell’oggetto x0. 
     In definitiva: se alla parola approssimazione vogliamo dare un significato preciso 
con riferimento ad un elemento x0 di un arbitrario insieme S , come abbiamo fatto con 
riferimento ad un numero, dobbiamo poter parlare di limite, oltre che per una 
successione di numeri, anche per una successione di elementi di S. Per raggiungere 
questo obiettivo, dobbiamo scegliere opportunamente , in base agli scopi da perseguire, 
i sottoinsiemi di S da chiamarsi gli intorni di un dato elemento x0 di S. 
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     Ipotizzando di aver fatto la scelta, dal significato della parola intorno , scelto per la  
questione che ci interessa, scaturiranno , oltre che la nozione di limite di una 
successione di elementi di S , tante altre nozioni, analogamente a quanto si è fatto nei 
corsi di Analisi Matematica (punto di accumulazione per un insieme, frontiera di un 
insieme, insieme chiuso, insieme aperto, ecc). 
     Peraltro, invece di partire dalla scelta degli intorni, per lo sviluppo della teoria è 
risultato conveniente supporre di avere scelto, in base al problema da affrontare, prima i 
sottoinsiemi di S da chiamarsi insiemi aperti , e poi dalla scelta ipotizzata [si badi bene: 
non abbiamo detto effettuata ] far discendere le altre nozioni, compresa quella di intorno 
di un elemento di S. Notiamo che invece nell’Analisi 2 , dove S è l’insieme dei punti del 
piano, si introducono prima gli intorni e poi gli insiemi aperti , che sono quelli a cui i 
punti della frontiera non appartengono. 
    Naturalmente la classe C dei sottoinsiemi di S che si chiameranno insiemi aperti,  
deve essere assoggettata a certe condizioni: se non c’è alcuna ipotesi, non si potrà 
dimostrare nulla e non può nascere alcuna teoria.  
 

1. Generalità. 
 

     Siano S un insieme e P(S) l’insieme costituito da tutte le parti di S. 
     Una classe C di sottoinsiemi di S, cioè una parte di P(S), si chiama una topologia 
per S quando soddisfa alle condizioni seguenti: 
 

       1. Ø∈C     e     S ∈C . 
               2.    L’intersezione di due elementi di C  , e quindi di un numero finito di     
                      elementi di C , è a sua volta un elemento di C  . 
               3.   Qualunque sia la famiglia ( )i i I

A
∈

 di elementi di C , l’insieme i
i I

A
∈
U  

                      è a sua volta un elemento di C   . 
 
         E’ importante che il lettore si soffermi sul simbolo di “famiglia” che interviene nella condizione 3. L’insieme 
degli indici può essere ad esempio uno dei seguenti: 
 

I = {1, 2, …, n} ,   I N=   ,   I = R . 
       La “famiglia” nel primo caso è una ennupla di insiemi (coppia per n=2, terna per n=3), nel secondo è una 
successione ; nel terzo ,  se Ai ≠ Aj  per i ≠ j, la totalità degli insiemi della famiglia ha la potenza del continuo. 
       Il lettore osservi che anche nel secondo e terzo caso gli insiemi della famiglia possono essere in numero finito 
(può ad es. accadere che siano tutti uguali!) : naturalmente è un’eventualità che non ha alcun interesse nella 3. 
 

        Esempi di topologie per S sono l’insieme C = {Ø, S}, che si chiama la topologia 
banale per S e l’insieme C  = P(S) , che si chiama la topologia discreta per S . 
              Se C è una topologia per S, la coppia (S,C) si chiama spazio topologico, del 
quale l’insieme S si chiama il sostegno. Gli elementi della classe C si chiamano insiemi 
aperti (o senz’altro aperti) dello spazio topologico (S,C); gli elementi del sostegno S si 
chiamano punti dello spazio, oppure punti di S. 
               La terminologia che andiamo ad introdurre si intenderà riferita allo spazio 
topologico (S,C). 
               Qualunque sia X ⊆ S, l’insieme S-X (complementare di X, o complemento di X 
rispetto ad S) sarà denotato con –X. 
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          Si definisce chiuso ogni sottoinsieme C di S tale che –C sia aperto, sicchè 
qualunque sia l’aperto A il suo complementare –A è un insieme chiuso. 

  La classe degli insiemi chiusi, diciamola Cc , gode delle seguenti proprietà: 
         
       1′.   Ø∈Cc    e     S ∈Cc .  

               2′.   Qualunque sia la famiglia ( )i i I
C

∈
 di elementi di Cc , l’insieme i

i I
C

∈
I  

                      è a sua volta un elemento di Cc . 
               3′.   L’unione di due elementi di Cc , e quindi di un numero finito di        
                      elementi di Cc , è a sua volta un elemento di Cc  . 
    
           Tali proprietà si dimostrano facilmente in base alle cosiddette leggi di De 
Morgan(1). Il lettore confronti le condizioni 2,3 imposte alla classe C , con le proprietà 
2′,3′ della classe Cc : quella che nell’una si riferisce a due insiemi [ad una famiglia di 
insiemi], nell’altra si riferisce ad una famiglia di insiemi [a due insiemi]. 
    Osserviamo che: 
 
             Qualunque siano A aperto e C chiuso, risulta  A-C  aperto e  C-A  chiuso. 
 
 -------------------- 
           DIM. Essendo A-C=A ∩ (–C), l’insieme A-C è aperto perché intersezione di due aperti . Analogamente 
l’insieme C-A è chiuso perché intersezione dell’ insieme chiuso C  e  dell’insieme chiuso –A. 
-------------------  
   

*  *  * 
 
       Consideriamo ora un punto x0 di S e un sottoinsieme I di S.  
       Si dice che I è un intorno del punto x0, quando I contiene un aperto al quale 
appartenga x0 . Di conseguenza ogni insieme che contiene un intorno di x0 è a sua volta 
un intorno di x0 . 
       La nozione di aperto e quella di intorno sono collegate dal teorema che segue. 
 
      (1.1). Un insieme è aperto se e solo se è un intorno di ogni suo punto. 
 
  -------------------------- 
         DIM. Sia X  un insieme aperto, e sia  x0  un qualunque punto di X . Allora X contiene un aperto (cioè X stesso) al 
quale x0 appartiene, e perciò X è un intorno di x0 . 
   Viceversa, supponiamo che l’insieme X sia un intorno di ogni suo punto: allora a ciascun x∈X si può associare un 
aperto Ax ⊆  X al quale x appartenga. L’unione di tutti gli insiemi Ax , diciamola Y, è un sottoinsieme di X , ed è ovvio 
che Y = X  in quanto ogni x∈X appartiene al corrispondente Ax e quindi ad Y . Dunque X è un’ unione di aperti, e 
pertanto è un aperto. 
------------------------- 
 
  --------------------------------------- 
(1) Con tale locuzione si intendono le ovvie uguaglianze: 

( )i i
i I i I

X X
∈ ∈

− = −U I          ,        ( )i i
i I i I

X X
∈ ∈

− = −I U    , 

che brevemente si possono esprimere dicendo che il complementare dell’unione è uguale all’intersezione 
dei complementari, e il complementare dell’intersezione è uguale all’unione dei complementari. 
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    Siano x0 un punto di S ed X un sottoinsieme di S.  
    Si dice che il punto x0 è interno ad X quando esiste un intorno di x0 contenuto in X .     
    L’insieme costituito dai punti interni ad X si chiama l’interno di X e si denota con                         

o
X   . 

    Si dice che il punto x0 è aderente ad X quando a ciascun intorno di x0 appartiene 
almeno un punto di X . 
    L’insieme costituito dai punti aderenti ad X si chiama la chiusura o l’aderenza di X  
e si denota con 

X  . 
  Evidentemente si ha: 

 (1)                                                        
o
X X X⊆ ⊆    . 

    
    Una caratterizzazione del’interno e della chiusura di un insieme è fornita dal teorema 
che segue. 
 
     (1.2). L’interno di un insieme X è un aperto, ed è il più grande (rispetto 
all’inclusione) degli insiemi aperti contenuti in X . La chiusura di un insieme X è un 
chiuso, ed è il più piccolo (rispetto all’inclusione) degli insiemi chiusi contenenti X. 
  Dette A  la classe degli aperti contenuti in X e C  la classe dei chiusi contenenti X , le 
precedenti asserzioni si deducono dalle uguaglianze: 

 (2)                                           
O

A
X A

∈
= U

A
     ,    C

C
X

∈
= I

C
 

---------------------------- 
      DIM. Ad ogni  punto x interno ad X si può associare un intorno Ix di x contenuto in X, e Ix contiene un aperto al 
quale x appartenga : dunque x appartiene ad un aperto contenuto in X, ossia appartiene al secondo membro della prima 
delle (2). Pertanto, con riferimento alla prima delle (2), l’insieme a primo membro  è incluso in quello a secondo 
membro. Per dimostrare l’inclusione opposta consideriamo un qualunque punto x0 dell’insieme a secondo membro. 
Siccome x0 appartiene ad un aperto A contenuto in X, l’insieme A è un intorno di x0 contenuto in X, sicchè x0  è interno 
ad X, ossia appartiene all’insieme a primo membro . La prima delle (2) è così acquisita. 
  La seconda delle (2) si stabilisce facilmente in base alle leggi di De Morgan [ cfr. nota (1) pag.5 ], dopo aver 
osservato che il complementare della chiusura di X coincide con l’interno del complementare di X. 
  E’ facile altresì dedurre dalle uguaglianze (2) la prima parte del teorema, tenendo presente la condizione 3 di pag.4 . 
-------------------------------- 
 
    Il teorema ora acquisito consente di aggiungere un’ importante precisazione alle due 
inclusioni che figurano nella (1) ; questa asserisce, per così dire, che qualunque insieme 
“ è compreso “ tra l’interno e la chiusura di esso. Orbene, sussiste il teorema: 
 
       (1.3).  Un insieme X è aperto se e solo se coincide con il suo interno, è chiuso se e 
solo se coincide con la sua chiusura. 
 
--------------------- 
        DIM. Se X è aperto, il più grande aperto contenuto in X è X stesso : ne segue, per (1.2), che X coincide con il suo 
interno. Viceversa, se X coincide con il suo interno, per (1.2) X è aperto. Per la seconda parte del teorema il 
ragionamento è del tutto analogo. 
--------------------- 
  
 
 
 

A∈ C∈
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      Siano ancora x0 un punto di S ed X un sottoinsieme di S. 
      Si dice che x0 è un punto di accumulazione per l’insieme X quando a ciascun 
intorno di x0 appartiene almeno un punto di X che sia diverso da x0 . 
      L’insieme costituito dai punti di accumulazione per X si chiama il derivato di X e 
sarà denotato con 

Dr(X)  . 
 
      Può accadere che un punto di accumulazione per X non appartenga ad X, e che un 
punto di X non sia di accumulazione per X . Un punto x0 che appartiene ad X e non è di 
accumulazione per X si chiama punto isolato dell’insieme X. 
    
      (1.4). Qualunque sia il sottoinsieme X di S, si ha: 
                           

( )X X Dr X= ∪  . 
--------------------- 
       DIM. Ogni punto di accumulazione per X è anche punto aderente ad X, sicchè risulta Dr(X) ⊆  X , e d’altra parte 

per la (1) risulta X ⊆  X : pertanto X ∪ Dr(X) ⊆  X . 

        Per dimostrare l’inclusione opposta consideriamo un qualunque punto x0 ∈ X . 
        Se x0 appartiene ad X, appartiene anche all’insieme X ∪ Dr(X)  ; se x0 non appartiene ad X, essendo punto 
aderente ad X deve accadere che a ciascun intorno di x0  appartiene un punto di X, il quale  non può essere x0 , sicchè 
x0 è di accumulazione per X e perciò appartiene  all’insieme X ∪ Dr(X). Dunque è vera  la predetta inclusione 
opposta, e con ciò l’asserto è provato. 
-------------------- 
 
      (1.5). Un insieme è chiuso se e solo se contiene il suo derivato. 
 
----------------------- 
     DIM. Tenendo conto delle (1.3),(1.4) si ha: 

X chiuso ⇔ X = X ⇔ X = X ∪ Dr(X) ⇔ X ⊇  Dr(X) . 

---------------------- 
          
 
     Si dice che x0 è un punto frontiera per l’insieme X quando x0 è aderente sia ad X  
che al complementare –X. 
     L’insieme costituito dai punti frontiera per X si chiama la frontiera di X e si denota 
con 

X∂  . 
 
     Dalla definizione stessa di punto frontiera segue che: 
 
   (3)                                       ( )X X∂ = ∂ −      ,    ( )X X X∂ = ∩ −  
  
e per la seconda delle (3) la frontiera di un insieme, essendo intersezione di due chiusi, è 
un insieme chiuso. 
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        Nelle uguaglianze che seguono ciascuna delle nozioni di chiusura e di interno viene 
collegata con la nozione di frontiera . 
 
       (1.6).  Qualunque sia X sottoinsieme di S risulta: 

  (4)                                     X X X= ∪ ∂       ,       
O
X X X= − ∂ . 

 
----------------------------- 
   DIM. Proviamo dapprima l’inclusione X ⊆ X ∪ ∂X, e perciò consideriamo un punto x0∈ X . 

   Se appartiene ad X,  il punto x0 appartiene anche ad X ∪ ∂X; se non appartiene ad X, sicchè appartiene a –X, il punto 
x0 è aderente sia ad X che a –X, quindi x0∈∂X. In ogni caso x0∈  X ∪ ∂X e con ciò l’inclusione è acquisita. Per 
dimostrare la prima delle (4) basta allora provare l’inclusione opposta, ossia X ∪ ∂X ⊆ X : ma questa consegue dalle 

(1), (3) [la seconda delle (3) implica ∂X ⊆ X ]. 
   Quanto alla seconda delle (4), basta osservare che un punto interno ad X è un punto di X e non è di frontiera per X 

[quindi 
O
X X X⊆ − ∂ ], e che un punto di X, se non è di frontiera, è necessariamente interno ad X [quindi 

o
X X X− ∂ ⊆ ]. 

------------------------- 
 
       Dalla (1.6) si deduce che: 
 
       (1.7). Qualunque sia X S⊆ , si ha: 
 
  (5)                        X chiuso ⇔ X X∂ ⊆       ,       X aperto X X⇔ ∂ ⊆ −     . 
      
        Di conseguenza : 
 
  (6)                            X simultaneamente aperto e chiuso X⇔ ∂ = Ø  . 

 
   X né aperto né chiuso ⇔  gli insiemi ( ),X X X X∩ ∂ − ∩ ∂ sono entrambi non vuoti. 
 

------------------------------------------ 
     DIM. Se ∂X ⊆ X, dalla prima delle (4) consegue X ⊆ X e quindi, essendo X ⊆  X  per la (1), si ha X = X ossia  

X chiuso [per (1.3)] .Viceversa si ha X chiuso ⇒ X = X ⊇  ∂X ⇒ X ⊇  ∂X  e con ciò la prima delle (5) è  dimostrata. 
Da essa segue subito la seconda delle (5), tenuto conto della prima delle (3). Infatti: 

X aperto ⇔ –X chiuso ⇔ ∂ (–X) ⊆  –X ⇔ ∂X ⊆  –X . 

    Proviamo ora la (6). Se X è aperto e chiuso, per le (5) si ha : 

[∂X ⊆  X  ∩  ( – X) = Ø ] ⇒ ∂X = Ø . 

   Viceversa se ∂X è vuoto, è contenuto in X e in –X, e quindi per le (5) X è simultaneamente aperto e chiuso. 
   L’ultima affermazione è ovvia conseguenza delle (5). 
---------------------------------- 
 
      Quando non occorre menzionare il sostegno e la topologia dello spazio topologico    
( S, C ) , conviene indicare quest’ultimo, come noi faremo spesso nel seguito, scrivendo 
solo la lettera S . Ciò non dà luogo ad equivoci : ad esempio è chiaro che le parole punto, 
sottoinsieme, ecc., sono riferite al sostegno, e per un eventuale riferimento alla topologia 
si può dire “la topologia di S “. 
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    In particolare si usa dire lo spazio topologico Rn (anche per n = 1) intendendo la 
coppia (Rn, C), dove C è la cosiddetta topologia usuale per Rn adoperata nell’ Analisi 
Matematica : nei relativi corsi essa viene introdotta implicitamente, ed è la classe dei 
sottoinsiemi di Rn ciascuno dei quali si può esprimere come unione di una famiglia di 
intervalli aperti di Rn [ si può dimostrare che C verifica le condizioni 1,2,3 di pag.4 con 
S = Rn ]. 
 
     OSSERVAZIONE. 
     Gli insiemi Ø, S sono simultaneamente aperti e chiusi, e sono privi di punti frontiera. 
Se S = Rn non esistono altri insiemi simultaneamente aperti e chiusi, o equivalentemente 
[ per la (6) ] altri insiemi la cui frontiera sia l’insieme vuoto. E’ naturale domandarsi se 
ciò accade in tutti gli spazi topologici: orbene, come vedremo nel n.3, la risposta è 
negativa. 
 
 
   2. Sottospazi. Spazi di Hausdorff. 
 
  Sia (S, C) uno spazio topologico, e sia S0 un sottoinsieme proprio e non vuoto di S . 
  Un insieme X S⊆  si dice aperto su S0 , o aperto in S0 [ chiuso su S0 , o chiuso in S0] 
quando si può esprimere come intersezione di S0 con un aperto [ con un chiuso ] ; ossia 
quando esiste un aperto A [ un chiuso C ] tale che : 
 

X = S0 ∩ A      [  X = S0 ∩ C  ] . 
 
   Analogamente, detto x0 un punto di S0 , un insieme I0 si chiama intorno di x0 su S0 , 
oppure intorno di x0 in S0 , quando si può esprimere come intersezione di S0 con un 
intorno di x0 ; ossia quando esiste intorno I di x0 tale che: 
 

I0 = S0 ∩ I . 
 
   Ovviamente un insieme che sia aperto su S0 , o chiuso su S0 , o intorno su S0 di un 
punto di S0 , è contenuto in S0 . 
 
   Le locuzioni dianzi introdotte derivano dal fatto che la totalità degli insiemi aperti su 
S0 , diciamola C0 , è una topologia per S0 . 
----------------------------- 
  DIM. Si tratta di verificare che sono soddisfatte le condizioni 1,2,3 di pag.4. 
                          1). Ø ∈C 0    : infatti  Ø = S0 ∩ Ø e  Ø aperto  ;   
                               S0 ∈C 0    : infatti  S0 = S0 ∩ S  e S  aperto.   
                          2). Siano B1 , B2  elementi di  C 0  , sicchè esistono due aperti A1, A2 per i quali si ha      
                                B1 = S0 ∩ A1,    B2 =  S0 ∩ A2 . Ne consegue: 
                                     B1 ∩ B2  = (S0 ∩ A1)  ∩  (S0 ∩ A2) = S0 ∩ ( A1 ∩ A2)   e  A1 ∩ A2 aperto , 
                                e pertanto B1 ∩ B2 è elemento di C 0 . 
                          3). Sia (Bi)i∈I una famiglia di elementi di C 0  ,  sicchè per ogni i∈ I esiste un aperto  
                                 Ai  per il quale si ha Bi = S0 ∩ Ai . Ne consegue: 
                                          ( )0 0i i i

i I i I i I
B S A S A

∈ ∈ ∈
= ∩ = ∩U U U  e  i

i I
A

∈
U  aperto , 

                                 e pertanto i
i I

B
∈
U  è elemento di C 0 . 

------------------------------ 
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      Orbene, la topologia C 0 si dice indotta su S0 dalla topologia C , e lo spazio 
topologico (S0 , C 0) si chiama sottospazio di (S,C) di sostegno S0 . 
      Per definizione, gli insiemi aperti del sottospazio (S0 , C0) sono gli insiemi aperti 
su S0 . Dimostriamo che anche gli insiemi chiusi del sottospazio (S0 ,C0 ) sono gli 
insiemi chiusi su S0 , e che gli intorni di un punto x0 0S∈  nel sottospazio (S0 , C0 ) 
sono gli intorni di x0 su S0 . 
 
------------------------------ 
     DIM. Si ha: 
                  X chiuso nel sottospazio (S0 , C 0 ) ⇔  S0-X aperto nel sottospazio (S0 , C 0 )  ⇔ 
                            S0-X aperto su S0  ⇔ esiste un aperto A tale che S0-X=S0 ∩ A. 
     L’ultima uguaglianza, passando ai complementari rispetto ad S0 , equivale alla seguente: 

X  = S0 - (S0 ∩ A) = S0 ∩ (–A) . 
    Siccome –A è chiuso , ciò significa che X è chiuso su S0 , e la prima asserzione è dimostrata. 
    Per dimostrare la seconda asserzione, consideriamo un punto x0∈  S0 e un intorno I0  di  x0 nel sottospazio (S0 , C 0). 
Per la definizione di intorno, l’insieme I0 contiene un insieme B, al quale x0 appartiene, aperto nel sottospazio ossia del 
tipo B = S0 ∩ A con A aperto. Notiamo che di conseguenza il punto x0 appartiene ad A. 
     Tenendo presente che S0 ∩ I0 = I0 [in quanto I0 ⊆ S0]  e che  ( S0 ∩ A) ∪  I0 = I0 [ in quanto S0 ∩ A ⊆  I0 ] , si ha : 

S0 ∩(A ∪  I0) = ( S0 ∩ A) ∪ ( S0 ∩  I0) = ( S0 ∩ A) ∪  I0 = I0 
e quindi : 
(1)                                                                    I0 = S0 ∩ (A ∪  I0) . 
    Siccome A ∪  I0  è un intorno di x0 [ dato che contiene l’aperto A al quale, come dianzi evidenziato, x0 appartiene] , 
la (1) esprime I0  come intersezione di S0 con un intorno di x0 , e perciò I0 è un intorno di x0 su S0 . 
    Viceversa, supponiamo che I0 sia un intorno di I0 su  S0, cioè che esista un intorno I di x0 tale che I0 = S0 ∩ I . Detto 
A un aperto contenuto in I al quale appartenga x0 , si ha:                         

I0 =S0 ∩ I ⊇  S0 ∩ A , 
e quindi  I0 contiene un aperto su  S0  al quale x0 appartiene. Pertanto I0  è un intorno di  x0  nel sottospazio (S0 ,C 0) . 
-------------------------------------- 
 
 
OSSERVAZIONE. 
   Sia X un sottoinsieme di S0 . 
   Ovviamente se l’insieme X è aperto [chiuso], esso è anche aperto [chiuso] nel 
sottospazio (S0 , C 0 ), perché X = 0S ∩  X e quindi X si esprime come intersezione di 0S  

con un aperto [con un chiuso]. 
   Dimostriamo che viceversa, ma solo quando il sostegno S0 del sottospazio è un insieme 
aperto [chiuso], dall’ipotesi che X sia aperto [chiuso] nel sottospazio (S0 ,C0 ) consegue 
che X è anche aperto [chiuso] . 
---------------------------- 
     DIM. Supponiamo S0 aperto. Se l’insieme X è aperto su S0, esiste un aperto A tale che X=S0 ∩ A e quindi X, 
essendo intersezione di due aperti, è un insieme aperto. Se invece S0  non è aperto, l’implicazione : 

(2)            X aperto su S0  ⇒ X aperto 
non sussiste ; infatti , se per assurdo vale la (2) , l’insieme S0 è necessariamente aperto: ciò si deduce subito 
utilizzando la (2) con X=S0 (dato che S0 è aperto su S0). 
    Analogamente si prova l’alternativa dell’enunciato, riguardante il caso S0 chiuso e X chiuso. 
--------------------------- 
 

*  *  * 
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       Mostriamo che, se C  è la topologia discreta per S (pag.4), nello spazio topologico 
(S, C ) è vera la proposizione seguente: 
                    
(3) Per ogni coppia (x,y) di punti distinti di S  
                          esistono un intorno di x e un intorno di y disgiunti. 
 
---------------------------------- 
    DIM. Basta osservare che qualunque sia x0∈S  l’insieme {x0} è un intorno del punto x0  , perché con la topologia 
discreta {x0} è un aperto al quale x0 appartiene. Pertanto, se x ed y sono punti distinti di S, gli insiemi {x} ed {y} 
sono disgiunti, e sono rispettivamente intorni di x ed y. Dunque la (3) è vera. 
-------------------------------- 
                                                           
     Invece se C è la topologia banale , nello spazio topologico (S,C ) la proposizione 
(3) è falsa, perché ciascun punto x0 di S ha un unico intorno, che è l’insieme S. 
 
     Orbene, qualunque sia la topologia C , se accade che nello spazio topologico (S, C) 
è vera la (3) si dice che (S,C ) è uno spazio di Hausdorff, oppure uno spazio 
separato. La proposizione (3) viene detta l’assioma di Hausdorff. 
      Ricordiamo che in Analisi Matematica la (3) interviene nella dimostrazione 
dell’unicità del limite di una successione di numeri reali, o di punti di Rn, nonché nella 
dimostrazione dell’unicità del limite di una funzione di una o più variabili. Quando 
introdurremo la nozione di limite per una successione di punti di uno spazio topologico, 
e per una funzione definita in uno spazio topologico e a valori in uno spazio topologico, 
vedremo che per dimostrare l’unicità occorre l’ipotesi che lo spazio sia uno spazio di 
Hausdorff. 
      E’ importante osservare che: 

     
   (2.1). In uno spazio di Hausdorff gli insiemi costituiti da un solo punto sono chiusi; di 
conseguenza ogni insieme finito è chiuso. 
----------------------------- 
      DIM. Supponiamo che (S,C) sia uno spazio di Hausdorff. Fissato x∈S e detto Tc(x) l’insieme costituito dagli 
intorni chiusi di x [ non vuoto, dato che S è un intorno di x ] , proveremo che risulta: 
 

   (4)                                                                   
( )I U x

I
∈
I = {x} . 

     Ne seguirà che {x} è chiuso, perché la (4) comporta che {x}  è intersezione di insiemi chiusi. 
     Siccome x appartiene a qualunque intorno di x, il secondo membro della (4) è incluso nell’insieme a primo 
membro, e perciò basta dimostrare che quest’ultimo è incluso in {x}; cioè che un  punto y appartenente a tutti gli 
intorni chiusi di x necessariamente coincide con x. Procedendo per assurdo, ammettiamo che sia y ≠ x. 
     Per l’assioma di Hausdorff esistono allora un intorno Ix di x e un intorno Iy di y disgiunti. Sia A un aperto , al 
quale appartenga y, contenuto in Iy (esistente per la definizione di intorno). Ciascun punto di Ix non appartiene ad A   
( in quanto A ⊆ Iy e  Ix , Iy sono disgiunti ), sicchè Ix ⊆ –A  e perciò –A, contenendo un intorno di x, è a sua volta un 
intorno di x, anzi è un intorno chiuso di x ( dato che A è aperto). Pertanto y ∈ –A ( in quanto y appartiene a tutti gli 
intorni chiusi di x) , in contrasto con l’ipotesi fatta che y appartenga ad A. 
--------------------------- 

 

 

 

 

 Tc(x)
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     3. Sottoinsiemi connessi di uno spazio topologico; sottoinsiemi compatti e 
sottoinsiemi precompatti. 
 
    Siano (S, C) uno spazio topologico ed S0 un sottoinsieme non vuoto di S. 
    Consideriamo una parte X propria e non vuota  
di S0: per fissare le idee, si pensi alla parte di  
colore più chiaro dell’insieme S0 disegnato 
qui accanto. 
     Diremo che X è una parte staccata di S0 , 
quando esiste un aperto A contenente X e disgiunto da S0-X .  
     Nel caso della figura, S0-X è la parte di S0 di colore più scuro, ed è intuitivo che gli 
insiemi X, S0-X sono entrambi parti staccate di S0 : pertanto, con riferimento all’insieme 
S0 della figura, esiste una partizione di S0 , appunto {X, S0-X}, costituita da due parti 
staccate. Perciò tale insieme non è connesso, conformemente alla definizione che segue. 
     Diremo che S0 è un insieme connesso quando è vera la proposizione seguente: 

     Non esiste alcuna partizione di S0 costituita da due parti staccate . 
 
    Di conseguenza, dire che un insieme S0 non è connesso significa che esiste una parte 
staccata di S0 , diciamola X, tale che S0-X sia a sua volta una parte staccata. 
    E’ opportuno ribadire che una parte staccata di un insieme è parte propria e non vuota, 
ed è importante evidenziare che non basta l’esistenza di una sola parte staccata per dire 
che un insieme non è connesso : ad esempio si può dimostrare che è connesso l’insieme 
S0 unione di due cerchi tangenti esternamente, uno aperto e l’altro chiuso, pur essendo il 
cerchio aperto una parte staccata di S0 ( la parte rimanente, il cerchio chiuso, non è 
staccata). 
   Dimostriamo che: 
 
(3.1)  La proposizione “S0 è connesso” equivale alla seguente: non esiste alcuna 
partizione di S0 costituita da due insiemi non vuoti e aperti su S0 ( equivalentemente, da 
due insiemi non vuoti e chiusi su S0 ). 
---------------------------------- 
  DIM.  Conviene dimostrare l’equivalenza tra le negazioni delle due proposizioni. 
    Supposto S0 non connesso, sia X una parte staccata di S0 . Se A è un aperto contenente X e disgiunto da S0-X, risulta 
X=S0 ∩ A e quindi X è un insieme aperto su S0 [pag.9], non vuoto in quanto X è parte staccata di S0 ; essendo anche 
l’insieme S0-X una parte staccata di S0 , si conclude che la partizione {X, S0-X} di S0 è costituita da due insiemi non 
vuoti e aperti su S0 . Si noti che i predetti due insiemi, aperti nel sottospazio di S di sostegno S0 , sono anche chiusi nel 
sottospazio in quanto ciascuno di essi , nel sottospazio, è il complementare di un aperto. 
    Viceversa, supponiamo che esista una partizione { X1 , X2} di S0 costituita da due insiemi non vuoti e aperti su S0. 
Essendo X1 aperto su S0 , esiste un aperto A tale che X1 =  S0 ∩ A  , sicchè A contiene X1 ; d’altra parte, dalle relazioni  

A ∩ X2 ⊆  A ∩  S0 = X1 

si deduce che A ∩ X2 = ∅: infatti se esistesse un punto dell’insieme a primo membro della precedente relazione, esso 
sarebbe un punto di X2 e di X1, il che è assurdo in quanto  X1 ∩ X2 = ∅. 
  Dunque l’insieme A contiene X1 ed è disgiunto da X2 ; siccome X1 è non vuoto, ed è diverso da S0 (altrimenti sarebbe 
X2 = ∅), ne segue che X1 è una parte staccata di S0 . Analogamente si conclude che X2 è una parte staccata di S0 , e ciò 
prova che S0 non è connesso. 
----------------------------------- 
 
    Se l’insieme S0 è aperto [chiuso], dire che è connesso equivale a dire che non si può 
esprimere come unione di due aperti [chiusi] disgiunti e non vuoti : ciò si deduce dalla 
(3.1), in base all’Osservazione di pag.10. 
 

 

S0 
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    E’ importante approfondire l’eventualità che sia connesso il sostegno S dello spazio 
topologico (S,C) , nel qual caso si dice brevemente che è connesso lo spazio S. Il 
teorema che segue fornisce diverse caratterizzazioni di tale proprietà : è più semplice, 
come noi faremo, formularlo e dimostrarlo con riferimento alla negazione della proprietà 
stessa. 
 
 (3.2). Le proposizioni che seguono sono equivalenti: 
     a) lo spazio S non è connesso. 
      b) esiste una partizione di S costituita da due aperti non vuoti. 
      c) esiste una partizione di S costituita da due chiusi non vuoti. 
      d) esistono sottoinsiemi di S, propri e non vuoti, simultaneamente aperti e chiusi. 
     e) esistono sottoinsiemi di S, propri e non vuoti, la cui frontiera è l’insieme vuoto. 
----------------------------------------  
    DIM. Siccome  aperto su S ⇔ aperto , dalla (3.1) con S0=S consegue che a) ⇔ b) ⇔ c). Supponiamo ora che sia 
vera la b) : se { X1 , X2 } è una partizione di S costituita da due insiemi aperti e non vuoti, ciascuno dei due è anche 
chiuso (in quanto complementare di un aperto), ed è anche diverso da S (altrimenti l’altro sarebbe vuoto) : pertanto    
b) ⇒ d). Per provare che d) ⇒ b), supponiamo che esista un sottoinsieme X di S, proprio e non vuoto, 
simultaneamente aperto e chiuso : allora anche S-X è simultaneamente aperto e chiuso , ed è a sua volta proprio e non 
vuoto ( se fosse S-X = S [= ∅], sarebbe  X = ∅ [= S] ) : ne segue che {X, S-X} è una partizione di S costituita da due 
aperti non vuoti, e pertanto è vera la b). 
   Resta da stabilire che la e) è equivalente ad una delle proposizioni precedenti : orbene, dalla (6) di pag.8 segue 
subito che d) ⇔ e). 
 

*  *  * 
 
     L’importante nozione di insieme compatto , che in Rn equivale per definizione a 
quella di insieme chiuso e limitato, si estende ai sottoinsiemi di uno spazio topologico 
(S,C) ma non negli stessi termini : ciò , com’è ovvio, perché in uno spazio topologico 
qualunque non ha senso parlare di insiemi limitati ; peraltro questo non è il solo motivo, 
dato che in certi spazi topologici di tipo particolare si introduce, come vedremo, la 
nozione di insieme limitato, ma in tali spazi la proprietà chiuso e limitato in generale non 
equivale a compatto. 
     Prima di introdurre la predetta nozione, è opportuno ricordare quella di ricoprimento 
di un sottoinsieme X  di un insieme S. 
     Una famiglia di sottoinsiemi di S (non necessariamente a due a due disgiunti), 
diciamola R = (Ri)i∈I , si chiama un ricoprimento di X quando l’unione degli insiemi 
della famiglia contiene X ; in simboli, quando risulta: 
 

i
i I

R X
∈

⊇U . 

     Aggiungiamo qui che se l’unione di “alcuni “ degli insiemi della famiglia R contiene 
ancora l’insieme X, essi costituiscono una “sottofamiglia” di R , diciamola  R0 , che è a 
sua volta un ricoprimento di X : quest’ultimo si può chiamare un sottoricoprimento di X,  
rispetto ad R. 
      Formuliamo il significato di tale locuzione in modo preciso. 
      Sia I0 un sottoinsieme proprio e non vuoto di I, cioè del cosiddetto insieme degli 
indici della famiglia R . Se accade che la famiglia R0= ( )

0
i i I

R
∈

è a sua volta un 

ricoprimento di X , essa si chiama un sottoricoprimento di X (rispetto ad R) ; 
brevemente, si dice che R contiene il ricoprimento R0 . Quando I0 è un insieme finito,  
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sicchè gli insiemi della famiglia R0 sono in numero finito, si dice che R0 è un 
ricoprimento finito di X. 
      Non è detto che un dato ricoprimento R dell’insieme X contenga dei ricoprimenti di 
X ; se ne contiene, quando l’insieme degli indici di R è infinito può accadere che 
nessuno dei sottoricoprimenti sia finito. 
      Fin qui ci siamo riferiti ad un insieme S, dato che non occorreva una topologia. 
Supponiamo ora che S sia il sostegno di uno spazio topologico. 
      Se gli insiemi del ricoprimento R di X sono aperti [ aperti su X ] si dice che la 
famiglia R è un ricoprimento aperto [ aperto su X ] dell’insieme X. 
      Ciò premesso, un sottoinsieme X di uno spazio topologico (S,C) si dice compatto 
quando è vera la proposizione seguente: 
 
                  Ogni ricoprimento aperto di X contiene un ricoprimento finito di X , 
 
nella quale la parola “aperto” si può sostituire con “aperto su X”. Infatti si ha che: 
 
 
     (3.3). L’insieme X è compatto se e solo se ogni ricoprimento di X , aperto su X, 
contiene un ricoprimento finito di X. 
 
       La dimostrazione non presenta alcuna difficoltà, ma non è il caso di riportarla.  
       Abbiamo già detto che la nozione di insieme compatto estende agli spazi topologici 
quella che si introduce in Rn [ munito della topologia usuale ] : ciò risulta dal seguente 
teorema che ci limitiamo ad enunciare. 
 
      TEOREMA DI HEINE-PINCHERLE-BOREL. 
       Nello spazio topologico di sostegno Rn (con la topologia usuale), un insieme è 
compatto se e solo se è chiuso e limitato. 
 
       Dimostriamo che: 
 
     (3.4). In uno spazio topologico di Hausdorff ogni insieme compatto è chiuso.  
 
------------------------------ 
     DIM. Sia X un insieme compatto. Essendo X ⊆ X  [(1) pag.6], in virtù della (1.3) di pag.6 per provare che X è 

chiuso basta dimostrare che sussiste l’inclusione opposta X ⊆  X, cioè (passando ai complementari) che risulta: 

 (1)                                                                            – X ⊆ – X   . 
     Sia dunque y un punto qualunque di –X. 
    Per l’assioma di Hausdorff  a ciascun punto x∈X ( il quale è diverso da y) si possono associare un intorno Ix di x ed 
un intorno Jx di y che siano disgiunti. Dunque risulta: 
 (2)                                                                Ix ∩  Jx = Ø        ∀ x∈X   . 
    Per ogni x X∈ possiamo supporre che l’intorno Ix sia aperto , sostituendolo in caso contrario con un aperto in esso 
contenuto al quale x appartenga. 
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      Siccome ovviamente x
x X

X I
∈

⊆ U , la famiglia R = ( )x x X
I

∈
 è un ricoprimento aperto di X: essendo X compatto, 

R contiene un ricoprimento finito di X , diciamolo{ }1 2 kx x xI I I, ,...,   . Si ha dunque: 

  (3)                                                              
1 2

...
kx x xX I I I⊆ ∪ ∪ ∪ . 

       D’altra parte, poiché l’intersezione di due intorni di un punto, e quindi anche l’intersezione di un numero finito di 
intorni, è a sua volta un intorno del punto, l’insieme 
 

  (4)                                                                       J =
1 2

...
kx x xJ J J∩ ∩ ∩  

 
è un intorno di y che, come andiamo a dimostrare, non ha punti in comune con X.  
      Infatti, procedendo per assurdo, ammettiamo che esista un punto x0 di J appartenente ad X, quindi  per la  (3) 
appartenente ad almeno uno degli insiemi a secondo membro della (3), diciamolo

rxI con r∈{1, 2, …, k}. Siccome 
per la  (4)  il punto y , in quanto punto di J , deve appartenere a ciascuno degli insiemi a secondo membro della (4), si 
ha x0 ∈ r rx xI J∩  in contrasto con la (2). 
       Poiché esiste un intorno di y, precisamente J, al quale non appartiene alcun punto di X, si conclude che y non è 
aderente ad X, cioè che y appartiene all’insieme – X . 
       Dopo ciò la (1) è dimostrata, e con essa il teorema. 
------------------------------------------------- 
       
        Per il teorema ora acquisito, in uno spazio di Hausdorff un insieme X non può essere 
compatto se non è chiuso; peraltro può accadere che sia compatto l’insieme X  [ dato che 
è chiuso, per la (1.2) di pag.6 ]. Orbene, con riferimento ad un sottoinsieme X di un 
qualunque spazio topologico, se la chiusura di un insieme X è compatta, si dice che X è 
precompatto, o che X è relativamente compatto. 
      Tenendo presente il teorema di Heine-Pincherle-Borel (pag.14), è facile constatare 
che: 
 

       (3.5). I sottoinsiemi precompatti di Rn sono quelli limitati . 
 

----------------------------- 
   DIM.  In Rn  si ha: 
              X  insieme limitato ⇔ X  insieme limitato ⇔ X  insieme chiuso e limitato ⇔ X  insieme compatto. 
---------------------- 
     Nello spazio topologico Rn [ cfr. inizio pag.9 ] le nozioni di insieme precompatto e di 
insieme compatto si possono esprimere mediante una proprietà delle successioni di punti 
dell’insieme. Se X⊆ Rn è un insieme precompatto, ossia limitato [per la (3.5)], ogni 
successione di punti di X è limitata e quindi da essa, com’è noto, si può estrarre una 
successione convergente; viceversa è facile dimostrare [con un ragionamento per 
assurdo], che se da ogni successione di punti di X si può estrarre una successione 
convergente, allora l’insieme X è limitato, ossia precompatto. Dunque nello spazio 
topologico Rn dire che “l’ insieme X è precompatto” equivale a dire che “da ogni 
successione di punti di X si può estrarre una successione convergente”.  
     Da ciò si deduce che, nello spazio topologico Rn, la proposizione “l’insieme X è 
compatto” equivale alla seguente: ” da ogni successione di punti di X si può estrarre 
una successione convergente ad un punto di X “ . Omettiamo la dimostrazione, perché 
sulle caratterizzazioni appena esposte torneremo nel seguito : esse sussistono non solo in 
Rn , ma in tutti gli spazi topologici chiamati spazi metrici (saranno introdotti nel cap.IV). 
 
     Concludiamo questo numero con la seguente definizione. 
     Uno spazio topologico (S, C) si dice localmente compatto quando per ogni x S∈  
esiste un intorno di x che è un insieme compatto. 
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  4. Assiomi di Hausdorff. Spazio topologico prodotto. 
 

            Gli assiomi di Hausdorff, che ci proponiamo di formulare in questo numero,      
consentono di “ costruire “ uno spazio topologico di sostegno S scegliendo , invece che 
una classe di sottoinsiemi di S destinata a costituire la classe degli aperti, una classe di 
insiemi T(x), per ogni x∈S , destinata ad essere la classe degli intorni di x. 
           Sia S un insieme, e per ogni elemento x di S sia T(x) una classe non vuota di 
sottoinsiemi di S diversi da Ø.  
           Supponiamo che per la famiglia (T(x))x∈S si abbia quanto segue: 
           Qualunque sia l’elemento x di S sono verificate le seguenti condizioni: 
                      h1)  x appartiene ad ogni insieme della classe T(x) 
                      h2)  I∈T(x)  e   J ⊇ I  ⇒   J∈T(x) 
                      h3)  I1∈T(x)  e  I2∈T(x) ⇒ I1 ∩ I2∈T(x) 
                      h4)  Ogni insieme I della classe T(x) contiene un sottoinsieme A di S, al                
                            quale x appartenga, che verifichi l’equivalenza: 
(1)                                                      a∈A   ⇔   A ∈ T(a)  . 
 

           Si dice allora che la famiglia (T(x))x∈S verifica gli assiomi di Hausdorff : così si 
chiamano, infatti, le condizioni esposte con l’intesa che siano verificate per ogni x∈S. 
           Sussiste il teorema:  
 
           (4.1). Si supponga che la famiglia (T(x))x∈S verifichi gli assiomi di Hausdorff , e 
si denoti con C l’insieme costituito da Ø e dalle parti A di S che verificano 
l’equivalenza (1). 
      Allora C è una topologia per S, e nello spazio topologico (S,C)                           
gli insiemi della classe T(x), per ogni x∈S, sono gli intorni del punto x. 
      La topologia C è l’unica soddisfacente a tale condizione, e sarà detta la topologia 
per S determinata dalla famiglia (T(x))x∈S ( famiglia degli intorni ). 
 
----------------------------- 
       DIM. In primo luogo occorre dimostrare che C  verifica le condizioni 1,2,3 di pag.4. 
         1.  L’insieme Ø appartiene a C per definizione; l’insieme S appartiene a C in quanto per A=S  le due 
proposizioni a sinistra e a destra della (1) sono entrambe vere : la prima banalmente, la seconda perché, scelto ad 
arbitrio un elemento I di T(a) [esistente per l’ipotesi T(x) ≠ Ø] , dalla h2 con x=a  e J=S  si deduce S∈T(a)  . 
         2.  Siano A1 ed A2 elementi non vuoti di C , sicchè  a∈A1 ⇔ A1∈T(a)  e  a∈A2 ⇔A2∈T(a). Allora, tenuto 
conto della h3, sussistono le equivalenze: a∈  A1 ∩ A2 ⇔ [ A1∈T(a) e A2∈T(a) ] ⇔ A1 ∩ A2∈T(a), e quindi è 
vera la (1) con A = A1 ∩ A2, ossia A1 ∩ A2  è un elemento di C . Se uno degli insiemi A1 ed A2 è vuoto, è banale che 
A1 ∩ A2 ∈C . 
         3. Sia (Ai)i∈I una famiglia di elementi di  C  , sicchè  se rA ≠ Ø   è vera l’equivalenza 
                                                     (*)                        a∈Ar ⇔ Ar ∈  T(a)               ∀ r ∈  I . 
             Si tratta di dimostrare che: 

i
i I

a A
∈

∈U  ⇔ i
i I

A
∈

∈U T(a) . 

      Si ha infatti, tenendo presente la (*) : 
 

: :i r r
i I

a A r I a A r I A
∈

∈ ⇔ ∃ ∈ ∈ ⇔ ∃ ∈U ∈ T(a) ⇔ i
i I

A
∈

∈U T(a) . 

        Abbiamo acquisito che C è una topologia per S . Mostriamo ora che per ogni x∈S nello spazio topologico        
(S , C ) gli insiemi della famiglia (T(x))x∈S sono gli intorni del punto x, cioè che per ogni x∈S  si ha: 
 (2)                                       I intorno di x in (S,C) ⇔ I ∈T(x) . 
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            Se I  è un intorno di x, I contiene un aperto A al quale x appartiene, ossia tale che A∈T(x) [ siccome A∈C ,     
       vale la (1) con a=x ] : per la condizione h2 ne segue I∈T(x)  [ dato che A∈T(x) e I ⊇ A ]. Viceversa, supposto  
       che I ∈T(x), poniamo: 

B = {a∈S : I∈  T(a)}. 
    Ovviamente  x∈B, e d’altra parte B ⊆ I  [ se b∈B, cioè se I ∈T(b), per la h1 risulta b∈ I ] . Per concludere 
che I è un intorno di x basta dunque mostrare che B è un aperto; ciò vuol dire che B è un elemento di C , ossia che 
risulta: 

b∈B   ⇔ B∈ T(b)  . 
    Orbene, se b∈B, cioè se I ∈T(b), per la h4 esiste A ⊆ B soddisfacente alla (1) tale che b∈A: allora A∈T(b)   

[ per la (1) con a=b ], e quindi per la h2 si ha  B∈T(b) . Viceversa se B∈T(b), per la h1 si ha b∈B .  
       Resta da dimostrare che C è l’unica topologia per S  tale che per ogni x∈ S sussista la (2). Se C1 è una siffatta 
tolologia, cioè una topologia tale che per ogni  x∈ S si ha 
(3)                                    I intorno di x in (S,C1)  ⇔ I ∈  T(x)     , 

      dalle (2),(3) consegue, per ogni x∈ S : 
                                                  I intorno di x in (S,C) ⇔ I intorno di x in  (S, C1). 
 In particolare , sussiste l’equivalenza: 
                                      I intorno di x in (S,C)  ∀ x∈I ⇔ I intorno di x  in  (S, C1) ∀ x∈ I , 
ossia, per la (1.1) di pag.5: 
                                                           I aperto in  (S,C) ⇔ I aperto in  (S, C1). 
 Tale equivalenza significa che C  = C1  , e l’asserto è provato .  
--------------------------------------------- 

 
Ad esempio per ogni x ∈ Rn sia T(x) la classe dei sottoinsiemi di Rn ciascuno dei 

quali contiene un intervallo aperto [un cerchio aperto] di centro x : è facile constatare 
che in entrambe le alternative la famiglia (T(x))x∈S verifica gli assiomi di Hausdorff, e 
quindi per la (4.1) determina una topologia per Rn : ovviamente questa è la stessa nelle 
due alternative, e coincide con la topologia usuale per Rn [cfr. inizio pag.9]. Un ulteriore 
esempio sull’uso della (4.1) sarà esposto a pag.30 [ es.6 ]. 

     La (4.1) si utilizza altresì per introdurre la nozione che andiamo ad esporre, quella 
di spazio topologico prodotto. 
       Consideriamo una ennupla di spazi topologici : 
 

 (3)                                            ((S1,C1), …, (Sn, Cn)), 
 
e poniamo S = S1×S2×….×Sn . Vogliamo costruire uno spazio topologico di sostegno S in 
modo che si abbia quanto segue: per ogni x = (x1,x2,…,xn)∈S , un intorno I di x sia un 
qualunque sottoinsieme di S che contenga un insieme del tipo I1×I2×….×In , dove          
I1, I2, …., In sono intorni rispettivamente di x1, x2,…,xn nei rispettivi spazi topologici 
(S1,C1), (S2,C2) , ….., (Sn,Cn). 
      Orbene, denotata con T(x) la classe dei sottoinsiemi I di S del tipo appena precisato,  
la famiglia (T(x))x∈S verifica gli assiomi di Hausdorff [omettiamo la dimostrazione, che 
costituisce un facile esercizio per il lettore] : la topologia C determinata dalla predetta 
famiglia si chiama prodotto delle topologie C1 , C2 , …, C n , e lo spazio topologico 
(S,C ) si chiama prodotto degli spazi topologici della ennupla (3). 
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      5. Basi di topologia.  
 
        Sia S un insieme, e sia B una classe di sottoinsiemi di S . 
        Consideriamo l’insieme C  costituito dalle parti di S ciascuna delle quali si può 
esprimere come unione di elementi di B : se C  è una topologia per S, si dice che la 
classe B è una base di topologia (per S), e quindi che C è la topologia per S di 
base B. Diremo pure che C è dotata della base B, o che B  è una base di C. 

Ad esempio la classe B degli intervalli aperti di Rn , e quella dei cerchi aperti di 
Rn , sono basi della topologia usuale per Rn [cfr. inizio pag.9] . 

Uno spazio topologico di sostegno S si può “costruire” anche scegliendo, invece 
che una classe di sottoinsiemi di S destinata a costituire la classe degli aperti, una 
classe B  che sia una base di topologia: dopo ciò, all’insieme S si associa la topologia 
di base B. 
       Il teorema che segue fornisce delle condizioni affinchè una data classe B sia una 
base di topologia. 
 
         (5.1). Sia B una classe di sottoinsiemi di S soddisfacente alle seguenti 
condizioni: 
         a).  Ø ∈ B  ,  e  S  è esprimibile come unione di elementi di B . 
         b).  Qualunque siano B1 , B2  ∈  B  tali che B1 ∩ B2 ≠  Ø, per ogni x ∈ B1 ∩ B2  

                        esiste un insieme Bx ⊆  B1 ∩ B2 della classe B  al quale x appartiene. 
        Allora la classe B è una base di topologia. 
 

-------------------------------- 
    DIM. Sia C l’insieme costituito dalle parti di S ciascuna delle quali si può esprimere come unione di elementi di B. 
Per provare che C è una topologia per S , si tratta di stabilire che sono soddisfatte le condizioni 2,3 di pag,4, dato che 
la 1 è conseguenza banale della condizione a) dell’enunciato. 
      Che sia soddisfatta la 3 è evidente: qualunque sia la famiglia ( )i i I

A
∈

di elementi di C , l’insieme i
i I

A
∈
U  è unione di 

unioni di elementi di  B , sicchè è a sua volta unione di elementi di B e pertanto appartiene a C . 
      Per dimostrare che è soddisfatta la 2 di pag.4 osserviamo intanto che dalla condizione b), con le notazioni ivi 
adoperate, consegue l’uguaglianza: 
                                                                               B1∩B2 =

1 2

x
x B B

B
∈ ∩
U  

e quindi l’intersezione di due insiemi della classe B , anche se non è vuota, si può esprimere come unione di insiemi 
della stessa classe. Ciò premesso, siano A1, A2 due elementi di C : 
                                                                          A1 = 1,i

i I
B

∈
U    ,    A2 = 2, j

j J
B

∈
U  

con  B1,i  , B2,j  elementi di B . Dalla relazione:                                 
 (1)                                                                           A1 ∩ A2  = 1, 2,

,
i j

i I j J
B B

∈ ∈
∩U    , 

tenuto conto di quanto dianzi osservato, emerge che A1 ∩ A2 si può esprimere come unione di unioni di elementi di  B,  
e quindi appartiene a C . 
---------------------------------------------- 
 
    Se B è una base di topologia finita o numerabile, lo spazio topologico di base B  
gode di una importante proprietà che vedremo nel numero seguente. 
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         6. Spazi separabili. 
 
    Consideriamo uno spazio topologico S . 
    Un sottoinsieme ∆ di S si dice denso in S [ alcuni adoperano la locuzione ovunque 
denso in S ] , quando risulta Δ = S , ossia quando ogni punto di S è aderente a ∆ : in altri 
termini quando, qualunque sia x∈S, accade che a ciascun intorno di x appartiene almeno 
un punto di ∆ . 
    Quando esiste un insieme finito o numerabile denso in S, lo spazio topologico si dice 
separabile.  
    Ad esempio l’insieme Q dei numeri razionali è denso in R , inteso come spazio 
topologico con la topologia usuale [cfr. inizio pag.9]. Siccome Q è un insieme 
numerabile, lo spazio R è separabile. 
    Non si confonda la nozione dianzi introdotta con quella di spazio separato o spazio di 
Hausdorff (pag.11). 
      Sussiste il teorema: 
 

(6.1). Se la topologia di uno spazio topologico S é dotata di una base B  finita o 
numerabile, allora lo spazio S è separabile. 
 
---------------------------------- 
     DIM. In ciascun elemento non vuoto B della base B scegliamo un punto ; denotiamo quindi con ∆ l’insieme dei 
punti scelti: essendo B finito o numerabile, tale è anche ∆ . 
    Detto x un qualunque punto di S, ciascun intorno I di x contiene un aperto A  al quale x appartiene, e d’altra parte A, 
essendo unione di elementi di B , contiene almeno un B ∈  B  diverso da Ø : poiché all’insieme B appartiene il punto 
in esso prescelto , elemento di ∆ ,  tale punto appartiene anche ad I.  
    Dunque a ciascun intorno I di x appartiene almeno un punto di ∆ e quindi , essendo x arbitrario, l’insieme ∆ è denso 
in S. Siccome ∆ è finito o numerabile l’asserto è provato. 
--------------------------------- 
 
 
        7. Limite di una successione. Limite e continuità di una funzione in un punto. 
   
      Sia ( )n n N

x
∈

 una successione di punti di uno spazio topologico S. Un punto x0 di S si 
chiama limite della successione quando è vera la proposizione seguente: 
 
  (1)                            ∀ I intorno di x0,  ∃ ν∈N :    n  > ν ⇒  xn∈I  . 
 
      Se esiste almeno un punto x0 per il quale è vera la (1) si dice che la successione è 
convergente , e che essa converge ad x0. 
      Quando la topologia dello spazio è quella banale, la (1) è vera per qualunque 
successione e per qualunque punto x0 dello spazio [ dato che x0 ha un unico intorno, 
l’insieme S ] : perciò in tale spazio tutte le successioni sono convergenti, e qualunque 
successione converge ad un qualunque punto. 
      E’ facile costruire esempi di spazi topologici , con la topologia diversa da quella 
banale, nei quali esistono successioni convergenti che non hanno un unico limite [ si 
veda l’es.3 di pag.28 ]. In proposito sussiste il teorema: 
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      (7.1) Se S è uno spazio di Hausdorff, ogni successione convergente di punti di S ha 
un unico limite. 
------------------------ 
     DIM. Procedendo per assurdo, ammettiamo che la successione ( )n n N

x
∈

 converga simultaneamente a due punti 
distinti x0, y0 di S. Per l’assioma di Hausdorff esistono un intorno I di  x0 e un intorno J di  y0  tali che I ∩  J = Ø ; 
siano ν, ν′∈N tali che si abbia: 

xn∈ I     ∀  n > ν    ,      xn∈J     ∀  n > ν′  . 
      Scelto n ∈N maggiore sia di ν che di ν′ , ne segue che xn∈  I ∩  J  e ciò è assurdo in quanto I ∩  J = Ø .  
--------------------------- 
 
        Rileviamo che l’ipotesi “spazio di Hausdorff “ non è necessaria per l’unicità del 
limite : ossia esistono spazi che non sono di Hausdorff nei quali ogni successione 
convergente ha un unico limite [cfr. pag.28.1, in particolare pag.28.2]. 
        Se S è uno spazio di Hausdorff, l’unico limite della successione convergente   
( )n n N
x

∈
 si denota con uno dei simboli: 

lim limn nn
x x

→∞
 ,    , 

dei quali è preferibile il secondo quando non vi è possibilità di equivoci. 
 

*  *  * 
 

       Nei discorsi che seguono, S ed S ' denotano spazi topologici . 
       Consideriamo una funzione f definita in un sottoinsieme X di S ed a valori in S; 
indichiamo quindi con x0 un punto di accumulazione per X , e con y0 un punto di S ′. 
       Si dice che y0 è limite di f nel punto x0 , oppure che f(x) tende ad y0                     
per x tendente ad x0 , quando è vera la proposizione seguente: 
 

∀ I ′ intorno di y0 , ∃ I intorno di x0 tale che si abbia: 
 (*)      x I X∈ ∩ { }0x−  ⇒  f (x)∈I ′ . 
      Invece di dire “∃ I intorno di x0 “ ,  si può equivalentemente dire “∃ J intorno di  x0 
su X “, e sostituire nella precedente implicazione I X∩  con J. 
      Se esiste almeno un limite di  f  in x0 , si dice che f è convergente nel punto x0. 
  
      OSSERVAZIONE. 
       L’esistenza di un punto y0 ∈ S ′ limite di  f  in x0 , è una proprietà di  f  che esprime il 
comportamento della funzione “ nelle vicinanze “ di x0 , ma non coinvolge il valore di f 
in x0 ( se x0 appartiene ad X ) : infatti l’implicazione (*) impone l’appartenenza di f(x) 
all’intorno I ′ quando x , punto di I ∩ X, è diverso da x0 . Ovviamente quando x0 non 
appartiene ad X , nella (*) si può equivalentemente sostituire I ∩ X { }0x− con I ∩ X         
( dato che quest’ultimo insieme coincide con il precedente ).  
    In conseguenza : quando x0∈X, se si considera una funzione ottenuta da f modificando 
solo il valore in x0 , accade che il punto y0 è anche limite in x0 di tale funzione; quando 
x0∉X, se si prolunga la f su X∪{x0} associando ad x0 un punto qualunque dello       
spazio S ′, accade che il punto y0 è anche limite in x0 del prolungamento considerato. 
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        8. Confronto di topologie. 
 
      Siano  C 1  e C 2  topologie per l’insieme S. Se risulta: 
 
   (1)                                                   C 1   ⊆    C 2   
      
si dice che la topologia C1  è più debole della topologia C2 , oppure che la seconda è 
più forte ( o più fine ) della prima.  
     Denotando con C0 la topologia banale per S e con C 

* la topologia discreta per S , se 
C è una qualunque topologia per S si ha ovviamente: 
 

              C 0 ⊆  C ⊆  C 
*       , 

 
e perciò di tutte le topologie per S quella banale è la più debole e quella discreta è la più 
forte. 
 
      D’ora in poi per intendere che un termine , ad es. aperto, chiuso, intorno, chiusura, 
ecc. , si riferisce allo spazio topologico (S, C 1) [ allo spazio topologico (S, C 2) ] , 
adopereremo quel termine preceduto dal numero 1 [ dal numero 2 ] ; ad esempio  
                             1-aperto, 1-chiuso, 1-intorno, 1-chiusura, ecc  
                          [  2-aperto, 2-chiuso, 2-intorno, 2-chiusura, ecc   ] . 
    Ciò premesso, rileviamo che la (1) si può esprimere come segue: 
 
   (2)                          A  è un insieme 1-aperto ⇒ A  è  2-aperto   , 
 
 e che si ha pure : 
                                                                                                                                  
   (3)                           C  è un insieme 1-chiuso ⇒ C  è  2-chiuso 
 
   (4)                     I  è un 1-intorno di x0  ⇒  I  è un 2-intorno di x0                       
 
------------------------ 
        DIM.   
                                    C  1-chiuso ⇒ C= − A con A  1-aperto ⇒ 
                                                        ⇒ C= − A con A  2-aperto ⇒ C  2-chiuso 
 
                I  1-intorno di x0  ⇔ ∃A 1-aperto tale che x0 ∈ A ⊆ I  ⇒                                                                    
                                             ⇒ ∃A 2-aperto tale che x0 ∈ A ⊆ I  ⇔ I  2-intorno di x0                                   
------------------------------- 
 
 
     Dalla (4) si deduce che: 
 
   (5)                il punto x0  è 1-interno ad X  ⇒ il punto x0  è 2-interno ad X 
              
   (6)          il punto x0  non è 1-aderente ad X  ⇒  il punto x0  non è 2-aderente ad X 
 



-  25  - 
 
------------------------ 
      DIM. Si ha: 
                             il punto x0  è 1-interno ad X   ⇒ ∃ un 1- intorno di x0  contenuto in X  ⇒ 
                                                                            ⇒ ∃ un 2- intorno di x0  contenuto in X  ⇒ 
                       ⇒  il punto x0  è 2-interno ad X 
 
 
                    il punto x0  non è 1-aderente ad X   ⇒ ∃ un 1- intorno di x0 disgiunto da  X  ⇒    
                                                                             ⇒ ∃ un 2- intorno di x0 disgiunto da  X ⇒ 
              ⇒  il punto x0  non è 2-aderente ad X 
 
---------------------------------- 
 
       Notiamo che per la (5) si ha: 
 
  (7)                                     1-interno di X ⊆   2-interno di X , 
 
e che per la (6) risulta − ( 1-chiusura di X ) ⊆  − ( 2-chiusura di X ), ossia: 
 
  (8)                              ( 1-chiusura di X ) ⊇ ( 2-chiusura di X ). 
 
     Le (7) e (8) si possono esprimere dicendo che se al sostegno di uno spazio topologico 
si associa un’altra topologia , più debole, l’interno di un insieme con la topologia più 
debole è contenuto nell’interno dello stesso insieme con la topologia più forte, mentre la 
chiusura di un insieme con la topologia più debole contiene la chiusura dello stesso 
insieme con la topologia più forte. 
     A differenza delle (5) e (6), per la convergenza di una successione non vale 1⇒ 2, ma 
sussiste l’implicazione opposta; ciò accade anche per la compattezza di un insieme. 
     Precisamente si ha : 
 
  (9)                    ( )n n N

x
∈

 2-converge ad x0    ⇒    ( )n n N
x

∈
 1-converge ad x0    , 

                                                   
(10)                   X è un insieme 2-compatto  ⇒ X è un insieme 1-compatto 
                                                        
----------------------- 
      DIM.  Occorre osservare che a causa della (4) la classe dei 2-intorni di x0  contiene quella degli 1-intorni di x0 , 
sicchè una proprietà vera per ogni 2-intorno è vera anche per ogni 1-intorno; analogamente, a causa della (2) la classe 
dei ricoprimenti 2-aperti di X contiene quella dei ricoprimenti 1-aperti di X , sicchè una proprietà vera per ogni          
ricoprimento 2-aperto è vera anche per ogni ricoprimento 1-aperto. Si ha dunque: 
               ( )n n N

x
∈

  2-converge ad x0 ⇒ 

                                          ∀ I  2-intorno di  x0 ∃ ν ∈N : ( n >ν  ⇒ xn ∈ I )   ⇒ 
                                     ⇒ ∀ I  1-intorno di  x0 ∃ ν ∈N : ( n >ν  ⇒ xn ∈ I )   ⇒ 
                 ⇒ ( )n n N

x
∈

  1-converge ad x0  . 

 
              X  2-compatto ⇔ Ogni ricoprimento 2-aperto di X contiene un ricoprimento finito di X ⇒ 
                                           ⇒ Ogni ricoprimento 1-aperto di X contiene un ricoprimento finito di X ⇔                                                                
            ⇔  X  1-compatto 
------------------------------- 
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        Le (9), (10) si possono esprimere dicendo che se al sostegno di uno spazio 
topologico si associa un’altra topologia più debole, ogni successione convergente con la 
topologia più forte converge anche con quella più debole; analogamente, un insieme 
compatto con la topologia più forte è compatto anche con quella più debole. 
 
     OSSERVAZIONE 
             Dalle dimostrazioni di (5), (6) e da quelle di (9),(10) , emerge che si ha 1 ⇒ 2   
[2 ⇒ 1] quando il significato del termine in questione si esprime con una proposizione 
che comincia con ∃ [ con ∀ ] ; lo stesso accade quando il termine in questione è 
preceduto da ∃ [ da ∀ ] . Nei casi come (7),(8) , in cui figura un’inclusione, si può 
utilizzare quanto sopra pensando ai punti dell’insieme e al significato dell’inclusione. 
             L’osservazione ci sembra utile per ricordare con facilità le precedenti asserzioni. 
 
            Dati gli spazi topologici  S ed S ′, consideriamo ora una funzione continua f di S 
in S ′.  
           In base alla precedente osservazione si verifica subito che : la proprietà di 
continuità di f si conserva se alla topologia esistente in S si sostituisce una topologia più 
forte, e/o alla topologia esistente in S ′ si sostituisce una topologia più debole. 
 
                                                         *   *   * 
 
           Consideriamo una famiglia di topologie per S: 
 

(Ci)i∈I  . 
                                              
           E’ immediato constatare che l’insieme:  
 

C =    Ci 
  
 
è a sua volta una topologia per S , che ovviamente è più debole di tutte le topologie della 
famiglia. 

Scelta ad arbitrio una classe A di sottoinsiemi di S, non è detto che A sia una 
topologia per S; peraltro esiste ovviamente almeno una topologia per S alla quale 
appartengano tutti i sottoinsiemi della classe A , ossia una topologia per S contenente 
A : basta pensare alla topologia discreta. 
       Orbene, l’intersezione di tutte le topologie per S contenenti A , che è una topologia 
per S, è la più debole fra le topologie per S contenenti A . Per così dire, è “la migliore” 
topologia da associare ad S in modo che fra gli aperti dello spazio topologico vi siano 
tutti i sottoinsiemi della classe A prescelta. 
 
 
 
 
 
 

i I∈
I
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    ESEMPI  ED  OSSERVAZIONI  . 
 
      1.  Detto S un insieme non vuoto, costituito ad almeno due elementi, si associ ad S la 
topologia discreta C = P(S). 
    Nello spazio topologico (S, C) si ha quanto segue: 
-  Tutti i sottoinsiemi di S sono simultaneamente aperti e chiusi, quindi per qualunque     
   sottoinsieme X di S l’interno e la chiusura di X coincidono entrambi con X. 
-  Lo spazio non è connesso per quanto sopra . 
-  Per ogni x0∈S, un intorno di x0 è un qualunque insieme al quale appartenga x0 . In 
   particolare, l’insieme{ }0x è un intorno di x0 . 
-  Per qualunque sottoinsieme X di S risulta X∂ =  Ø  e  Dr(X) = Ø. 
-  (S, C) è uno spazio di Hausdorff (1). 
-  Le successioni convergenti sono solo quelle costanti (2). 
-  I soli sottoinsiemi compatti sono quelli finiti (3). 
-  I soli sottoinsiemi connessi sono quelli costituiti da un unico elemento (4). 
 
      2.  Detto S un insieme non vuoto, costituito da almeno due elementi, si associ ad S la 
topologia banale C  = {Ø,S}. 
   Nello spazio topologico (S, C) si ha quanto segue: 
- I soli sottoinsiemi aperti e chiusi sono Ø ed S; per qualunque insieme diverso da S 

l’interno è vuoto; per qualunque insieme non vuoto la chiusura è S. 
- Ogni punto ha un solo intorno, che è l’insieme S. 
- Qualunque sia X non vuoto e diverso da S risulta X S∂ =  e  Dr(X) = S . 
- (S, C) non è uno spazio di Hausdorff , ed è uno spazio connesso. 
-  Tutte le successioni sono convergenti, ed hanno per limite qualunque punto. 
-  Ogni insieme è compatto; ogni insieme non vuoto è connesso (5). 
------------------------------- 

(1) Se x ed y sono punti distinti di S, gli intorni {x} di x ed {y} di y sono disgiunti. 
(2) Se la successione ( )n n N

x
∈

 converge ad x0, scelto l’intorno {x0} di x0 esiste ν∈N tale che per           

n > ν si abbia xn∈{x0}, ossia xn = x0. 
(3) Se X = {x1, x2, …, xk} e R = ( )i i I

A
∈

 è un ricoprimento aperto di X, esistono i1∈ I                                 

tale che 
1 1i ix A∈ , … , ik ∈  I tale che 

k ki ix A∈  : allora { }1
,...,

ki iA A  è un ricoprimento finito di X  

contenuto in  R . Pertanto ogni insieme finito è compatto. 
      Viceversa, sia X un insieme compatto. La famiglia { }( )x X

x
∈

 è un ricoprimento aperto di X , e 

quindi deve contenere un ricoprimento finito di X : dunque X è incluso nell’unione di un numero 
finito di insiemi costituiti da un solo elemento , e pertanto è un insieme finito. 

 

(4)  Sia X un insieme costituito da almeno due elementi. Scelto un punto x0∈X, gli insiemi non vuoti 
{x0}, X−{x0} costituiscono una partizione di X e sono aperti su X : pertanto X non è connesso. 

(5)  Siano X un sottoinsieme di S ed R un ricoprimento aperto di X. Siccome gli aperti sono soltanto 
∅ ed S, e gli insiemi aperti della famiglia R non possono essere tutti uguali a ∅ , almeno uno si 
essi è S : dunque R contiene il ricoprimento finito di X costituito dal solo elemento S, e pertanto X 
è compatto. Se X ≠ Ø, siccome l’unico aperto non vuoto è S non esiste alcuna partizione di X 
costituita da due aperti non vuoti : pertanto X è connesso. 
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         3. Sia S un insieme costituito da due elementi, diciamoli a e b. E’ facile verificare 
che la classe C di sottoinsiemi di S costituita da S, ∅, {b} è una topologia per S. 
        Nello spazio topologico (S, C) si ha quanto segue: 
        31 −  Gli insiemi chiusi sono ∅, S, {a}. 
        32 −  Lo spazio è connesso (1). 
        33 −  L’interno dell’insieme {a} è vuoto, la chiusura è {a} (2). 
        34 −  L’interno dell’insieme {b} è {b}, la chiusura è S. 
        35 −  L’insieme {b} è denso in S [pag.19 e 34]. 
        36 −  Del punto a esiste un solo intorno, che è S ; gli intorni di b sono {b} ed S. 
        37 −  Per la frontiera e il derivato degli insiemi {a} e {b} si ha: 
                  ∂ {a} = {a}  ,  ∂ {b} = {a }  e    Dr({a}) = ∅  ,   Dr({b}) = {a}  .     (3)  
        38 −  (S, C) non è uno spazio di Hausdorff (4). 
        39 −  Una successione {xn} converge al punto b se e solo se risulta definitivamente 
xn = b, sicché le successioni convergenti a b sono quelle definitivamente costanti, con la 
costante uguale a b (5). 
        310 − Tutte le successioni (anche quelle convergenti a b) convergono al punto a (6). 
  
        Il lettore osservi che nello spazio topologico R con la topologia usuale [cfr.inizio 
pag.9] le precedenti asserzioni (con a e b numeri reali), esclusa la seconda e la terza, 
sono false. 
La 34 è falsa perché, con riferimento ad un insieme costituito da un solo elemento, 
l’interno è vuoto e la chiusura è l’insieme stesso ; la 37 è falsa per l’elemento b, dato che 
un insieme costituito da un solo elemento ha per frontiera l’insieme stesso e per derivato 
l’insieme vuoto; la 39 è falsa, perché ad esempio la successione { }1/ n  converge a 0 ma 
non è definitivamente costante. Che siano false le rimanenti (escluse seconda e terza) è 
banale. 
 

 

                                                 
(1)  Per la (3.2) di pag.13 [equivalenza tra a) e c)] basta osservare che gli insiemi simultaneamente aperti e 
chiusi sono soltanto ∅  ed S. 
(2)  L’interno di {a} è il più grande degli aperti (ossia degli elementi di C ) contenuti in {a} [(1.2) pag.6] :    
ricordando la definizione di  C , ovviamente è  ∅ . La chiusura di {a} è il più piccolo dei chiusi  
contenenti {a}, che è {a} [cfr. 31]. 
(3) Tenendo presente 36  si osserva quanto segue.  All’unico intorno di a (che è S) appartengono l’unico 
punto dell’insieme {a} [dell’insieme {b}] e l’unico punto del complementare ( ossia di {b} [di {a}]  ) : 
dunque il punto a è di frontiera per entrambi gli insiemi{a} e {b}; invece il punto b non è di frontiera per 
alcuno dei due : infatti esiste un intorno di b, precisamente {b}, a cui non appartiene il punto a , che è  
l’unico punto del primo insieme e l’unico punto del complementare del secondo. 
    Le precedenti osservazioni provano le prime due uguaglianze. Per la terza è immediato constatare che i 
punti a e b non sono di accumulazione per l’insieme {a}. Quanto alla quarta, basta osservare che non 
esistono punti dell’insieme {b} diversi da b (sicché b non è di accumulazione per l’insieme), mentre 
all’unico intorno del punto a (cioè ad S) appartiene b che è un punto dell’insieme diverso da a ( sicché a è 
di accumulazione per l’insieme). 
(4)  Due punti distinti di S sono soltanto a e b : non esistono un intorno di a e un intorno di b disgiunti 
perché l’unico intorno di a è S [per 36] . 
(5)  Infatti, scelto l’intorno {b} del punto b [cfr. 36] , esiste ν∈N :  n  > ν ⇒  xn∈{b}  ossia  xn = b . 
(6) Con riferimento ad una successione qualunque, basta osservare che all’unico intorno del punto a (cioè 
S, per36) appartengono tutti i termini della successione. 
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       4. Ricordiamo che un insieme si dice discreto quando o è finito o è numerabile.      
       Diciamo X un sottoinsieme di R avente la seguente proprietà : 
                          –X , cioè il complementare di X, è un insieme discreto . 
       Si verifica facilmente che la classe C costituita da ∅, R e dai sottoinsiemi di R 
aventi la proprietà del predetto X , è una topologia per R. 
       Nello spazio topologico (R, C) si ha quanto segue: 
       41 −  Gli aperti sono ∅, R e i sottoinsiemi di R aventi il complementare discreto. 
       42 −  I chiusi sono R , ∅ e gli insiemi discreti . 
       43 −  Qualunque insieme che contiene un aperto non vuoto è a sua volta aperto (7). 
       44 −  Gli intorni di un dato punto x0 sono gli aperti a cui x0 appartiene. 
       45 −  Qualunque insieme infinito non numerabile è denso in R [pag.19] (8).  
       46 −  Due aperti qualunque, non vuoti, hanno almeno un punto in comune (9) . 
       47 −  (R, C) non è uno spazio di Hausdorff (10). 
       48 −  L’insieme R è connesso (11) 
       49 −  Gli insiemi non connessi sono quelli discreti aventi almeno due elementi (12) 
       410 −  Le successioni convergenti sono quelle definitivamente costanti (13) 
       411 −  Ogni successione convergente ha un unico limite (14). 
 
      Le dimostrazioni di 48, …. , 411 , esposte nelle note (11) , … , (14), sono riportate nella 
pagina seguente. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                 
(7) Sia B un insieme che contiene un aperto A ≠ ∅. Se A = R,  B è uguale ad R e quindi è aperto.     
     Supposto A ≠ R  l’insieme chiuso –A , essendo diverso da ∅ e da R, è discreto [per 42]. Allora : 
                        B ⊇ A  ⇒  -B ⊆ -A  ⇒  -B  discreto  ⇒ -B chiuso [per 42]  ⇒  B  aperto . 
(8) Sia X un insieme infinito non numerabile. L’insieme chiusura di X non è finito (perché contiene [(1) 
pag.6] l’insieme infinito X) e non è numerabile ( se fosse numerabile tale sarebbe la sua parte infinita X ), 
quindi non è discreto (per la definizione di discreto); inoltre, banalmente non è ∅. Pertanto la chiusura di 
X,  essendo un insieme chiuso [(1.3) pag.6] , per 42 è uguale ad R. 
(9) Siano A1, A2 aperti non vuoti . Poichè l’asserto è banale se uno dei due insiemi è R, supponiamo che 
essi siano entrambi diversi da R , oltre che non vuoti : pertanto i rispettivi insiemi complementari sono 
entrambi diversi da  ∅ e da R . Orbene, se fosse A1∩ A2 = ∅, sarebbe –( A1 ∩A2) = R, ossia [cfr.(1) pag.5]  
(-A1) ∪  (-A2) = R, il che è assurdo in quanto gli insiemi chiusi al primo membro sono discreti ( per 42 , 
dato che sono diversi da R e da ∅ ) . 
(10) Un intorno qualunque di un punto qualunque, poiché contiene un aperto non vuoto, per 43 è un 
insieme aperto. In conseguenza, per 46, due intorni qualunque di due punti distinti hanno almeno un punto 
in comune. 
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DIM. 48 (11)      DIM. 49 (12)      DIM. 410 (13)      DIM. 411 (14) 
 
       E’ utile evidenziare che nello spazio in questione sussiste l’unicità del limite di una 
successione convergente pur non essendo uno spazio di Hausdorff  [cfr. 47, 411]. 
 
 
 
       Il lettore osservi che nello spazio topologico R con la topologia usuale le precedenti 
asserzioni, escluse le 48 , 411 , sono false. Qui di seguito, accanto al simbolo che denota 
ciascuna di esse, riportiamo una motivazione a prova che è falsa ( qualora si intenda 
nello spazio topologico R con la topologia usuale ). 
 
       41 − L’intervallo ]-1,1[ è un aperto, non è ∅, R , e il complementare non è discreto.  
       42 − L’intervallo [-1,1] è un chiuso, non è ∅, R e non è discreto. 
       43 − L’intervallo [-1,1] contiene infiniti aperti non vuoti, ma non è aperto. 
       44 −  L’intervallo [-1,1] è un intorno di 0, ma non è un aperto a cui 0 appartiene. 
       45 −  L’intervallo [-1,1] è un insieme infinito non numerabile, ma non è denso in R. 
       46 −  Gli intervalli ]-1,1[ , ]2,3[ sono due aperti, ma non hanno punti in comune. 
       47 −  Lo spazio è uno spazio di Hausdorff.  
       49 −  L’insieme [-1,1]∪{ }2 non è connesso, ma non è un insieme discreto. 
       410 − La successione { }1/ n  converge a 0 ma non è definitivamente costante. 
 

                                                 
 (11) Procedendo per assurdo, ammettiamo che R non sia connesso. Per la (3.2) di pag.13 [equivalenza tra 
a) e c)] esiste allora una partizione di R costituita da due insiemi chiusi e non vuoti. Tali insiemi chiusi 
sono quindi entrambi diversi da R e da ∅, sicché per 42 sono entrambi discreti : ma ciò è assurdo perché 
l’unione di essi, ovviamente insieme discreto, per la definizione di partizione è uguale ad R (che non è 
discreto ). 
(12) Sia X un sottoinsieme di R non connesso: per la (3.1) di pag.12 esiste una partizione di X , diciamola 
{ }1 2,X X , costituita da due insiemi non vuoti e chiusi su X ; esistono allora [pag.9] due chiusi C1, C2 tali 
che X1=X∩C1,  X2=X∩C2 . Risulta C1 ≠ R : se fosse C1=R sarebbe X1=X e quindi, intersecando con X2 
ambo i membri di tale uguaglianza si avrebbe X1 ∩ X2 = X ∩ X2 ossia  ∅ =X 2 , il che è assurdo; inoltre 
risulta C1 ≠ ∅ : se fosse C1 = ∅  sarebbe X1=∅ , il che è assurdo. Da quanto stabilito si deduce che 
l’insieme chiuso C1 è discreto [per 42], ed allora anche X1⊆C1 è discreto. Analogamente si prova che X2 è 
discreto, e quindi X = X1 ∪ X2 è un insieme discreto. Che X  ha almeno due elementi è evidente, dato che X 
è l’unione degli insiemi X1, X2 disgiunti e non vuoti. 
    Resta da dimostrare che viceversa un insieme X discreto, avente almeno due elementi, non è connesso. 
    Scelto un punto a∈X, gli insiemi  {a} , X - {a} sono non vuoti (il secondo perché X ha almeno due 
elementi) e sono entrambi chiusi (per 42) : siccome essi costituiscono una partizione dell’insieme X chiuso 
(in quanto discreto), si conclude che X non è connesso [pag.12 ultimi  tre righi.] 
(13) Consideriamo una successione {xn} di numeri reali convergente ad un punto x0, e denotiamo con X 
l’insieme costituito dai termini della successione diversi da x0 . Essendo X discreto, quindi chiuso [per 42], 
l’insieme –X è un aperto al quale x0  appartiene e perciò è un intorno di x0 [cfr. 44] : allora esiste ν ∈N tale 
che per n>ν  risulta xn∈–X . Dunque per n>ν il punto xn non è diverso da x0 , ossia  è uguale ad x0 : 
pertanto la successione è definitivamente costante. 
(14) Detta {xn} una successione convergente sia ad a che a b , ripetendo il ragionamento della nota (13) 
prima con x0=a e poi con x0=b, si prova che esistono 1,ν ν ∈N  tali che: xn=a ∀ n>ν  , xn=b ∀ n> 1ν . 
Scelto un m∈N maggiore sia di ν  che di 1ν , si ha xm =a ,   xm =b, donde a=b. 
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X di misura finita

LEGENDA

nSCHEMA RIASSUNTIVO SULLA RIPARTIZIONE DELLA CLASSE DELLE FUNZIONI MISURABILI IN X ��� ���

Funzioni integrabili semplicemente 

Funzioni non sommabili dotate di integrale

        

(o in senso improprio)

a valor principale secondo Cauchy 

n  Funzioni  definite  q.o. in X ��� misurabile��
secondo Lebesgue, ivi misurabili ossia quasi
continue.

Funzioni continue quasi ovunque in X  se- Funzioni sommabili�Funzioni generalmente continue in un in- �
tervallo X di �.

Funzioni misurabili limitate�

finita l’integrale si può definire come limi-
te delle somme di Cauchy-Riemann, cioè 
con il procedimento che abitualmente si  
segue nel caso di f continua in X compatto.

condo Lebesgue. grabili) secondo Riemann. Per X di misura
Funzioni sommabili (o assolutamente inte-
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f    sommabile
rispetto ad m

f    sommabile
rispetto a �

f    sommabile
rispetto a �  ,

� dotata di densità

caso n  1

X  a,b , f continua in X , � a variazione limitata.[ ]

=

=

� non  assolutamente continua;
l’integrale di Stieltjes non è un
integrale di Stieltjes-Lebsgue. 

� assolutamente continua
quindi

0 0d �� �� �(x )dx� �� �d m� �d �= = =

SCHEMA RIASSUNTIVO SULLA NOZIONE DI INTEGRALE

LEGENDA

Notazioni.

nf     funzione misurabile definita q.o. in X � �  (n  � 1) misurabile secondo Lebesgue; =

m    misura di Lebesgue; �    misura in � (insieme delle parti di X misurabili secondo Lebesgue). X 

         [�  funzione a variazione limitata (n 1, X a,b )]

= =

= = =

Z
   

N.B. L’integrale f d � si definisce anche in uno spazio mensurale (S, �, �): S     insieme, �    � – algebra di parti di S , �    misura definita in �. Qui S   X , �     � . X 
X

= = = = =
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  Ne consegue che la successione di termine generale 0,( )nf t  è definitivamente costante, sicchè 

0,( )nf t =lim 0,( )nf t ; d’altra parte quest’ultimo è uguale ad f(t0), perché 0, 0nt t→ (in quanto 

0, 0 1 /nt t n− < ) e la funzione f è continua in t0. Dunque 0,( )nf t = f(t0)  n ν∀ ≥ : perciò la (17) coincide 
con la (14) e l’asserto è provato. 
 
DIM.(15). Il ragionamento appena concluso è valido anche ponendo in esso k=1 e 0 0[ , 1 / ]n t t nΓ = + . 
 
    
                                                              *     *     * 
 
      Ciò premesso, fissiamo un aperto Ω di kR (anche k=1) . I funzionali lineari definiti e 
continui nello spazio 0 ( )C∞ Ω  [es.16 pag.58 ed es.11 pag.102] si chiamano distribuzioni 
su Ω  [perciò lo spazio 0 ( )C∞ Ω si suole denotare anche con D( Ω ). Si dice che una 
distribuzione T è positiva, e si scrive 0T ≥ , quando per 0 ( )Cϕ ∞∈ Ω si ha: 
(18)                                                 0ϕ ≥   ⇒ ( ) 0T ϕ ≥     (2). 
   Siccome 0 ( )C∞ Ω  non è uno spazio normato, la continuità di un funzionale lineare u(x) 
definito per 0 ( )x C∞∈ Ω  non si può stabilire, come negli esempi precedenti, mediante 

un’opportuna maggiorazione di ( )u x . Poiché 0 ( )C∞ Ω  non è neppure uno spazio 
metrizzabile, non si può applicare il teorema (1.10) di pag.110 per dedurne che la 
continuità di u equivale alla continuità "per successioni"(cfr. fine pag.109). Nel citato 
teorema, peraltro, l’ipotesi "spazio metrico"non è necessaria per la validità della tesi: 
basta un’ipotesi più generale (che qui non interessa formulare); ma neppure tale ipotesi 
è verificata dallo spazio 0 ( )C∞ Ω . Tuttavia è stato dimostrato che: 
 
(19)                La continuità di un funzionale lineare definito in 0 ( )C∞ Ω  
                                   equivale alla continuità per successioni. 
 
 
  Esempi di distribuzioni. 
 
1. Distribuzioni " "zT    di tipo  
 Fissato un punto z dello spazio 1 ( )locL Ω , mostriamo che il funzionale lineare: 

(20)                                      0: ( ) ( ) ( )zT C z t t dtϕ ϕ∞

Ω

∈ Ω →  ∫  

è continuo. 
 
                                                           
(2) Da evidenziare che nella  notazione 0T ≥ , e quindi nella (18),  si usa il termine positiva nonostante il 
segno ≥ .    
   A chiarimento della (18), il  lettore osservi che, essendo T lineare, la scrittura 0T ≥   non può 
significare ( in conformità con la stessa notazione adoperata per esprimere che una funzione  non assume 
valori negativi ) 
  (*)                                                      ( ) 0T ϕ ≥   0 ( )Cϕ ∞∀ ∈ Ω , 
in quanto la (*) comporta ( ) 0T ϕ = 0 ( )Cϕ ∞∀ ∈ Ω . Infatti per ogni 0 ( )Cϕ ∞∈ Ω , essendo anche  

0 ( )Cϕ ∞− ∈ Ω , dalla (*) consegue ( ) 0T ϕ− ≥ , ossia per la linearità ( ) 0T ϕ− ≥  e quindi ( ) 0T ϕ ≤ : se ne 
deduce  che ( ) 0T ϕ = .  
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DIM. Per la (19), si tratta di stabilire per ogni fissato 0 ( )Cϕ ∞∈ Ω  quanto segue: se { }n n
ϕ

∈N
è una 

qualunque successione convergente di punti di 0 ( )C∞ Ω  tale che 
(21)                                                            lim nϕ ϕ=     in 0 ( )C∞ Ω , 
 
risulta: 
(22)                                                               lim ( ) ( )z n zT Tϕ ϕ=  . 
                                             
  Ricordando il significato della (21) [cfr. pag.102, es.11) e poi es.3)] , esiste un compatto K ⊂ Ω che 
contiene i supporti di ϕ  e di n nϕ  ∀ ∈ N , tale che si abbia, uniformemente in K  e qualunque sia il 
multiindice α :         
(23)                                                   lim nn

ϕ ϕ
→∞

=      ,      lim nn
D Dα αϕ ϕ

→∞
= . 

 Fissato 0ε >  e posto                                                       
(24)                                                               1 ( )

K

h z t dt= +  ∫  ,  

per la prima delle  (23) esiste ν ∈ N tale che si abbia: 

                                                       ( ) ( )n t tϕ ϕ− <
h
ε     n ν∀ >  e t K∀ ∈ . 

 Dunque per ogni n ν> , tenendo presente che in KΩ −  le ,nϕ ϕ  sono identicamente nulle, risulta: 

                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )z n z n n
K K

T T z t t t dt z t t t dt z t dt
h
εϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ε

Ω

− ≤ −  = −  <  <∫ ∫ ∫  

 donde la (22). 
 
  Dunque il funzionale (20) è una distribuzione su Ω .  
   Tenuto conto anche del fatto che sussistono le equivalenze: 
(25)                                           0zT ≥  ⇔ 0z ≥      ,      0zT =  ⇔ 0z =  , 

delle quali non riportiamo la dimostrazione, spesso la funzione 1 ( )locz L∈ Ω  viene 
identificata con la distribuzione zT , e ciò si può esprimere dicendo che la z viene intesa 
nel senso delle distribuzioni, con un linguaggio analogo a quello che nel seguito 
esprimerà una importante nozione concernente le funzioni appartenenti ad  1 ( )locL Ω . 
  
   Nota. 
     Tenendo presente che la (19) è vera anche se si sostituisce 0 ( )C∞ Ω  con 0

0 ( )C Ω [anche questo è stato 
dimostrato], la dimostrazione dianzi esposta prova che anche il funzionale definito nello spazio 

0
0 ( )C Ω [cfr. es.14 pag.57 e es. 9) pag.102]  

(26)                                                   0
0: ( ) ( ) ( )zM C z t t dtϕ ϕ

Ω

∈ Ω →  ∫   

è continuo: basta osservare che delle due relazioni (23) è stata utilizzata solo la prima. I funzionali lineari 
definiti in 0

0 ( )C Ω ed ivi continui si possono identificare con  le misure  in ΩL  soddisfacenti a certe 
condizioni  (che qui  non è il caso di riportare ) : perciò tali funzionali si chiamano misure su Ω . 
  Con tale linguaggio, il prolungamento per continuità su 0

0 ( )C Ω di una distribuzione del tipo zT  è una 
misura su Ω . 
 
2. Distribuzioni " "Tμ   di tipo . 
    Fissata una misura μ  in ΩL  per la quale sussista l’implicazione (11) di pag.149, il 
funzionale lineare [cfr.n.7 pag.45] 
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 (27)                                      0: ( )T C dμ ϕ ϕ μ∞

Ω

∈ Ω →   ∫      (3) 

è continuo : la dimostrazione è del tutto analoga a quella dianzi effettuata per il  
funzionale  zT   (4). Dunque Tμ  è una distribuzione su Ω . 
  Come accade per le distribuzioni di tipo zT  , anche il  prolungamento per continuità su 

0
0 ( )C Ω di una distribuzione di tipo Tμ  è una misura su Ω .  

   Quando si vuole esprimere che una distribuzione T è di tipoTμ  , si suol dire che T  
è un integrale [dato che ( )Tμ ϕ si esprime mediante un integrale]. Anche ( )zT ϕ  si 
esprime mediante un integrale, ma quando zT T=  si preferisce evidenziare che zT  si 
identifica con la funzione z , e  perciò in tal caso si suol dire che T è una funzione. 
[sottinteso appartenente ad 1 ( )locL Ω ]. 
   Ovviamente le distribuzioni di tipo Tμ  sono positive [cfr.(18) pag.151]; viceversa 
sussiste il teorema: 
 
(28)   Ogni distribuzione positiva è di tipo Tμ : cioè, se T è una distribuzione positiva,    
        esiste una misura μ  in LΩ  che assume valore finito negli insiemi compatti, tale   
        che:                                                     
                                                 ( )T dϕ ϕ μ

Ω

  =    ∫    0 ( )Cϕ ∞∀ ∈ Ω . 

   
    Mostriamo che esistono distribuzioni  simultaneamente di tipo Tμ  e di tipo zT . 
     
   Infatti , fissata una distribuzione Tμ  , se per la misura μ   sussistono le (11), (12) di pag.149 , per il 

teorema di Nikodym [pag.149] esiste una funzione 0z ≥ , appartenente ad 1 ( )locL Ω , tale che μ  coincide 
con la (8) . Allora [cfr. (10) con X = Ω  ed f ϕ=  ] si ha  ( ) ( )zT Tμ ϕ ϕ=  0 ( )Cϕ ∞∀ ∈ Ω   , ossia zT Tμ = .   

 
    Se una distribuzione  Tμ  è anche di tipo zT , necessariamente risulta 0z ≥ [essendo di 
tipo  Tμ  si tratta di una distribuzione positiva , e siccome è anche di tipo  zT , da   0zT ≥  
per la (25) segue 0z ≥  ] ; una distribuzione di  tipo zT  con 0z ≥  è ovviamente positiva, 
e quindi per la (28) è anche di tipo Tμ .  
 Tali conclusioni sono illustrate nello schema della pagina seguente. 
 
 

                                                           
(3) Per il significato dell’integrale osserviamo quanto segue. Per ogni 0 ( )Cϕ ∞∈ Ω , detto Sϕ  il supporto di 
ϕ , la ϕ  è identicamente nulla in SϕΩ − , quindi ivi sommabile rispetto alla misura μ , ed è tale anche 
nell’insieme compatto Sϕ  [cfr.(16) pag.150 con  z costante uguale ad 1] : pertanto rispetto a μ  la ϕ  è 
sommabile in Ω .  
  
(4 ) Formalmente la dimostrazione si deduce da quella  citata, con riferimento a Tμ  ,  sostituendo negli 

integrali che in essa figurano ( )z t dt  con dμ nonché ( ), ( )n t tϕ ϕ rispettivamente con ,nϕ ϕ  ; inoltre nella 
(24) l’integrale  va sostituito con ( )Kμ [ qui interviene l’ipotesi (14) che μ  assuma valore finito negli 
insiemi compatti]. 
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                                                  distribuzioni su Ω   
                                                                                                 
                                             distribuzioni di tipo Tμ  
   
                                   
                                                                
                                                     con  0z ≥      con altre z 
 
                                                                                            
 
 
  
 
Le distribuzioni 

0t
δ  e ( )

0
rT  indicate nello schema saranno introdotte rispettivamente  

nell’es. 3 (qui di seguito) e nell’es. 4  [di pag.157]. 
 
 
3. La distribuzione di Dirac. 
     Fissato un punto 0

kt ∈ R , il funzionale lineare 
(29)                                        

0 0 0: ( ) ( )k
t C tδ ϕ ϕ∞∈ →R  

è ovviamente continuo (5), e quindi è una distribuzione su kR . 
     La (29) si chiama la distribuzione di Dirac, relativa al punto 0t  ; peraltro spesso 
viene chiamata la δ  di Dirac, per un motivo che sarà chiaro tra breve. 
     Notiamo che , per la (14) di pag.150 con f ϕ=  , dalla (29) consegue: 
(30)                                                

0
( )tδ ϕ =

00( )
k

tt dϕ ϕ μ=   ∫
R

. 

      Abbiamo dianzi osservato che esistono distribuzioni che sono simultaneamente di 
tipo Tμ  e di tipo zT . Orbene, dimostriamo che [si veda lo schema qui sopra]: 
     
               La distribuzione di Dirac 

0t
δ  è di tipo Tμ , ma  non è di tipo zT                                                        

    
ossia, con il linguaggio di pag.153, la distribuzione di Dirac è un  integrale, ma non è 
una funzione. 
      
 DIM.  Fissato 0

kt ∈ R , denotando per semplicità con T0 la distribuzione Tμ  con 
0t

μ μ=  e kΩ = R [cfr.  
(27)  pag.152] dalla (30) si deduce,  
                                                                

0 0( ) ( )t Tδ ϕ ϕ=          0 ( )kCϕ ∞∀ ∈ R ,  

sicché 
0 0t Tδ = : pertanto 

0t
δ è di tipo Tμ . 

   Per dimostrare che 
0t

δ  non è una funzione, procedendo per assurdo ammettiamo che esista 
1 ( )k
locz L∈ R tale che 

0t
δ sia la distribuzione zT [cfr.(20)pag.151 con kΩ = R ], sicché risulta [cfr.(30) ]: 

                                                           
(5) Dalla (21) di pag.151, il cui significato è stato richiamato dopo la (22),  segue banalmente che  
                                        0 0lim ( ) ( )nn

t tϕ ϕ
→∞

=    ossia    
0 0

lim ( ) ( )t n tn
δ ϕ δ ϕ

→∞
= . 

( )
0

rT•  

distribuzioni  di tipo zT  

0t
δ•  
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(31)                                               0( ) ( ) ( )

k

t z t t dtϕ ϕ=   ∫
R

  0 ( )kCϕ ∞∀ ∈ R .                                                                   

  Poiché  ovviamente { }0 0 0( ) ( )k kC t C∞ ∞− ⊂R R (6), la (31) si può applicare con { }0 0( )kC tϕ ψ ∞= ∈ −R , e 

sostituendo l’insieme di integrazione con { }0
k t−R [l’integrale non cambia] ;  siccome 0( ) 0tψ = , se ne 

deduce che  
                                                    

{ }0

( ) ( ) 0
k t

z t t dtψ
−

  =∫
R

   { }0 0( )kC tψ ∞∀ ∈ −R . 

 Dunque la distribuzione su { }0
k t−R determinata da z è  identicamente nulla, e da ciò per la seconda 

delle (25) [pag.152]segue che la funzione 1 ( )k
locz L∈ R di cui abbiamo ammesso l’esistenza è uguale a 0 

quasi ovunque  in { }0
k t−R , quindi anche quasi ovunque in kR : allora l’integrale nella (31) è nullo, e 

perciò  risulta 
                                                             0( ) 0tϕ =  0 ( )kCϕ ∞∀ ∈ R  , 
il che è assurdo  (7). 
                                           
  Riportiamo qui l’uguaglianza che nella (30) evidenzia due espressioni di 

0
( )tδ ϕ  e che, 

per ricordare al lettore che questa è la distribuzione di Dirac calcolata nel punto ϕ , 
indicheremo con il simbolo (D) anziché con un numero:  
 
(D)                                               

0 0( )
k

td tϕ μ ϕ =∫
R

      0 ( )RkCϕ ∞∀ ∈ . 

  Orbene, è ben noto che la (D) interviene frequentemente nelle scienze applicate, ma 
abitualmente si scrive nella forma 
 
(D’)                                     0 0( ) ( ) ( )

k

t t t dt tϕ δ ϕ−  =∫
R

     0 ( )RkCϕ ∞∀ ∈ , 

 
nella quale la funzioneδ , definita ponendo 
       
(32)                              ( ) 0tδ =  { }0kt∀ ∈ −R    ,     (0)δ = +∞ , 

                                                           
(6) Una funzione  ψ ∈  { }0 0( )kC t∞ −R , che ha il supposto contenuto in { }0

k t−R ed è ivi di classe C∞  , 

risulta di classe C∞  in tutto kR  dato che in { }0
k t−R  è identicamente nulla, e quindi appartiene anche a 

0 ( )kC∞ R . 
(7) Per completezza occorre provare che esiste almeno una funzione 0 ( )kCϕ ∞∈ R che non si annulla in un 
dato punto 0t  ; è sufficiente stabilire ciò per k=1 e 0t =0. A tale scopo consideriamo la funzione ϕ  
definita ponendo: 

 (*)                                      2
1

1( ) tt eϕ −=  ] 1,1[t∀ ∈ −     ,      ( ) 0tϕ =  per  1t ≥ , 

che è a supporto compatto in R e non si annulla nel punto 0. Mostriamo che 0 ( )kCϕ ∞∈ R .  
  Per 1t → ±   la ϕ  è infinitesima, quindi è continua nei due punti;  la derivata di ϕ  di qualunque ordine 

in un punto ] 1,1[t ∈ −   è una somma , e in ciascuno degli addendi figura sempre il fattore 2
1

1te − , il quale 
per 1t → ±  è un infinitesimo di ordine infinitamente grande; quindi la derivata di qualunque ordine tende 
a zero per 1t → ±  : ne segue che la ϕ  è  indefinitamente derivabile nei punti 1± , e che la derivata  di 
qualunque ordine è ivi nulla: dopo ciò è chiaro che 0 ( )kCϕ ∞∈ R e l’asserto è provato. 
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è tale da risultare 
(33)                                                     ( ) 1

Rk

t dtδ =∫  . 

   
    Diciamo subito che, essendo la funzione δ   nulla quasi ovunque in Rk come risulta 
dalla (32), l’ integrale al primo membro della (D’) , ossia 
 
(34)                                                  0( ) ( )

Rk

t t t dtϕ δ −∫ , 

  
è uguale a 0, e così pure quello al primo membro della (33) : perciò l’uguaglianza (33) è 
falsa, e così pure è falsa la (D’) per tutte le funzioni 0 ( )kCϕ ∞∈ R che non si annullano 
nel punto t0. 
   Dal confronto di (D), (D’)  emerge che  la (D’) si adopera come se fosse vera la 
relazione 
(35)                               

0
k

tdϕ μ ∫
R

= 0( ) ( )
k

t t t dtϕ δ −  ∫
R

  0 ( )RkCϕ ∞∀ ∈ , 

che esprime l’uguaglianza nel punto ϕ  di due distribuzioni : la distribuzione di Dirac 
Tμ  con 

0t
μ μ=  e la distribuzione zT  con 0( ) ( )z t t tδ= − ; in altri termini, si utilizza la 

(35) come se la misura 
0t

μ  fosse dotata di densità. Ma la (35) è assurda perché la 
distribuzione di Dirac è di tipo Tμ  ma non è di tipo zT [come abbiamo dimostrato a 
pag.154]; in altri termini, perché la misura 

0t
μ non è dotata di densità [ come abbiamo 

dimostrato a pag. 150 ]. 
  A questo punto vien da chiedersi come mai una relazione falsa, appunto la (D’), sia 
comunemente adoperata rivelandosi utilissima in svariate questioni, anche di settori 
diversi l’uno dall’altro. La risposta è molto semplice: l’integrale (34) che figura nella 
(D’) va inteso non come un integrale secondo Lebesgue (cioè interpretando il simbolo 
correttamente), ma come una notazione comodissima nella pratica (anche se abusiva) 
per indicare il primo membro della (D), ossia l’integrale di  Stieltjes-Lebesgue 
(36)                                                        

0
k

tdϕ μ ∫
R

, 

 nel quale la misura è quella definita dalla (13) di pag .150.  
  Analogamente l’integrale 
(37)                                                        ( )

k

t dtδ  ∫
R

 

si deve intendere come un modo diverso ( sia pure abusivo ) di scrivere l’integrale 
                                                                

0

Rk
tdμ∫ , 

che effettivamente è uguale a 
0
( )Rk

tμ , ossia ad 1 stante la citata definizione di 
0t

μ .  
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    La scrittura (34) spiega l’origine dell’uso della lettera δ  per indicare la distribuzione 
di Dirac (8), quando non occorre precisare il punto t0. Probabilmente la scelta della 
lettera δ   deriva dall’iniziale del cognome Dirac. 
   Rileviamo infine che anche i primi membri delle due relazioni seguenti, 
frequentemente adoperate: 

(38)                2 ( ) 1j te t dtπ ω δ ω
+∞

−

−∞

 =    ∀ ∈∫ R     ,     ( ) 1ste t dt sδ
+∞

−

−∞

 =    ∀ ∈  ∫ C  

vanno intesi non come integrali secondo Lebesgue (sarebbero uguali a zero), ma come  
notazioni improprie per indicare rispettivamente gli integrali                                                      
 
(39)                                              0f dω μ ∫

R

   ,      0
[0, [

sg dμ
+∞

 ∫   

 
dove , per la precisione dei due simboli, abbiamo indicato la funzione integranda 
ponendo rispettivamente per ogniω ∈ R  e per ogni s ∈   C : 
                            2( ) j tf t e π ω

ω
−=    Rt∀ ∈     ,     ( ) Rst

sg t e t−=    ∀ ∈ . 
 Naturalmente nella (39) 0μ  è la misura (13) di pag.150 con t0=0 [nel primo integrale 
anche con k=1]. 
  Per la dimostrazione delle due relazioni (38), intese come appena detto, basta applicare 
con t0=0 le proposizioni enunciate a pag. 150 e poi dimostrate: infatti la (14) con f fω=   
e k=1 è  la prima delle (38) , la (15) con sg g= è la seconda; naturalmente occorre tener  
presente che (0) (0) 1sf gω = = . 
  Le (38) esprimono rispettivamente  la trasformata di Fourier e  la trasformata di 
Laplace della δ  di Dirac (9) : è interessante notare che ciò non emerge se i due integrali 
si scrivono correttamente nella forma (39). 
 
   Nota. A conclusione dei discorsi sulla distribuzione di Dirac, vogliamo accennare alla presunta origine 
sia della funzione δ  definita dalla (32) di pag.155, sia della notazione (34) e dell’uguaglianza (33) di 
pag156, supponendo per semplicità  k=1 e  t0=0. 
   La comunità scientifica aveva bisogno di una funzione ( )tδ definita in R tale da verificare la relazione: 

 (40)                                                  ( ) ( ) ( )0t t dtϕ δ ϕ
+∞

−∞

 =∫      0 ( )Cϕ ∞∀ ∈ R , 

ossia la (D’) di pag.155 scritta per  k=1 e t0=0; inoltre la ( )tδ doveva verificare la (33). 
   Si è posto allora il problema di ricercare una siffatta funzioneδ , considerando la (40) come equazione 
nell’incognita ( )tδ : esponiamo il procedimento che presumibilmente è stato seguito.  
   Detta u= ( )u t  la funzione scalino relativa al punto 0, qualunque sia 0 ( )Cϕ ∞∈ R si ha [per semplicità, 
scriveremo spesso la funzione integranda ritenendo sottintesa la variabile t ]: 

                      [ ]
0

0
 0  0

' ' ' ' ( ) lim ( ) ( ) (0 0 )
t

u dt u dt u dt dt t tϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
+∞ +∞ +∞

+∞

→∞
−∞ −∞

= + = = = − = −∫ ∫ ∫ ∫  

                                                           
(8) Notiamo che per 0 0t = la scrittura (34) formalmente significa ( )Tδ ϕ [cfr.(20) pag.151 con z δ= , 

0 0t = , e kΩ = R ], e ricordiamo che la  Tδ  [che in effetti è la distribuzione di Dirac relativa al punto 0, 
pur non essendo essa di tipo zT ] si suole identificare  con la funzione δ  [pag.152 dopo la (25)] . 
 
(9) Rinunciamo ad introdurre la trasformata di Fourier [di Laplace] " di una distribuzione su Ω  " , che è 
un certo funzionale lineare e continuo, ma non è una distribuzione perché non è definito in tutto 0 ( )C∞ Ω .  
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e quindi risulta: 

(41)                                                               ( ) 0 'u dtϕ ϕ
+∞

−∞

= − ∫ . 

   Pertanto la (40) , intesa come equazione nell’incognita ( )tδ , si può scrivere: 

(42)                                                  ( ( ) ( ) '( ))t t dt u t t dtϕ δ ϕ
+∞ +∞

−∞ −∞

 = −  ∫ ∫ . 

   Osserviamo che la funzione scalino u relativa al punto 0 può essere approssimata puntualmente in 
{ } 0−R mediante i termini di una successione { }nu di funzioni continue. Una siffatta successione si 

ottiene ponendo [si veda il primo dei diagrammi seguenti]: 
                                                                                                             
                                                                                                                          
                                                                                                                          
                                   1                                                                                    n/2                                                                              
 
 
 
 
 
                           -1/n              1/n 
 
 
                                                                                                            -1/n              1/n 
 

(43)                                                    

0 1/
1 1 1( ) ( 1) [ , ]
2
1 1/

n

se t n

u t nt se t
n n

se t n

    < −⎧
⎪⎪= +     ∈ −⎨
⎪

    >   ⎪⎩

                                               

sicché risulta: 
                                                          lim ( ) ( )nn

u t u t
→∞

=    { }0t∀ ∈ −R . 

 
  Per trasformare opportunamente il secondo membro della (42) consideriamo le uguaglianze seguenti, 

che non sono tutte lecite e perciò scriveremo il simbolo 
?
=  (sovrapponendo un punto interrogativo al 

segno =) dove l’uguaglianza non è assicurata:     
   

                    [ ]
?

' (lim ) ' lim ' limn n nn n n
u dt u dt u dt uϕ ϕ ϕ ϕ

+∞ +∞ +∞
+∞

−∞→∞ →∞ →∞
−∞ −∞ −∞

− = −  =− = − +∫ ∫ ∫ lim 'nn
u dtϕ

+∞

→∞
−∞

  ∫ = 

                                                        
?

lim ' (lim ' )n nn n
u dt u dtϕ ϕ

+∞ +∞

→∞ →∞
−∞ −∞

=   =    ∫ ∫ . 

   Sostituendo il secondo membro della (42) con l’ultimo di tali integrali, si conclude che : se l’equazione 

(42) ammette una soluzione ( )tδ , e se sono valide le uguaglianze indicate con 
?
=   , deve risultare                                             

                                         ( ) ( ) (lim ' ( )) ( )nn
t t dt u t t dtϕ δ ϕ

+∞ +∞

→∞
−∞ −∞

  =   ∫ ∫     0 ( )Cϕ ∞∀ ∈ R  

ossia 

                                               [ ( ) lim ' ( )] ( ) 0nn
t u t t dtδ ϕ

+∞

→∞
−∞

−   =∫  0 ( )Cϕ ∞∀ ∈ R . 

  Orbene, tale relazione sussiste se e solo se risulta: 
 
(44)                                                        ( ) lim ' ( )nn

t u tδ
→∞

=   q.o. in R   (10), 

e siccome per la (43) si ha: 

                                                           
(10) Ciò si deduce dalla seconda delle (25) di pag.152, utilizzata tenendo conto della (20). 

( )ny u t=
' ( )ny u t=
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0 1/
1 1' ( ) [ , ]

2
1/

n

se t n
nu t se t

n n
se t n

    < −⎧
⎪⎪=     ∈ −⎨
⎪

0    >   ⎪⎩

 

 
dalla (44) consegue che la soluzione ( )tδ della (42), se esiste, deve essere la funzioneδ  definita dalla (32) 
di pag.155. A questo punto occorrerebbe controllare se tale funzione δ  verifica la (42), ed è ragionevole 
presumere che ciò non sia stato fatto : perchè con la predetta funzione la (42), equivalente alla (40) ossia 
alla (D’) con 0 0t = , non è soddisfatta [abbiamo visto a pag.155 che la (D’) è falsa]. 
  Quanto alla (33) [abbiamo osservato che è falsa, e chiarito come va intesa], si può presumere che sia 
stato seguito il seguente procedimento. Siccome l’integrale  

                                                                           ' ( )nu t dt
+∞

−∞

 ∫  

è uguale [si veda il secondo diagramma di pag.157] all’area an del rettangolo 1 1[ , ]
n n

− ×[0, ]
2
n ,  ossia ad 1 

qualunque sia n ∈ N , si ha: 

                                    ( )t dtδ
+∞

−∞

 ∫ =
?

[lim ' ( )] lim ' ( ) lim 1n n nn n n
u t dt u t dt a

+∞ +∞

→∞ →∞ →∞
−∞ −∞

 = =  = =∫ ∫ . 

 Ma  l’uguaglianza indicata con 
?
=   non è valida, altrimenti sarebbero uguali il primo e l’ultimo membro 

delle precedenti relazioni il che, come già detto, è falso. 
 
 
4. Ulteriori esempi di distribuzioni. 
 
   Abbiamo visto le distribuzioni "di tipo "zT , quelle "di tipo "Tμ , quelle che sono 
simultaneamente di entrambi i tipi, e la distribuzione di Dirac che è di tipo Tμ   ma non 
di tipo zT . 
   Vogliamo mostrare che esistono distribuzioni che non sono "di tipo "zT e neppure   
"di tipo "Tμ . Infatti , detto Ω   un aperto di R , qualunque sia Nr ∈ il funzionale 
lineare: 
                                             ( ) ( )

0 0: ( ) (0)r rT Cϕ ϕ∞∈ Ω →  
è continuo (11), e quindi è una distribuzione su Ω . 

                                                           
(11) Si tratta di stabilire per ogni 0 ( )Cϕ ∞∈ Ω  quanto segue: se { }n n

ϕ
∈N

è una qualunque successione 

convergente di punti di 0 ( )C∞ Ω  tale che 
(*)                                                            lim nϕ ϕ=     in 0 ( )C∞ Ω , 
 
risulta: 
(**)                                                              ( ) ( )lim (0) (0)r r

nϕ ϕ=  . 
                                             
  Ricordando il significato della (*) [cfr. pag.102, es.11) e poi es.3] , esiste un compatto K ⊂ Ω che 
contiene i supporti di ϕ  e di n nϕ  ∀ ∈ N , tale che si abbia, uniformemente in K  e qualunque sia r ∈ N :         
                                                          lim nn

ϕ ϕ
→∞

=      ,      ( ) ( )lim r r
nn

ϕ ϕ
→∞

= . 

    Dalla seconda di tali relazioni segue banalmente la (**) se 0 K∈  ; se 0 K∉ la (**) è banale , dato che 
i numeri che figurano nei due menbri sono uguali a 0.  
 

158.1 
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  Ovviamente la ( )
0

rT non è una distribuzione positiva, e quindi non è di tipo Tμ [cfr.(28) 

pag.153]. Per dimostrare che la ( )
0

rT non è di tipo zT  si può ripetere il ragionamento 
esposto nella DIM. di pag.154 per provare che non è di tipo zT  la distribuzione di Dirac 

0t
δ : basta porre ivi t0=0 e sostituire 0T  con ( )

0
rT ,ϕ  con ( )rϕ ; nella nota (5) di pag.154 si 

sostituiranno le parole "che non si annulla" con "la cui derivata di ordine r non si 
annulla". 
 
   
   
Derivate di una distribuzione. Derivate nel senso delle distribuzioni. 
 
   Qualunque sia la distribuzione T su un aperto RkΩ ⊆ , e qualunque sia il multiindice 
α , si chiama derivata di T di multiindice α , e si denota con D Tα , il funzionale 
lineare definito come segue: 
(45)                                       0: ( ) ( 1) ( )D T C T Dαα αϕ ϕ∞∈ Ω → −  
che è continuo (12) e quindi è a sua volta una distribuzione.  
   Dunque per calcolare la derivata D Tα nel punto ϕ  , formalmente basta sostituire 
nell’espressione di ( )T ϕ la funzione ϕ  con la sua derivata Dαϕ  e moltiplicare per 
( 1)α− . 
 
    Ad esempio per 4k =  ed (3, 2,0,5)α = , sicché 10α =  , qualunque sia la distribuzione Tsi ha:  

                                                            
10

(3,2,0,5)
3 2 5
1 2 4

( )D T T
t t t

ϕ∂
=

∂ ∂ ∂
 . 

 
        La nozione introdotta consente di esprimere facilmente la seguente: qualunque sia 
la funzione 1 ( )locz L∈ Ω , la derivata zD Tα  si chiama derivata di z di multiindice α  nel 
senso delle distribuzioni, e si denota col solito simbolo D zα  , : dunque quest’ultima si 
ottiene identificando la funzione z con la distribuzione zT . Tenendo presente che la 
distribuzione zT  è [cfr. (20) pag.151] 
    
                                         0: ( ) ( ) ( )zT C z t t dtψ ψ∞

Ω

∈ Ω →   ∫ , 

per la (45) con zT T=  si ha allora: 

 (46)                  ( D zα ) ( )ϕ  = ( ) ( )zD Tα ϕ  = ( 1) ( )( )( )z t D t dtα αϕ
Ω

−  ∫    0 ( )Cϕ ∞∀ ∈ Ω . 

  Ad esempio si ha, per ogni { }1,...,i k∈  : 

(47)                                      
2 2

2 2( ) ( ) ( )
i i

z z t t dt
t t

ϕϕ
Ω

∂ ∂
=

∂ ∂∫         0 ( )Cϕ ∞∀ ∈ Ω . 

                                                           
(12) Ovviamente se nϕ ϕ→  in 0 ( )C∞ Ω  [cfr. pag.102, es.11) e poi es.3), tenendo presente quanto detto a 
pag.101 prima dell’esempio 6)] , in tale spazio si ha anche nD Dα αϕ ϕ→ : dopo ciò per la continuità di T 
si ha ( ) ( )nT D T Dα αϕ ϕ→ , e quindi [cfr.(45)] ( ) ( )nD T D Tα αϕ ϕ→ .

158.2 
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   Non è detto che la distribuzione D zα , derivata nel senso delle distribuzioni della 
funzione  z , sia a sua volta una funzione (si veda la locuzione introdotta a pag.153), 
cioè non è detto che esista una funzione 1 ( )locw L∈ Ω  tale che si abbia: 

(48)                           ( ) ( )w t t dtϕ
Ω

  ∫ = ( 1) ( )( )( )z t D t dtα αϕ
Ω

−  ∫    0 ( )Cϕ ∞∀ ∈ Ω . 

  Ricordiamo [cfr.(5) pag.61] che se (e solo se) esiste una siffatta w , la funzione 
1 ( )locz L∈ Ω  è dotata  della derivata debole D zα  e per definizione si ha w D zα= : 

dunque se z è dotata  della derivata debole D zα  , la derivata di z nel senso delle 
distribuzioni si identifica con la derivata debole di z (elemento di 1 ( )locL Ω ), e perciò in 
tal caso [e solo in tal caso ] è  una funzione. 
    Il lettore osservi che qualunque elemento dello spazio 1 ( )locL Ω ammette nel senso 
delle distribuzioni qualunque derivata , mentre non è detto che sia dotato della stessa 
derivata in senso debole; qualora ne sia dotato, le due derivate si identificano [peraltro, 
anche se si denotano con lo stesso simbolo, non si può dire che coincidono, perché una 
di esse è una distribuzione, l’altra è un elemento di 1 ( )locL Ω ].  
    Ad esempio la funzione scalino 0( )u u t t= − relativa al punto t0, derivabile quasi 
ovunque in R  con derivata quasi ovunque nulla, non è dotata di derivata debole : prima 
di stabilire ciò, calcoliamo la derivata (di ordine 1)  di 0( )u t t−  nel senso delle 
distribuzioni, ossia la derivata della distribuzione: 
 

                                       0 0: ( ) ( ) ( )uT C u t t t dtϕ ϕ
+∞

∞

−∞

∈ Ω → −   ∫   . 

 Per la (45) con 1α =  si ha, tenendo presente la (41): 
 

                           0 0( ) ( ') ( ) '( ) ( )u uDT T u t t t dt tϕ ϕ ϕ ϕ
+∞

−∞

= − = − −   =∫   0 ( )Cϕ ∞∀ ∈ Ω  

e quindi, per la (29) pag.154  : 
 
                                           

0
( ) ( )u tDT ϕ δ ϕ=   0 ( )Cϕ ∞∀ ∈ Ω  

 
ossia

0u tDT δ=  . Abbiamo così stabilito che: 
    
  La derivata nel senso delle distribuzioni della funzione scalino, relativa al punto 0t ,    
è la distribuzione di Dirac 

0t
δ . Equivalentemente: la funzione scalino è una primitiva 

(nel senso delle distribuzioni) della distribuzione δ  di Dirac.  
 
  La seconda formulazione ha indotto a denotare la funzione scalino relativa al punto 0 
col simbolo 1δ−  . 
  Dopo ciò è chiaro che la funzione scalino non è dotata della derivata debole 'u : se ne 
fosse dotata, la derivata nel senso delle distribuzioni, ossia la distribuzione di Dirac 

0t
δ , 

dovrebbe identificarsi con un elemento di 1 ( )k
locL R  [pag.160 dopo la (48)], cioè 

dovrebbe essere di tipo zT  e ciò, come abbiamo visto, non accade 

158.3 
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  Naturalmente per le (50) vale quanto si è detto per la (D’)  di pag.154: i primi membri  
vanno intesi non nel senso di Lebesgue (altrimenti sarebbero nulli) ma rispettivamente 
come i seguenti integrali di Stieltjes-Lebesgue [pag.45]. 
                                            

0
k

tf dμ ∫
R

      ,   
0

0[ , [
t

t

f dμ
+∞

 ∫  

rispetto alla misura (13) di pag.150. Il lettore osservi che questi ultimi si ottengono 
formalmente dagli integrali (50) sostituendo 0( )t t dtδ −   con 

0t
dμ e scrivendo f invece  

di ( )f t . 
 
                                                             *    *    * 
 
  Abbiamo visto a pag.60 che nel caso Ω ⊆ R  un’equazione differenziale si può 
intendere in senso debole. Naturalmente ciò può farsi anche se kΩ ⊆ R , ad es. per 
l’equazione 
(51)                                                D u fα =  , 
che in senso debole esprime il problema seguente: assegnata una funzione 1 ( )locf L∈ Ω , 
ricercare le funzioni 1 ( )locu L∈ Ω dotate della derivata debole D uα che verificano la (51). 
Una soluzione di tale problema si chiama soluzione debole della (51).  
  Orbene, la nozione di derivata nel senso delle distribuzioni consente una ulteriore 
generalizzazione del problema in senso classico: assegnata una distribuzione f su Ω  , 
ricercare le funzioni 1 ( )locu L∈ Ω  soddisfacenti alla (51), nella quale la derivata è intesa 
nel senso delle distribuzioni. Allora,  denotando per semplicità con <v,x> il valore del 
funzionale v nel punto x, cioè ponendo v(x)= <v,x>  (14), la (51) significa che: 
 
                                         , ,D u fα ϕ ϕ< >  =  < >     0 ( )Cϕ ∞∀ ∈ Ω  
cioè che: 
 (52)                          ( 1) ( ) ( )u t D t dtα αϕ

Ω

−  ∫  = <f,ϕ >     0 ( )Cϕ ∞∀ ∈ Ω . 

  Se la distribuzione f è una funzione, ossia è identificata con una funzione 
1 ( )locf L∈ Ω [in particolare ( )Pf L∈ Ω , cfr. pag.59 primo comma], la (52) diviene: 

 
(53)                  ( 1) ( ) ( )u t D t dtα αϕ

Ω

−  ∫ = ( ) ( )f t t dtϕ
Ω

 ∫    0 ( )Cϕ ∞∀ ∈ Ω . 

    La (53) significa che u è dotata della derivata debole D uα , e che l’elemento f 
di 1 ( )locL Ω è la derivata debole D uα . Pertanto nell’ipotesi anzidetta una soluzione del 
problema posto è una soluzione debole della (51). 
 
 
  

                                                           
(14) Di tale notazione ci occuperemo nel seguito [cfr.(1) pag.171].  

158.5 
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7. Duale di uno spazio di Hilbert. 
 
     Nel numero 6 abbiamo introdotto il duale (forte) di uno spazio vettoriale normato: le 
considerazioni ivi svolte valgono in particolare nel caso di uno spazio pre-hilbertiano. 
         In questo numero vedremo che il duale di uno spazio di Hilbert  è uno spazio di 
Hilbert ad esso equivalente , sicché ogni spazio di Hilbert si può identificare con il suo 
duale. 
     Ricordiamo intanto che, se S è uno spazio pre-hilbertiano , per ogni fissato x S∈  il 
funzionale definito in S: 
(1)                                                      : ( , )x Su y S x y∈ →   
è lineare nel caso S  reale , ma non nel caso S complesso , in cui è lineare il suo 
coniugato (1) : dunque in entrambi i casi xu  è un elemento del duale algebrico di S 
[pag.69]. Poichè il funzionale xu  è continuo (2),  esso appartiene anche al duale forte S* 
[pag.173] ; inoltre per ogni x S∈ risulta: 
(1')                                                          

*x S
u x=   . 

 
DIM. (1').  Per la disuguaglianza di Schwarz si ha: 

                                                           ( ) ( ) ( , )x xu y u y y x y x= = ≤    y S∀ ∈   

e si ritrova così la continuità di xu  ; inoltre, supposto 0x ≠  [per x=0 il funzionale xu  è identicamente 
nullo e la (1') è banale], se ne deduce che: 

                                                                
{ }*
0

( )
sup x

x S S
y S

u y
u x

y∈ −
= ≤ . 

 Da tale relazione segue subito la (1') , perchè sussiste la disuguaglianza opposta: 

                                                   
{ } *
0

( )( )( , ) sup xx
xS S

y S

u yu xx xx u
x x y∈ −

= = ≤ =  . 

 
  Orbene, se S è uno spazio di Hilbert, l’operatore di S in S* : 
(2)                                                 : xj x S u∈ → ∈  S*  , 
ovviamente lineare, è invertibile ed ha per codominio tutto lo spazio S* . Infatti sussiste  
il seguente teorema di Riesz : 
 
(7.1) Se S è uno spazio di Hilbert, allora per ogni u ∈S* esiste uno ed un solo x S∈ tale 
che xu u= , ossia tale che:  
(3)                                                 , ( , )u y x y< >=    y S∀ ∈  . 
   In altri termini, assegnato un funzionale lineare e continuo f definito nello spazio di 
Hilbert S, il problema di ricercare un elemento x di S per il quale risulti: 
(3')                                               ( , ) ,x y f y= < >   y S∀ ∈  
ammette una e una sola soluzione. 
 
  
 

                                                           
(1) Ciò perché il prodotto scalare è per definizione una forma sesquilineare .  
(2) La continuità  è stata dimostrata [cfr. (4.2) di pag.97] in base alla definizione. 
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Nota.              
  La seconda formulazione della tesi appare superflua ma è molto importante, perchè 
utilissima in svariate questioni : ogni qualvolta un dato problema, ambientato in uno 
spazio di Hilbert, si riesce ad inquadrare in un’equazione del tipo (3') nell’incognita 
x S∈ , con termine noto u ∈S*, il teorema di Riesz fornisce per il problema un teorema 
di esistenza e unicità. Un esempio in proposito sarà riportato a pag.182.4 [esempio 10]. 
 
DIM. In primo luogo dimostriamo l’esistenza. Fissato u ∈ S* e supposto 0u ≠   (3) , esiste almeno un 
x S∈  tale che sia ( ) 0u x ≠ , e quindi l’insieme chiuso:  
(4)                                                           { }: ( ) 0uH y S u y= ∈ =  (4) 
non coincide con S : essendo Hu (nucleo di u) un sottospazio chiuso di S diverso da S , per il teorema (4.6) 
di pag. 121 il suo supplemento ortogonale uH ⊥  è diverso da { }0 . Esiste allora almeno un elemento 

u ux H ⊥∈  diverso da 0: orbene, posto  u
u

u

x
e

x
= , proveremo che il vettore di S  proporzionale ad eu  

(5)                                                                    ( )u ux u e e=   
verifica la (3). 
  Fissato y S∈  e detti ,

u u
H H

P P ⊥ gli operatori proiezione di S rispettivamente sui sottospazi supplementari 

Hu , uH ⊥ , per il teorema (4.4) di pag.119 si ha 
(6)                                                                

u u
H H

y P y P y⊥= + . 

 Ricordiamo che Hu è un iperpiano di S [pag.63 ultimo comma, con 0 uS H= (ossia 0 0, 0x α= =  ] , e per 
la definizione di iperpiano (nel caso di un sottospazio) il suo supplemento ortogonale uH ⊥  è una retta 
passante per l’origine [ pag.52]: pertanto il sottospazio uH ⊥  ha dimensione 1 ed è generato dal vettore eu 
di norma unitaria. Essendo uH ⊥ chiuso (5), per la (11) di pag.118 (con uH H ⊥= ed n=1) si ha allora  : 
                                                                     ( , )

u
u uH

P y y e e⊥ =  , 

e quindi per la (6) risulta (6): 
 (7)                             , , , ,

u u u
H H H

u y u P y u P y u P y⊥ ⊥< > = < > + < > = < > = ,( , )u uu y e e< > .   

 D’altra parte l’ultimo membro della (7) si può esprimere come segue (7), tenendo presente la (5): 
                         , ( , )u uu y e e< >  = ( , ) ,u ue y u e< > = ( )( , )u uu e e y  =  ( ( ) , ) ( , )u uu e e y x y=  
e dopo ciò dalla (7) consegue la (3). 
  Per dimostrare l’unicità, procedendo per assurdo ammettiamo che per un certo u ∈ S* esistano due punti 
distinti di S, x1 ed x2 , tali che per ogni y S∈  si abbia  
                                                         1, ( , )u y x y< >=   ,  2, ( , )u y x y< >=  
e quindi 
                                                  1 2( , ) ( , )x y x y= ,     ossia     1 2( , ) 0x x y− =  .  
  Poiché tale relazione sussiste qualunque sia y S∈ , in particolare per 1 2y x x= −  ne segue che 

1 2 1 2( , ) 0x x x x− − =  ossia   2
1 2x x− =0 :   assurdo in quanto x1 ≠   x2 . Dopo ciò il teorema è dimostrato. 

                        

                                                           
(3) Se u(x)=0 x∀ ∈ S*, l’esistenza di un x S∈ tale da verificare la (3) è banale (basta porre x=0) 
(4) Hu è la controimmagine dell’insieme chiuso{ }0 mediante la funzione u ∈ S* ( definita in S ed ivi 
continua), e perciò è un insieme chiuso per la (7.4) di pag.22. 
(5) Il sottospazio uH ⊥  è chiuso per la (1.9) di pag.109 [per la notazione ivi adoperata cfr.pag.96]. 
(6) Si tenga presente che per la (4) si ha ( ) 0

uHu P y =  [il vettore 
uHP y appartiene banalmente ad Hu ].  

(7) Essendo la dualità <.,.> una forma sesquilineare, il fattore numerico ( , )uy eλ =  “trasportato fuori” 

diventa  ( , )ue yλ = . 
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  Il teorema appena acquisito si può enunciare come segue: 
 
                                                                                  
(7.2) Se S è uno spazio di Hilbert, l’operatore j definito dalla (2) è un isomorfismo 
isometrico dello spazio normato S sullo spazio normato S*. 
    
   Infatti il teorema di Riesz asserisce che j è invertibile ed ha per codominio tutto lo spazio S*. ossia che j 
è un isomorfismo algebrico di S su S*; peraltro si tratta di un isomorfismo isometrico perché per la (1′)  
risulta 

*S
jx x=  per ogni x S∈ .  

 
     L’operatore j definito dalla (2) si chiama l’isomorfismo canonico dello spazio di 
Hilbert  S su S* ; l’operatore inverso j-1 si chiama l’isomorfismo canonico  di S* su S. 
    Fissato x S∈  dalla (2) segue xjx u=  e quindi per la definizione di xu si ha: 
 (8)                                                    (x,y) = ,jx y< >          y S∀ ∈  ; 
fissato u ∈S* da tale uguaglianza si deduce poi la seguente, ponendo 1j u x− =  (sicché 
jx=u ): 
 (9)                                               ,u y< >  = ( 1 ,j u y− )         y S∀ ∈ . 
   Le (8),(9) mostrano che se S è uno spazio di Hilbert, mediante l’isomorfismo canonico  
il prodotto scalare in S si trasforma nella dualità tra S* ed S, e viceversa quest’ultima si 
trasforma nel prodotto scalare in S.  
  Il duale forte di uno spazio di Hilbert è uno spazio normato; mostriamo che si ha 
inoltre: 
 
(7.3) Il duale di uno spazio di Hilbert è a sua volta  uno spazio di Hilbert.  
 
DIM. Si tratta di far vedere che è possibile definire nello spazio S* un prodotto scalare p(u,v) in modo che 
per ogni u ∈ S* si abbia 

*

2( , )
S

p u u u=  , e ciò si realizza subito utilizzando l’isomorfismo canonico di  S* 
su S.  Infatti, posto 
                                                 1 1( , v)=( , v)Sp u j u j− −     ( , v)u∀ ∈  S* × S* , 
per ogni u ∈ S* si ha: 

                                                
2 21 1 1

*
( , ) ( , )S SS

p u u j u j u j u u− − −= = =  

e l’asserto è provato. 
 
 
   Dopo ciò possiamo concludere, come preannunciato all’inizio di questo numero, che: 
 
 
(7.4). Il duale di uno spazio di Hilbert è uno spazio di Hilbert ad esso equivalente. 
  
 
  
8.Esempi. 
 
1) Per la (7.4) il duale dello spazio di Hilbert Rk è equivalente ad Rk, e perciò si può dire che a meno di 
isomorfismi isometrici il duale di Rk coincide con Rk. 
    Ritroviamo così che tutti i funzionali lineari e continui definiti in  Rk si ottengono ponendo, per ogni 

1 2( , ,..., )k
kc c c c= ∈ R : 
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(10)                                 1 1 2 2, ... ( , ) kc k ku x c x c x c x c x< > = + + + =

R
       1( ,..., ) k

kx x x∀ = ∈ R , 
con l’aggiunta dell’uguaglianza: 
                                                    *( )k kcu c=

R R
= 2 2 2

1 2 ... kc c c+ + + . 

   Quanto sopra vale anche se kS = C . Cogliamo l’occasione per una nota : siccome tutti gli elementi del 
duale sono definiti ponendo, per ogni 1 2( , ,..., )kc c c c= ∈  Ck : 

(11)                                         ,cu x< >  = ( , ) kc x
C

= 1 1 2 2 ... k kc x c x c x+ + +     1( ,..., ) k
kx x x∀ = ∈C  

 i funzionali del tipo (11) non sono lineari , ma è lineare il loro coniugato e perciò appartengono allo 
spazio duale di kC . 
 
2).Qualunque spazio vettoriale kΣ  di dimensione finita k può essere munito, come andiamo a dimostrare, 
di prodotto scalare in modo da ottenere uno spazio di Hilbert. Ne dedurremo poi che kΣ  è equivalente ad 
Rk  se è sul campo reale, a kC  se è sul campo complesso. 
     Supposto ad es. kΣ  sul campo reale,  fissiamo una base di esso 1( ,..., )ke e . Per ogni kx ∈ Σ esiste ed è 
univocamente determinata una k-pla di numeri reali 1( ,..., )kξ ξ ξ= , ossia un punto di Rk , tale che sia 
                                                        1 1 2 2 ... k kx ξ ξ ξ= + + +e e e  ; 
analogamente qualunque punto ky ∈ Σ può essere espresso nella forma 
                                                        1 1 2 2 ... k ky η η η= + + +e e e  
con 1( ,..., ) k

kη η η= ∈ R . Orbene, posto: 
                                                                ( , ) ( , ) kp x y ξ η=

R
  

si definisce un prodotto scalare in kΣ  e quindi la coppia ( , )k kS p= Σ è uno spazio pre-hilbertiano. In 
conseguenza lo spazio normato Sk è isomorfo allo spazio normato Rk [cfr.(2.5) pag.141] : siccome 
quest’ultimo è completo, ne segue che anche Sk è completo e pertanto lo spazio  Sk è uno spazio di 
Hilbert;  è equivalente ad Rk perché si ha: 
 
                                           ( , ) ( , ) ( , ) kk

k SS
x x x p ξ ξ ξ ξ ξ= = = =

RR
. 

  Ne segue che anche il duale di Sk è equivalente ad Rk, giacchè per il teorema (7.4) gli spazi Sk ed *( )kS  
sono equivalenti. 
  Se lo spazio vettoriale  kΣ  è sul campo complesso, si procede analogamente.  
 
 
 3). Per la (7.4) il duale dello spazio di Hilbert 2 ( )L Ω , con Ω  aperto di Rk , è equivalente ad 2 ( )L Ω , e 
perciò si può dire che a meno di isomorfismi isometrici il duale di 2 ( )L Ω  coincide con 2 ( )L Ω . 
  Dunque  tutti i funzionali lineari e continui  definiti in 2 ( )L Ω si ottengono ponendo 

(12)                                            ,cu x< >  = ( ) ( )c t x t dt
Ω

 ∫ = 2 ( )
( , )

L
c x

Ω
  2 ( )x L∀ ∈ Ω   

con 2 ( )c L∈ Ω , e risulta 
                                                               2 * 2( ( )) ( )c L L

u c
Ω Ω

=  . 

   
4). Sia p un numero reale 1≥ , e sia 'p  tale che 

                                                           1 1 1
'p p

+ =      ( 'p = +∞  se p=1). 

  Per il duale di ( )pL Ω , con Ω  aperto di Rk , se 2p ≠   non si può applicare il teorema di Riesz, dato che 
( )pL Ω  non è uno spazio di Hilbert (non è pre-hilbertiano). Tuttavia, come vedremo tra breve, valgono 

risultati analoghi a quelli del caso p=2 : precisamente per 1p ≥  (ma non per p = +∞  ) il duale di ( )pL Ω  
è equivalente ad ' ( )pL Ω , e perciò si può dire che  a meno di isomorfismi isometrici il duale di ( )pL Ω  
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coincide con ' ( )pL Ω ; invece il duale di ( )L∞ Ω non si può identificare con 1( )L Ω : ce ne occuperemo 
nell’esempio seguente (per questo motivo abbiamo supposto [1, [p ∈ +∞  , escludendo così il duale di 

( )L∞ Ω ). 
   Veniamo alla dimostrazione di quanto asserito. 
   Abbiamo visto [es.4 pag.146] che se 1p ≥ ,  per ogni ' ( )pc L∈ Ω  il funzionale lineare uc definito  
dall’uguaglianza (12) ( )px L∀ ∈ Ω  è continuo [ quindi è un elemento di *( ( ))pL Ω ], e che risulta: 
 
                                                              ' ( ) ( )

( ) p pc L L
u x c x

Ω Ω
≤    ; 

 ne segue che per 0x ≠  si ha: 

(13)                                                            ' ( )
( )

( )
p

p

c
L

L

u x
c

x Ω
Ω

≤   
     

. 

 
     Orbene, un ulteriore teorema di Riesz assicura che qualunque sia [1, [p ∈ +∞ , per ogni funzionale 
lineare e continuo u definito in ( )pL Ω [cioè per ogni *( ( ))pu L∈ Ω  ] ,  esiste uno ed un solo ' ( )pc L∈ Ω  
tale che sia : 
(14)                                      ,u x< >  = ( ) ( ) ( )cu x c t x t dt

Ω

=  ∫      ( )px L∀ ∈ Ω                                   : 

inoltre risulta: 
 
(15)                                               * * '( ( )) ( ( )) ( )p p pcL L L

u u c
Ω Ω Ω

= =  . 

  Cioè tutti i funzionali lineari e continui definiti in ( )pL Ω sono del tipo (14), proprio come nel caso p=2 
in cui ( )pL Ω è uno spazio di Hilbert ; però, a differenza del caso p=2, l’integrale nella (14) non è un 
prodotto scalare : basta osservare che i fattori c ed x non appartendono al medesimo spazio. 
  Rinunciando alla dimostrazione dell’esistenza e unicità del predetto ' ( )pc L∈ Ω ( non è affatto semplice), 
ci limitiamo a dimostrare la (15). Siccome la norma di uc  è l’estremo superiore al variare di x 
in { }' ( ) 0pL Ω − del rapporto a primo membro della (13), per la stessa (13) tale norma è ' ( )pL

c
Ω

≤ : basta 

allora  dimostrare che qualunque sia { }' ( ) 0pc L∈ Ω −  esiste { }'
0 ( ) 0px L∈ Ω − tale che (8) 

(16)                                                           '
0

)
0 ( )

( )
p

p

c
L

L

u x
c

x Ω
Ω

= . 

    A tale scopo consideriamo  la funzione x0 definita quasi ovunque in Ω  ponendo ' 2
0 ( ) ( ) ( )px t c t c t−= ; 

essendo ' ( )pc L∈ Ω  e 

                                                            ( ' 1) '
0 ( ) ( ) ( )p p p px t c t c t−= = , 

 la funzione 0x è un elemento di ( )pL Ω , e risulta: 

                                                           '

1 '
'

0 ( ) )
( ( ) )p p

p
p p p

L L
x c t c

Ω Ω
Ω

= =∫ . 

    D’altra parte si ha '
0( ) ( ) ( ) pc t x t c t= e quindi per la (14) 

                                                      '

' '
0 0 )

( ) ( ) ( ) ( ) p

p p
c L

u x c t x t dt c t dt c
Ω

Ω Ω

=  = =∫ ∫ ; 

ne segue che risulta: 

                                                              '

'

)0
' )

0 ( )
)

( ) p

p

p

p

p

Lc
p L
pL

L

cu x
c

x
c

Ω

Ω
Ω

Ω

= =  

e pertanto x0 verifica la (16).  

                                                           
(8) La (15) è banale per c=0, dato che per la (14) c=0 ⇒ uc=0.  
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      La (15) è dunque acquisita; allora l’operatore lineare  che ad ogni *( ( ))pu L∈ Ω associa l’unico 
elemento c di ' ( )pL Ω per il quale sussiste la (14), è un isomorfismo isometrico di *( ( ))pL Ω su ' ( )pL Ω , e 
pertanto i due spazi sono equivalenti. 
              
 
 5). Per quanto si è detto nell’esempio 4), qualunque siano i numeri reali , 'p p  maggiori di 1 e tali che 
1/p + 1/ 'p =1, ciascuno degli spazi ( )pL Ω , ' ( )pL Ω si identifica con il duale dell’altro (del resto abbiamo 
già visto a pag.188 che per ]1, [p ∈ +∞  lo spazio ( )pL Ω è riflessivo); inoltre il duale di 1( )L Ω si identifica 
con ( )L∞ Ω . 
   Invece il duale di ( )L∞ Ω  non si identifica con 1( )L Ω , ma contiene strettamente uno spazio normato H 
equivalente ad 1( )L Ω . Perciò si può dire che a meno di isomorfismi isometrici il duale di ( )L∞ Ω contiene 
strettamente 1( )L Ω . 
   Allo scopo di dimostrare ciò, osserviamo intanto che un elemento del duale di ( )L∞ Ω  si ottiene, come 
nel caso [1, [p ∈ +∞ , fissando un elemento c di 1( )L Ω  e considerando il funzionale uc definito ponendo 
 
(17)                                              ( ) ( ) ( )cu x c t x t dt

Ω

=  ∫      ( )x L∞∀ ∈ Ω . 

  La continuità di cu  discende dalle relazioni seguenti: 
 
              ,cu x< >  = ( ) ( )c t x t dt

Ω

≤ ≤∫  sup
t∈Ω

1( ) ( )
( ) ( )

L L
x t c t dt x c∞ Ω Ω

Ω

  ≤∫    ( )x L∞∀ ∈ Ω , 

 
dalle quali consegue poi 

(18)                                                * 1( ( )) ( )
( ) ( )

( )
sup c

c L L
x L L

u x
u c

x
∞  

∞
∞

Ω Ω
∈ Ω Ω

= ≤
     

 . 

  Si vede subito che nella (18) vale il segno di uguaglianza. Basta osservare che, ponendo 
0 ( ) signum ( )x t c t= ,  si ha 0 ( )x L∞∈ Ω  , 0 ( )

1
L

x ∞ Ω
=  e quindi tenendo presente la (17): 

                                         0
0

0 ( )

( )
( )c

c
L

u x
u x

x ∞ Ω

= =
     

10 ( )
( ) ( ) ( )

L
c t x t dt c t dt c  Ω

Ω Ω

 =  =∫ ∫ . 

  Pertanto la (18) diviene: 
(19)                                                                * 1( ( )) ( )c L L

u c∞  Ω Ω
= , 

sicché  l’operatore lineare A che ad ogni 1( )c L ∈ Ω associa  *( ( ))cu L∞∈ Ω è un isomorfismo isometrico di 
1( )L Ω  sul codominio di A, diciamolo H, che è un sottospazio di *( ( ))L∞ Ω ; per la (19) si ha che H è 

equivalente ad 1( )L Ω . Siccome *( ( ))L H∞ Ω ⊇ , con tale identificazione si può dire che 
*( ( ))L∞ Ω contiene 1( )L Ω . 

  Orbene, si dimostra che esistono funzionali lineari e continui definiti in ( )L∞ Ω che non sono del tipo di 

cu  definito dalla (17), ossia che esistono elementi di *( ( ))L∞ Ω che non appartengono ad H. Pertanto si 
può dire che il duale di ( )L∞ Ω contiene strettamente 1( )L Ω . 
 
 
6). Per costruire un elemento del duale di . ( )m pH Ω con ]1, [p ∈ +∞ , denotiamo con I  l’insieme dei 
multiindici 1( ,..., )kα α α= tali che mα ≤ , e fissiamo una famiglia . '( ) ( )m p

Ic c Hα α∈= ∈ Ω , con 'p  al 
solito tale che  1/p + 1/ 'p =1. Mostriamo che il funzionale lineare uc definito ponendo:  
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(20)                                  
0

, ( ) ( )
m

cu x c t D x t dtα
α

α = Ω

< >= ∑ ∫    . ( )m px H∀ ∈ Ω   

è continuo, e quindi appartiene ( . *( ( ))m pH Ω . 
  Infatti, tenendo presente la disuguaglianza di Schwarz-Hölder [cfr.(3) pag.54] si ha: 

    ' ( ) ( )
0 0

( ) ( ) ( ) p p

m m

c L L
u x c t D x t dt c D xα α

α α
α α

Ω Ω
= =

≤ ≤ ≤∑ ∑∫ , '( ) ( )
0

m p p

m

H L
x cα

α
Ω Ω

=
∑ .  

 Orbene, si dimostra che tutti gli elementi di . *( ( ))m pH Ω  sono del tipo (20); precisamente, per ogni 
. *( ( ))m pu H∈ Ω  esiste almeno una famiglia c= . '( ) ( )m p

Ic Hα α∈ ∈ Ω  tale che si abbia u = uc; però si 
prova che la famiglia c non è univocamente determinata  da u , sicché le norma di u in 

. *( ( ))m pH Ω non può essere uguale alla norma di c in . ' ( )m pH Ω , cioè al numero 

                                                               '

1
'

'

)
0

( ) p

pm
p

L
c cα

α

ν
Ω

=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

che non dipende soltanto da u, ma anche da c. Peraltro, detto Cu l’insieme costituito dalle famiglie 
c= . '( ) ( )m p

Ic Hα α∈ ∈ Ω  tali che  u =uc , si dimostra che risulta: 
                                                               . *( ( ))

inf ( )m p
u

H Cc
u cν

Ω ∈
= .  

  Dopo ciò si può dire che il duale di . ' ( )m pH Ω   si identifica con . ' ( )m pH Ω . Tale conclusione vale 

anche se allo spazio , ( )m pH Ω  subentra uno degli spazi 
,

0 ( )
m p

H Ω , , ( )m pW Ω . 
 
 
7) Fissato 1( )c L∈ Ω , un elemento del duale di 0 ( )C Ω è il funzionale lineare 
 
                                                         0: ( ) ( ) ( )cu x C c t x t dt

Ω

∈ Ω →  ∫ , 

che è continuo perché risulta:   
 
                                   ( ) ( ) ( )cu x c t x t dt

Ω

≤  ≤ ∫ sup ( )
t

x t
∈Ω

 ( )c t dt
Ω

 ∫ = 0 1( ) ( )C L
x c

Ω Ω
 . 

 
  Un elemento del duale di 0 ( )C Ω si ottiene anche considerando lo spazio 1( , )L μΩ , dove μ  è  
una misura nell’insieme delle parti di Ω misurabili secondo Lebesgue. Infatti fissato 1( , )c L μ∈ Ω , 
il funzionale lineare 
                                                             0: ( )cu x C cx dμ

Ω

∈ Ω →  ∫  

è continuo perché risulta: 
 
                                       ( )cu x c x dμ

Ω

≤  ≤∫ sup ( )
t

x t
∈Ω

 c dμ
Ω

 ∫ = 0 1( ) ( , )C L
x c

μΩ Ω
 . 

                                                       
 
8) Il duale topologico di 0 ( )C∞ Ω è lo spazio vettoriale costituito dalle distribuzioni su Ω : tale 
asserzione è banale, dato che  discende direttamente dalle definizioni di duale topologico [pag.171] 
e di distribuzione [pag.151]; abbiamo voluto evidenziarla perché talvolta le distribuzioni vengono 
definite proprio come gli elementi del duale topologico di 0 ( )C∞ Ω , ossia , con il simbolo da noi 
adottato per il duale topologico, come gli elementi di D*( Ω ) [abbiamo già detto che lo spazio 

0 ( )C∞ Ω si denota anche con D( Ω )]. 
  Aggiungiamo una nota: poiché ogni elemento 1 ( )locz L∈ Ω  si identifica con la distribuzione zT  
[pag.152], con tale identificazione si può dire che 1 ( )locL Ω è un sottospazio vettoriale di D*( Ω ).   
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9)  Per indicare un’applicazione del teorema di Riesz, consideriamo  il problema seguente , detto 
problema omogeneo di Dirichlet  generalizzato, oppure in forma debole. 
    Assegnata una funzione 2 ( )f L∈ Ω , con Ω aperto limitato di 2R , determinare 1

0 ( )u H∈ Ω  tale 
che si abbia: 
 
(21)                                    2u fΔ = −   nel senso delle distribuzioni su Ω . 
   
    Prima di  dimostrare che tale problema ammette una e una sola soluzione, che si chiama 
soluzione debole del problema omogeneo di Dirichlet, occorre specificare il significato della (21). 
    L’operatore di Laplace                                                                                                                                                       

                                                                   
2 2

2 2 2x y
∂ ∂

Δ = +
∂ ∂

, 

inteso nel senso delle distribuzioni su Ω , significa che le due derivate parziali sono espresse dalle 
relazioni [cfr. (46) pag.158.2]: 

(22)           
2 2

2 2,u u dxdy
x x

ϕϕ
Ω

∂ ∂
< > =

∂ ∂∫∫ ,   
2 2

2 2,u u dxdy
y y

ϕϕ
Ω

∂ ∂
< > =

∂ ∂∫∫    0 ( )Cϕ ∞∀ ∈ Ω  . 

  D’altra parte la u, essendo elemento di 1
0 ( )H Ω , è dotata di derivate parziali prime in senso 

debole; queste per definizione sono gli elementi di 2 ( )L Ω tali che si abbia [cfr.(6) pag.61]: 

            u dxdy u dxdy
x x

ψψ
Ω Ω

∂ ∂
 = −  

∂ ∂∫∫ ∫∫  ,   u dxdy u dxdy
y y

ψψ
Ω Ω

∂ ∂
 = −  

∂ ∂∫∫ ∫∫   0 ( )Cψ ∞∀ ∈ Ω . 

  Applicando queste uguaglianze rispettivamente per 
x
ϕψ ∂

=
∂

 e per
y
ϕψ ∂

=
∂

,  si ottengono le 

seguenti: 

          
2

2

u dxdy u dxdy
x x x

ϕ ϕ

Ω Ω

∂ ∂ ∂
= −   

∂ ∂ ∂∫∫ ∫∫   ,    
2

2

u dxdy u dxdy
y y y

ϕ ϕ

Ω Ω

∂ ∂ ∂
 = −  

∂ ∂ ∂∫∫ ∫∫   0 ( )Cϕ ∞∀ ∈ Ω ,           

                                                                                                                         
 e quindi  le (22) divengono rispettivamente 

                        
2

2 ,u u dxdy
x xx

ϕϕ
Ω

∂ ∂ ∂
< > = −  

∂ ∂∂ ∫∫ ,      
2

2 ,u u dxdy
y yy

ϕϕ
Ω

∂ ∂ ∂
< > = −  

∂ ∂∂ ∫∫ . 

   Pertanto si  ha : 

   
2 2

2 2, , [ ]u u u u dxdy
x x y yx y

ϕ ϕϕ ϕ
Ω

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
< > + < > = − +  

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∫∫ = u dxdyϕ
Ω

− ∇ • ∇   ∫∫ = 2 ( )
( , )n L

u ϕ
Ω

− ∇ ∇  

 e  perciò 2uΔ , ossia il primo membro della (21), è la distribuzione definita come segue: 
 (23)                                2 ,u ϕ< Δ > = 2 ( )

( , )
L

u ϕ
Ω

− ∇ ∇      0 ( )Cϕ ∞∀ ∈ Ω . 

   Naturalmente anche la funzione f a secondo membro della (21) va intesa nel senso delle 
distribuzioni (9), cioè identificata con la distribuzione fT−  che è il funzionale definito dalla 
relazione [cfr.(20) pag.151]: 
(24)                          ,fT ϕ− < >  =  f dxdyϕ

Ω

−  ∫∫ =  2 ( )
( , )

L
f ϕ

Ω
−  0 ( )Cϕ ∞∀ ∈ Ω   (10). 

   In definitiva l’equazione (21) [nell’incognita u] si specifica come segue: 
  
(25)                                                2 ( )

( , )
L

u ϕ
Ω

∇ ∇ = 2 ( )
( , )

L
f ϕ

Ω
   0 ( )Cϕ ∞∀ ∈ Ω . 

 

                                                           
(9)  Cfr.pag.152. Occorre tener presente che f  , elemento di 2 ( )L Ω , appartiene anche ad 1 ( )locL Ω  
[cfr. quanto osservato all’ inizio di pag. 59].  
(10) Per esprimere l’integrale come prodotto scalare, l’elemento ϕ  di 0 ( )C∞ Ω  va identificato con 
l’elemento di 2 ( )L Ω (classe di funzioni a due a due uguali q.o.) a cui appartiene. 
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    Per dimostrare l’esistenza di una soluzione, osserviamo  che, essendo 0 ( )C∞ Ω denso in 1

0 ( )H Ω  

(11), per  ogni 1
0v ( )H∈ Ω  esiste una successione ( )n n

ϕ
∈N  di elementi di 0 ( )C∞ Ω  tale che: 

(26)                                                   lim vnn
ϕ

→∞
=    in 1

0 ( )H Ω , 

e questa comporta che  
(27)                                                 lim nn

ϕ
→∞

∇ = ∇v   in 2 ( )L Ω .  

   Allora, se esiste una soluzione u della (25),  il primo membro della (25) con  nϕ   in luogo di ϕ  , 
ossia 2 ( )

( , )n L
u ϕ

Ω
∇ ∇  , per la (27) tende a 2 ( )

( , )
L

u
Ω

∇ ∇v , e questo numero è il prodotto scalare di u 

e v  nello spazio 1
0 ( )H Ω [ cfr. la seconda delle (2) di pag.104].     

   D’altra parte, siccome per la (26) risulta lim vnn
ϕ

→∞
=  anche nello spazio 2 ( )L Ω , il secondo 

membro della (25) con nϕ   in luogo di ϕ , ossia 2 ( )
( , )n L

f ϕ
Ω

, tende all’integrale 

(28)                                                               v f dxdy
Ω

 ∫∫ , 

che si può scrivere nella forma  ,f< >v  , identificando f con il funzionale che ad ogni 1
0v ( )H∈ Ω  

associa l’integrale (28). 
  Pertanto dalla (25) scritta con nϕ   in luogo di ϕ , passando al limite per n → ∞ si deduce che 
un’eventuale soluzione u  della (25) deve verificare l’uguaglianza  seguente: 
(29)                                           1

0 ( )
( , v) , v

H
u f

Ω
  =  < >     1

0v ( )H∀ ∈ Ω  . 

    Riguardando la (29) come equazione nell’incognita 1
0 ( )u H∈ Ω  , per il teorema di Riesz [si veda 

la (3’) di pag.177] essa ammette una e una sola soluzione : orbene, si prova subito che tale 
soluzione u verifica la (25), ossia è soluzione della (21). Basta osservare che qualunque sia 

0 ( )Cϕ ∞∈ Ω , dalla (29) per v=ϕ  (12) si ottiene l’uguaglianza: 
 (30)                                           1 2

0 ( ) ( )
( , ) ( , )

H L
u fϕ ϕ

Ω Ω
  =     0 ( )Cϕ ∞∀ ∈ Ω  

che è appunto la (25) (13). 
  L’unicità  per la (25) è ovvia, avendo dianzi stabilito che un’eventuale soluzione della (25) deve 
verificare la (29) e questa, come già detto, ha una sola soluzione. 
 
 
10.  Un’applicazione del problema omogeneo di Dirichlet in forma debole .  
 
    Consideriamo il seguente problema: assegnata una distribuzione di carica r  (chiamata densità di 
carica) occupante una regione limitata del piano, calcolare il potenziale elettrico u da essa 
generato nell’interno della regione, determinato dalla condizione che sia nullo sulla frontiera. 
        Il gradiente di u cambiato di segno è il campo elettrico E, che è legato ad r dalla relazione 
                                                               div E= 4π r/ ε  ,   
dove ε  è la costante dielettrica del mezzo. Dall’uguaglianza                                                    
                                                   - ∇ u = E,   ossia   ∇ u = -E, 
si deduce 
                                 div ∇ u = div(-E) =  -4π r/ ε    ossia 2Δ u =  -4π r/ ε  .           
                                                           
(11) Cfr. pag.104, terzo comma. Naturalmente ciascun elemento di 0 ( )C∞ Ω va identificato con 
l’elemento di 1

0 ( )H Ω (classe di funzioni a due a due uguali q.o.) a cui appartiene. 
(12) Si veda quanto osservato nella precedente nota (11).  
(13) Per quanto attiene al primo membro della (30), si tenga presente il prodotto scalare nello 
spazio 1

0 ( )H Ω , già richiamato poc’anzi; per il secondo membro della (30), si osservi la (24) 
identificando nel primo membro fT  con f . 
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   Pertanto, posto f = 4π r/ ε   e detto Ω   l’interno della regione, la funzione u è soluzione 
nell’aperto Ω dell’equazione 2Δ u = - f   ( equazione di Poisson ), e fuori di Ω  (dove r = 0) 
soluzione dell’equazione 2Δ u = 0  ( equazione di Laplace); per la condizione al contorno u=0 su 
∂Ω , la funzione u è soluzione del problema omogeneo di Dirichlet per l’equazione di Poisson:  
 

                                                              
2

0 su
u f in

u
Δ = − Ω⎧

⎨ = ∂Ω⎩

    
          .                                                                                                

     Il problema in senso classico si formula come segue: assegnata una funzione f  continua in un     
aperto Ω  , ricercare una funzione u continua in  Ω ∪ ∂ Ω ,  nulla su ∂Ω , dotata di derivate 
prime e seconde continue in Ω  ed ivi avente laplaciano  uguale a  –f . Se  Ω   non soddisfa ad 
opportune condizioni (ad es. che abbia frontiera "di classe C2 "), non è detto che il problema 
ammetta soluzioni , anche se si suppone che il dato f sia una funzione continua non solo in Ω  ma 
pure sulla frontiera di Ω . Lo spazio ambiente del problema è C2( Ω ) ∩ C0( Ω ). 
    Come appena evidenziato,  per dimostrare l’esistenza e l’unicità della soluzione occorrono delle 
ipotesi su Ω , che sono troppo restrittive per le applicazioni. Per ottenere l’esistenza in ipotesi più 
generali, non solo su Ω  ma anche sulla funzione f, occorre ambientare il problema in uno spazio 
" più ampio"  : perciò si considera  il problema omogeneo di Dirichlet generalizzato introdotto 
nell’esempio precedente che, come si è visto in base al teorema di Riesz, ammette nello spazio 

1
0 ( )H Ω  una e una sola soluzione.  

     E’ ben noto che l’equazione di Poisson e quella di Laplace intervengono frequentemente nelle 
scienze applicate. Per esempio, la temperatura di un corpo omogeneo ed isotropo in condizioni di 
equilibrio è una funzione armonica  ( 2Δ u = 0) ; in questo senso l’equazione di Laplace descrive il 
caso stazionario (cioè indipendente dal tempo) dell’equazione di diffusione. La configurazione di 
equilibrio di una membrana perfettamente elastica è una funzione  armonica, come   pure  il  
potenziale di velocità di un fluido omogeneo, o il potenziale di un campo attorno ad un profilo 
alare. 
      L’equazione di Poisson svolge un ruolo importante nella teoria dei campi conservativi (campo 
elettrico, magnetico, gravitazionale, ecc.) , cioè nel caso che il vettore campo è esprimibile come il 
gradiente di un potenziale. 
      In generale le formulazioni deboli di problemi di questo tipo , oltre ad assicurare l’esistenza di 
soluzioni (deboli), comportano diversi vantaggi e in particolare conducono in maniera naturale allo 
sviluppo di metodi numerici di tipo Galerkin. 
 
                                                             
 Note sui modelli matematici. 
     L’esempio dianzi esposto ci offre l’occasione per effettuare un discorso di carattere generale. 
     I teoremi di esistenza e unicità non interessano solo i matematici.      
     Quando si traduce un problema fisico in un problema matematico, si vengono  a scrivere delle 
equazioni e/o disequazioni, nonché delle uguaglianze e/o disuguaglianze , che nel loro complesso 
costituiscono quello che si chiama un modello matematico del problema fisico considerato; è 
importante che il problema possa essere inquadrato in una equazione nell’incognita x del tipo: 
 
 (31)                                                                 Ax=y  ,  
 
dove :A S T→  ed y  rappresentano i dati del problema, e la soluzione si cerca nell’insieme S . 
     Nella costruzione di un modello matematico può accadere che le considerazioni fisiche atte ad 
individuare la soluzione non si facciano intervenire tutte (inconsciamente), oppure che si 
inseriscano condizioni superflue; inoltre spesso si effettuano delle semplificazioni, o si trascura 
“qualcosa” per  ragioni di semplicità.  A causa di ciò, non è detto che il modello costruito sia 
" buono"  , cioè che abbia le potenzialità per rappresentare efficacemente il fenomeno da studiare.    
    Per essere sicuri che il modello sia  " valido " , occorre che il problema matematico sia come 
suol dirsi ben posto: ciò significa che debbono essere verificate due condizioni. 
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       a)  Il problema deve ammettere una e una sola soluzione.  
   
  L’esistenza garantisce che nel costruire il modello matematico non si è richiesto più del 
necessario, l’unicità garantisce che non si è omesso qualcosa di essenziale; con riferimento alla 
(31), l’esistenza significa che l’insieme T è il codominio dell’operatore A (cioè che la 
corrispondenza :A S T→ è suriettiva), l’unicità significa che A è invertibile (cioè che la 
corrispondenza è iniettiva , o biunivoca). 
   
       b) La soluzione deve dipendere con continuità dai dati: ossia, con riferimento alla (31), la 
funzione inversa di :A S T→  deve essere continua.  
 
    Adoperando un linguaggio intuitivo, la b) richiede che se si approssimano i dati del problema 
[come accade spesso quando si inseriscono i dati nel computer per il calcolo della soluzione] si 
ottenga effettivamente una soluzione approssimata ; ossia impone che un piccolo errore sui dati 
provochi un errore piccolo sulla soluzione. 
   In termini precisi, la b) richiede  che la corrispondenza  dati  →   soluzione , appunto la funzione 
inversa di :A S T→ , sia una funzione continua. Naturalmente per parlare di continuità bisogna 
che S e T siano spazi topologici, e la continuità è legata alle topologie dei due spazi; anche il 
significato della parola approssimazione dipende dalle due topologie. E’ chiaro allora che le 
topologie per S e per T (quindi i due spazi topologici), vanno scelte in modo adeguato alla 
questione da studiare.  
   Se S e T sono spazi di Banach, e se la corrispondenza A è un operatore lineare, dopo aver 
accertato che A è invertibile e suriettivo, per constatare che l’operatore inverso è continuo basta 
stabilire che A è continuo [teorema di Banach, (2.4) pag.141]. 
 
                                                                     *   *   * 
 
  Per concludere, mostriamo che il problema espresso dalla (21) di pag.182.2 è ben posto. Avendo 
già stabilito la condizione a), si tratta di provare la b). 
  Detto A l’operatore lineare che ad ogni u∈ 1

0 ( )H Ω associa il funzionale definito come segue: 
                                                 v∈ 1

0 ( )H Ω → (u,v) 1
0 ( )H Ω   

elemento del duale di 1
0 ( )H Ω , l’equazione (21) si esprime nella forma (31) con  y= f−  ,   dove f è 

un elemento di 2 ( )L Ω  identificato con un elemento di 1 *
0( ( ))H Ω [cfr. pag.182.3 dopo la (28)].     

   Siccome A è un isomorfismo  dello spazio di Hilbert 1
0 ( )H Ω  sul duale di esso (quindi tra spazi di 

Banach), l’operatore inverso  è continuo per il teorema di Banach dianzi citato.              
 
 
   11. Come ulteriore applicazione del teorema di Riesz  dimostriamo che (14): 
  
(8.1) Se Ω  è un aperto limitato di R , ogni funzione u∈ ( )2L Ω  è dotata di primitiva debole, 

anch’essa elemento di ( )2L Ω : esiste cioè  w∈ ( )2L Ω   tale che       
                                                                     w’=u .      

 
  
 DIM. Supposto ( )1

0H Ω  munito della norma (2) di pag. 104,  che è equivalente a quella usuale in 
quanto Ω  è limitato, consideriamo il funzionale lineare: 
                                                             
                                                    f :   v ∈ ( )1

0H Ω → ( )u t t dt
Ω
∫ v( )  

 

                                                           
(14) L’osservazione è stata fatta dall’ing. MAURO RUSSO durante una mia lezione del corso di Dottorato in 
Ingegneria Industriale. Con tale citazione intendo manifestare all’ing. Russo il mio apprezzamento e la mia 
stima. 
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che è continuo [ es.10 pag. 148 ]. Per il teorema di Riesz  [(7.1) pag. 177]  esiste allora  
z∈ ( )1

0H Ω tale che: 

                                      ( ) ( )1
0H

,z
Ω

v = < f, v>  = ( )u t t dt
Ω
∫ v( )     ∀ v∈ ( )1

0H Ω  

     In particolare per  v = ( )0Cϕ ∞∈ Ω [inteso come elemento di ( )1
0H Ω ], tenuto conto della 

seconda delle (2) di pag.104 con k=1, dalla precedente relazione si deduce: 
 
(32)                                   '( ) '( )z t t dtϕ

Ω
∫  = ( )u t t dtϕ

Ω
∫ ( )   ∀ ( )0Cϕ ∞∈ Ω . 

    Orbene, posto: 
                                                                          w = 'z− , 
 si  ha   w ∈ ( )2L Ω  e  la (32)  si scrive: 
                   
                                          ( )u t t dtϕ

Ω
∫ ( )  = ( ) '( )w t t dtϕ

Ω

−∫   ∀ ( )0Cϕ ∞∈ Ω . 

 
      Dunque, per la definizione di derivata debole  [(6) pag.61, con lo scambio delle lettere u  e w] , 
l’elemento u di ( )2L Ω è la derivata debole di w e l’asserto è provato. 
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-  295 bis  - 
               
        Esempio 2. L’integrale del calcolo delle variazioni e l’equazione di Eulero. 
 
    Per dare un esempio sulla utilizzazione dei teoremi (2.6),(2.7) , ci occuperemo qui del 
cosiddetto integrale del calcolo delle variazioni, che rappresenta un funzionale da 
minimizzare: la ricerca del minimo di un funzionale, cui si riconducono diverse 
questioni di ottimizzazione, costituisce il problema fondamentale di un importante 
settore dell’Analisi Funzionale denominato appunto Calcolo delle variazioni. 
     Prima di esporre l’argomento, ci sembra utile illustrare con qualche esempio il tipo 
di problema che conduce alla minimizzazione di un funzionale, cominciando con i casi 
più semplici in cui il funzionale è una funzione di più variabili reali.  
 

          1. Assegnati un pianoα e un punto P dello spazio, determinare il punto P0  di α  che 
ha la minima distanza da P. 

          2. Assegnati un sottoinsieme S di Rn e un punto P di Rn, determinare un punto P0 di S 
(se esiste) che abbia la minima distanza da P. Il problema è una generalizzazione di 
quello indicato al punto 1. 

          3. Assegnato un numero positivo l , sia S  l’insieme costituito dalle curve piane Γ  
generalmente regolari, semplici e chiuse, aventi lunghezza l.   Ogni SΓ∈ è la frontiera di 
un dominio limitato e misurabile D(Γ ): determinare Γ   in modo che  D(Γ )  abbia la 
massima area. Si tratta di “massimizzare” il funzionale ( ): S area DΦ Γ∈ → Γ , cioè di   
minimizzare il funzionale .−Φ  

         4. Assegnati due punti A e B di una superficie S, determinare la curva tracciata sulla 
superficie , congiungente A e B , rettificabile ed avente la minima lunghezza (curva 
geodetica). Detto Λ  l’insieme delle curve in questione, si tratta di minimizzare il    
funzionale   ( ): lΦ Γ∈Λ→ Γ , essendo ( )l Γ   la lunghezza di Γ . 

         5. Assegnato un numero positivoσ , sia S  l’insieme  costituito dalle parti misurabili 
di R3 la cui frontiera è una superficie misurabile di area σ : determinare l’elemento di S 
che ha il massimo volume .Si tratta di “massimizzare” il funzionale : .A S vol AΦ ∈ → , 
cioè di  minimizzare il funzionale .−Φ  

         6. Siano A e B due punti di un piano verticale α , essendo A situato “più in alto” di B.     
     Pensiamo ad una massa puntiforme P, soggetta alla forza peso, che si muova da A a B 

con velocità iniziale nulla, su una guida giacente sul piano α ed avente la forma di una 
curva Γ . Il tempo che P impiega per effettuare il  movimento descritto dipende dalla 
traiettoria: determinare la curva Γ  in modo che P impieghi il minor tempo possibile 
(problema della brachistocrona). Denotando con S  l’insieme  costituito dalle curve  
piane Γ congiungenti A e B ,  giacenti su α , e con ( )T Γ il tempo impiegato dalla  massa 

P per percorrere la traiettoria Γ , si tratta di minimizzare il funzionale ( ): S TΦ Γ∈ → Γ . 
         7. In uno spazio di Hilbert siano dati un punto P e un sottoinsieme K non vuoto, 

chiuso e convesso. Determinare  il  punto di K che ha la minima distanza da P. 
            Il problema , che è una generalizzazione di quello indicato al punto 2, equivale a 

quello di minimizzare il funzionale (6) di pag. 116. 
         8. In opportune ipotesi la disequazione variazionale (4) di pag.255 , a cui si possono 

ricondurre svariati problemi, equivale alla minimizzazione del funzionale (10) di        
pag. 256. 

 
                                                             *    *    * 
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UNA  FUNZIONE  CONTINUA  IN  UN  INTERVALLO, 

CON  DERIVATA  NULLA  QUASI  OVUNQUE, 
CHE NON E’ COSTANTE . 

 
       L’esempio in questione si costruisce utilizzando il cosiddetto insieme di Cantor, 
che si ottiene effettuando una opportuna successione di partizioni di un intervallo, ad 
esempio dell’intervallo [0,1].                                              
      Per comodità di esposizione, in via preliminare conveniamo quanto segue: 
 
        a) Qualunque siano gli intervalli disgiunti I e J, per esprimere che ogni numero 
appartenente ad I è minore di ogni numero appartenente a J scriveremo I<J oppure J>I . 
 
        b) Ogni qualvolta prenderemo in considerazione una partizione dell’intervallo [0,1] 
costituita da un numero finito di intervalli, dopo aver elencato tali intervalli secondo la 
relazione < introdotta in a) chiameremo laterali quelli di posto dispari, che supporremo 
chiusi, e centrali quelli di posto pari, che supporremo aperti. 
        Tali locuzioni derivano dal fatto che occorrerà più volte suddividere un  intervallo 
chiuso in tre intervalli: uno “centrale” e due “laterali”. 
        E’ opportuno evidenziare che: 
 
     1. Se I e J sono intervalli disgiunti , essi sono anche separati e quindi se non risulta  
I ≤ J  si ha necessariamente  I  > J. 
 
     Ciò premesso, andiamo a definire induttivamente la successione di partizioni (Pn)n∈N  
dell’intervallo [0,1] . 
 
   Partizione P1 – Si ottiene suddividendo l’intervallo [0,1] in tre intervalli di uguale 
ampiezza. 
 
   Partizione Pn  (n≥2) – Si ottiene dalla partizione Pn-1 suddividendo ciascuno degli 
intervalli laterali in tre intervalli di uguale ampiezza (1). 
  
      Verifichiamo che: 
 
     2. Il numero degli intervalli laterali della partizione Pn è 2n , quello degli intervalli 
centrali è 2n – 1 . 
--------------------- 
    Dimostriamo che è vera la proposizione enunciata, diciamola an), in base al principio di induzione. Essendo vera 
la a1), mostriamo che se è vera la an) di conseguenza è vera la an+1).  
     Il numero degli intervalli laterali della partizione Pn+1 è il doppio del numero di quelli della Pn  (ciascuno dei quali 
ha dato luogo, con la suddivisione, a 2 intervalli laterali ) e quindi, essendo per ipotesi vera la an), tale numero 
è 12 2 2n n+⋅ = .  
    Gli intervalli centrali della partizione Pn+1 sono di duplice provenienza: quelli della partizione Pn , rimasti 
inalterati, il numero dei quali è 2n – 1 , e quelli ottenuti dalla suddivisione dei 2n  intervalli laterali della Pn  ( ciascuno 
dei quali ha dato luogo, con la suddivisione, ad un intervallo centrale della  Pn+1 ) : pertanto il numero degli intervalli 
centrali della Pn+1  è   ( 2n – 1 ) + 2n  =  2⋅2n – 1  =  2n+1 – 1. 
 ----------------------------- 

                                                 
(1) Gli intervalli centrali della Pn-1 rimangono inalterati nella partizione Pn . Di conseguenza, per ogni intero positivo 
h<n gli intervalli centrali della partizione Ph sono anche intervalli centrali della Pn . 
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     Con riferimento alla partizione P1 , detti 1

1L  , 1
2L  gli intervalli laterali e 1

1C  quello 
centrale, si ha: 
                                                         1

1L  < 1
1C  < 1

2L  . 

     Per ogni n≥2 denotiamo con ( )1,...,2n n
iL i =  gli intervalli laterali della partizione 

 Pn ; quanto agli intervalli centrali, supposto di aver denotato quelli della partizione Pn-1 
con 1 1( 1,...,2 1)n n

jC j− −= −  , denotiamo quelli della Pn con ( 1,...,2 1)n n
jC j = − , avendo 

posto : 
                                             { }1 1

2 1,...,2 1n n n
r rC C r− −= ∀ ∈ −           (2) . 

     Evidentemente per gli intervalli della partizione Pn  sussistono le relazioni: 
 
                                                           1 1 2 2

n n n nL C L C< < < <                                                                                                                 

                                            3 3 4 4
n n n nL C L C< < < <                                                                                        

                                            ……………………………………… 
 (1)                                      2 1 2 1 2 2

n n n n
k k k kL C L C− −< < < <                                                                                      

                                            ………………………………………                                                                  
                                            

2 3 2 3 2 2 2 2n n n n
n n n nL C L C
− − − −
< < < <                    

                              
                                                           

2 1 2 1 2n n n
n n nL C L
− −
< <                   

 
nelle quali gli intervalli della quarta “colonna” sono quelli centrali della partizione Pn-1 ,  
rinominati come intervalli della Pn. 
       Osserviamo che dalle (1) emergono le relazioni: 
        
  (2)                                                1

n n n
h h hC L C− < <                  (n ≥ 2, h∈[2, 2n – 1]∩N)   (3), 

 ed inoltre che: 
 
    3. Qualunque siano n

hC  e n
kC , intervalli centrali della partizione Pn , per x,y 

soddisfacenti alle relazioni : 
  (3)                                                 x∈ n

hC   ,  y∈ n
kC     

 si ha : 

  (4)                                    x<y  ⇒   n
hC   ≤  n

kC     ⇔   h ≤ k .   (4) 
    
 

                                                 
(2) Abbiamo così “rinominato” ciascun intervallo centrale della partizione Pn-1 [cfr. nota (1) pag.1] , raddoppiandone 
l’indice ed aumentando l’esponente di una unità: la nuova notazione lo rappresenta come intervallo centrale della 
partizione Pn .   
      Perciò gli intervalli centrali della Pn con l’indice pari sono tutti i centrali della Pn-1 ; invece ciascuno di quelli con 
l’indice dispari proviene dalla suddivisione di un laterale della Pn-1 in tre intervalli di uguale ampiezza (e dei tre è 
quello “centrale”). 
(3) Osservando nelle (1) i simboli delle “colonne” seconda, terza e quarta, nelle varie “righe” (esclusa l’ultima) si 
vede la (2) con h pari, h=2,4,…,2n–2; osservando nelle (1) l’ultimo simbolo di ciascuna riga (esclusa l’ultima) e i 
primi due della riga successiva, si vede la (2) con h dispari, h=3,5,…,2n–1. 
(4) Supposto x<y , per assurdo ammettiamo che non sia n n

h kC C≤ : per la proposiz. 1 si ha allora n n
h kC C> e quindi, per 

il significato della notazione >, risulta x>y contro l’ipotesi . L’equivalenza che figura in (4) è dovuta alle notazioni 
adottate [cfr.(1)]. 
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       Per i nostri scopi ha interesse l’insieme Ω  unione degli intervalli centrali, con 
l’indice dispari, di tutte le partizioni della successione (Pn)n∈N : tale sottoinsieme 
dell’intervallo [0,1] interviene nel teorema seguente . 
 
    4.  Per ogni m∈N l’unione degli intervalli centrali della partizione Pm : 

  (5)                                                             
2 1

1

m

m
h

h

C
−

=
U     

è uguale all’unione di tutti quelli delle partizioni  P1 , P2, …, Pm  con l’indice dispari: 

  (6)                                                        
12

2 1
1 1

nm
n
k

n k

C
−

−
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

U U        (5)  . 

    L’insieme Ω  che si ottiene considerando l’unione (6) per n da 1 a +∞  :   

(7)                                                 Ω  = 
12

2 1
1

n

n
k

n N k

C
−

−
∈ =

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

U U          

è misurabile secondo Lebesgue ed ha misura 1 . 
 
------------------------------------ 
    Consideriamo l’intervallo m

hC  che figura nell’unione (5). Se h è dispari, tale intervallo figura anche nell’unione (6) 

[dato che nella (6) l’indice della lettera C è dispari e l’esponente n deve assumere anche il valore m ] , e quindi m
hC è 

contenuto nell’insieme (6) ; alla stessa conclusione si perviene se h è pari dato che, posto h = 2rq con q dispari, risulta 
m
hC = m r

qC −  (6) : essendo q dispari e m-r∈ [1,m], l’intervallo m r
qC − [ossia m

hC ] è contenuto nell’insieme (6). 
    Pertanto l’insieme (5) è contenuto nell’insieme (6). 
    Per dimostrare l’inclusione opposta poniamo: 

  (8)                                                                       nΩ = 
2 1

2 1
1

n

n
k

k

C
−

−
=
U    , 

sicché l’insieme (6) è l’unione 1Ω  ∪ 2Ω  ∪ …..∪ mΩ  . L’insieme mΩ , essendo l’unione di alcuni intervalli centrali 
della partizione Pm , è contenuto nell’insieme (5); per ogni n < m  l’insieme nΩ è l’unione di alcuni intervalli centrali 

della partizione Pn , cioè di alcuni intervalli del tipo n
pC : quest’ultimo, essendo anche intervallo centrale della 

partizione Pm  in quanto n<m  [cfr. nota (1) pag.1] , è pure contenuto nell’insieme (5) e dopo ciò è chiaro che l’insieme 
(6) è contenuto nell’insieme (5). 
    La prima asserzione dell’enunciato è dunque acquisita. Al fine di dimostrare la seconda, poiché Ω è l’unione degli 

insiemi della successione ( )n n N∈
Ω , in primo luogo proviamo che essi sono a due a due disgiunti. 

   Procedendo per assurdo, ammettiamo che esista un punto x appartenente all’insieme nΩ ∩ iΩ  con n≠ i, sicché per 
la (8) x appartiene a due intervalli centrali con gli indici dispari rispettivamente delle partizioni  Pn   e   Pi , diciamoli 

2 1
n
hC −  e 2 1

i
kC − . Se ad esempio i < n, l’intervallo 2 1

i
kC − è anche un intervallo centrale della partizione Pn [cfr. nota (1) 

pag.1], e la notazione di esso come intervallo della Pn ha l’indice pari [cfr. nota (2) pag.2], quindi diverso da 2h–1 : 
pertanto deve essere i = n. Dunque il punto x appartiene a due intervalli centrali della medesima partizione , il che è 
assurdo in quanto tali intervalli sono disgiunti. 

                                                 
(5) Vogliamo chiarire il motivo per cui nell’unione tra parentesi l’indice k varia da 1 a 2n-1 .  Si tratta dell’unione degli 
intervalli centrali della partizione Pn con l’indice dispari: siccome il numero di tutti quelli centrali è 2n–1 [cfr. 
proposiz.2 pag.1] , il numero di quelli che hanno l’indice dispari è [ (2n–1)+1 ] / 2 , ossia 2n-1 . 
(6) Prima di stabilire tale uguaglianza osserviamo che, essendo 2rq = h < 2m, si ha r<m [dato che 2r≤2rq<2m]  nonché 
q<2m-r, quindi q≤2m-r-1: perciò il simbolo m r

qC − [introdotto a pag.2 prima delle (1)] ha significato, e rappresenta un 

intervallo centrale della partizione Pm-r . Ricordando la nota (2) di pag.2, se vogliamo rappresentare m r
qC −  come 

intervallo della partizione Pm dobbiamo rinominarlo r volte : cioè aumentare l’esponente di una unità r volte (quindi 
sostituire m-r con m) e raddoppiare l’indice r volte (quindi moltiplicarlo per 2r) . Perciò si ha 

2r
m r m m
q hq

C C C− = = . 
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    Poiché ciascuno degli insiemi della successione ( )n n N∈
Ω è aperto in quanto unione di intervalli aperti, l’unione 

Ω di essi è a sua volta aperto e quindi è misurabile secondo Lebesgue. Siccome i predetti insiemi sono a due a due 
disgiunti si ha allora: 
 
 (9)                                                                       mis.Ω = . n

n N
mis

∈

Ω∑ . 

    Allo scopo di determinare la misura di nΩ , e quindi quella di Ω , mostriamo che per ogni n∈N gli intervalli 
laterali della partizione Pn , e quelli centrali con l’indice dispari, hanno ampiezza 1/3n. Tale asserzione, diciamola bn , 
è vera per n=1 : procedendo per induzione, supposto n>1 ammettiamo che sia vera la bn-1 e proviamo che di 
conseguenza è vera la  bn . 
   Gli intervalli centrali della partizione Pn-1 , nelle notazioni che li rappresentano come intervalli della Pn hanno 
l’indice pari [cfr. nota (2) pag.2] e perciò non interessano ai nostri scopi.  I rimanenti intervalli della Pn , cioè quelli 
laterali e quelli centrali con l’indice dispari, sono stati ottenuti suddividendo in tre intervalli di uguale ampiezza gli 
intervalli laterali della Pn-1 , che per l’ipotesi induttiva hanno ampiezza 1/3n-1: pertanto essi hanno ampiezza 1/3n e 
dunque la bn è vera. 
   L’insieme nΩ  è l’unione dei 2n-1 intervalli centrali con l’indice dispari della partizione Pn [cfr. nota (5) pag.3]: 
siccome ciascuno di essi, per quanto dianzi stabilito, ha misura 1/3n, ne consegue che la misura di nΩ  è 2n-1/ 3n. Dopo 
ciò dalla (9) si deduce: 

                                                       mis.Ω = . n
n N

mis
∈

Ω =∑  12 / 3n n

n N

−

∈
∑ =

11 2 1
3 3

n

n N

−

∈

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑    

e l’asserto è dimostrato. 
-------------------------------------------------------- 
 
 
       Orbene , il complemento rispetto all’intervallo [0,1] dell’insieme (7): 
 
(10)                                                    K = [0,1] – Ω 
 
ovviamente chiuso [Cap.I pag.5], si chiama l’insieme di Cantor e per la proposizione 4 
ha misura nulla secondo Lebesgue. Si dimostra, ma ciò non interessa per il seguito,  che 
esso è equipotente all'intervallo [0,1] , sicchè è un insieme infinito non numerabile; 
vedremo tra breve che il suo complemento rispetto a [0,1], ossia Ω , è denso in [0,1]. 
 
 
                                                         *            *             * 
 
    L’insieme di Cantor consente di costruire una funzione, definita e continua 
nell’intervallo [0,1], che ha derivata nulla quasi ovunque e non è costante. 
    In via preliminare, diamo un cenno del procedimento. In primo luogo si definisce, 
nell’aperto Ω  dato dalla (7), una funzione f costante a tratti, quindi con derivata nulla in 
ogni punto di Ω , e dalla definizione emerge che la f non è costante: poichè [0,1]− Ω  è 
l’insieme di Cantor che ha misura nulla, ne segue che la f è definita quasi ovunque in 
[0,1] ed ha derivata nulla quasi ovunque in [0,1]. Successivamente si prova che f è 
crescente ; indi si dimostra  che ogni punto dell’insieme di Cantor è di accumulazione 
per Ω  (7), e che la funzione è ivi convergente: pertanto la f , continua in Ω  perché 
derivabile, è prolungabile per continuità nei punti dell’insieme di Cantor.                       
Il prolungamento di f , definito in [0,1], realizza la predetta costruzione.  
   Se C è un qualunque intervallo centrale di una qualunque delle partizioni Pn, per 
semplicità di esposizione il valore comune che sarà attribuito ad f nei punti di C sarà 
indicato, sia pure impropriamente, con f (C). Orbene, ponendo:                             

                                                 
(7)  Di conseguenza ogni punto dell’insieme di Cantor [0,1]-Ω  è aderente ad Ω , e siccome anche i punti di Ω  sono 
aderenti ad Ω , ne segue che Ω = [0,1] : dunque l’insieme Ω  è denso nell’intervallo [0,1] (Cap.I pag.19). 
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 (11)                                              ( ) 2
m
h m

hf C =           ∀m∈  N     e   ∀h [1,2 1]m∈ −  ∩ N, 

si definisce una funzione (denotata appunto con f) in tutti gli intervalli centrali della 
partizione Pm , quindi nell’insieme (5) di pag.3, che per la proposizione 4 coincide con 
l’insieme (6). Per l’arbitrarietà di m ne consegue che la funzione f è definita nell’insieme 
Ω  dato dalla (7)  (8) . 
   Siccome a causa delle notazioni adottate può accadere che risulti 
(12)                                                m n

h kC C=    con (m,h) ≠ (n,k),  
affinchè la definizione (11) sia lecita occorre stabilire che dalla (12) consegue:  

(13)                                                          
2 2m n

h k
= . 

----------------------- 
      A tale scopo osserviamo che i numeri naturali h e k si possono  esprimere nella forma: 
 (14)                                                                        h = 2rp   ,   k = 2sq  
con p,q∈N entrambi dispari e r, s ∈ N0 , sicché risulta [cfr. nota (6) pag.3]: 
                                                           

2r
m r m m
p hp

C C C− = =          ,      
2s

n s n n
q kq

C C C− = =   . 

    Dalla (12) consegue allora l’uguaglianza:    
(15)                                                                                 m r n s

p qC C− −=   , 
e questa comporta, come andiamo a dimostrare, che risulta: 
(16)                                                                         m-r = n-s  ,    p = q  . 
    Se ad esempio fosse m-r < n-s, l’intervallo a primo membro della (15) sarebbe anche un intervallo della partizione 
Pn-s [nota (1) pag.1], e nella notazione che lo rappresenta come intervallo della Pn-s [ quella  a secondo membro della 
(15)] dovrebbe avere l’indice pari [nota (6) pag.3], in contrasto col fatto che q è dispari. Dunque sussiste la prima 
delle (16). 
    La seconda delle (16) è conseguenza della prima : i simboli al primo e secondo membro della (15) , avendo 
esponenti uguali, rappresentano un intervallo della medesima partizione, e quindi non possono avere indici diversi     
[ basta osservare le (1) di pag.2 ].  
    Orbene, tenuto conto delle (14), (16) si ha:   

                                                                2 2
2 2 2 2 2 2

r s

m m m r n s n n

h p p q q k
− −= = = = =  

e la (13) è dimostrata. 
-------------------------------- 
 
   Dimostriamo ora che: 
 
      5.  La funzione f  è crescente nel suo insieme di definizione Ω . 
 
---------------------    
      Siano x,y punti di Ω  , con 
  (17)                                                                             x < y .  
      Poiché Ω  è espresso dalla (7) di pag.3, tali punti appartengono a due intervalli centrali: per quanto detto nella 
nota (1) di pag.1 si può supporre che siano intervalli della stessa partizione . Dunque esistono n,h,k∈N tali che si 
abbia: 
  (18)                                                                   x n

hC∈      ,    y n
kC∈ , 

e quindi per la definizione (11), ricordando il significato del simbolo al primo membro, si ha : 

                                                                      f (x) =
2n

h   ,    f (y) = 
2n

k  . 

 
        Siccome le (17),(18) comportano che h ≤ k  [per la (4) di pag.2], dalle precedenti uguaglianze si deduce che        
f (x) ≤ f (y) .  
     Avendo acquisito che dalla (17) consegue f (x) ≤ f (y),  l’asserto è dimostrato. 
----------------------------- 
 

                                                 
(8)  Notiamo che risulta: 
                                                                      0 < f (x) < 1    ∀ x∈Ω . 
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      Per completare la costruzione della funzione dianzi descritta basta dimostrare che: 
 

      6. Ciascun punto dell’insieme di Cantor è di accumulazione per Ω  , e in esso la 
funzione f  è  convergente : di conseguenza  f  è prolungabile per continuità su tutto 
l’intervallo [0,1]. 
        Il prolungamento di f assume il valore 0 nel punto 0, il valore 1 nel punto 1 (9). 
 
------------------------- 
   Fissato un qualunque punto x0 dell’insieme di Cantor K , e posto : 
  (19)                                0

−Ω ={ }0:x x x∈Ω <   .   0
+Ω  ={ }0:x x x∈Ω > ,   

 dimostriamo intanto che se x0  è interno all’intervallo [0,1] risulta : 
  (20)                                                                             sup 0

−Ω  = x0 = inf 0
+Ω  , 

 mentre se x0=1 sussiste solo la prima delle (20) [dato che l’insieme 0
+Ω  è vuoto] , e se x0=0 sussiste solo la seconda 

[dato che l’insieme  0
−Ω  è vuoto] : ne seguirà in ogni caso che il punto x0 è di accumulazione per Ω .                                                 

   Supposto x0 ≠ 0 [ipotesi che comprende il caso x0=1], il numero a = sup 0
−Ω è ovviamente ≤ x0 : se fosse a < x0, 

l’intervallo  ]a, x0[ sarebbe contenuto in K , il che è assurdo in quanto K  ha misura nulla: dunque risulta a = x0  e la 
prima delle (20) è acquisita. Analogamente , supposto x0 ≠ 1  [ipotesi che comprende il caso x0=0], si conclude che 
sussiste la seconda delle (20).   
   Dimostriamo ora, in primo luogo, che f è prolungabile per continuità nei punti 0 , 1 e che vale l’ultima asserzione 
dell’enunciato.  
   Poiché la funzione f  è crescente , essendo limitata inferiormente [0 è un minorante] essa è convergente nel punto 0,  
ed essendo limitata superiormente [1 è un maggiorante] è convergente nel punto 1; d’altra parte, se x0=0 [ x0=1 ] si ha 

0
+Ω =Ω  [ 0

−Ω =Ω ] e quindi,  per la (20),  inf Ω = 0 [sup Ω = 1]. Pertanto, detto *f  il prolungamento per continuità 

di f su Ω∪ { }0,1 , risulta: 
    
 (21)                                     *f (0) =  ( )

0
lim

x
f x

→ +  
= ( )inf

x
f x

∈Ω
      ,      *f (1) =  ( )

1
lim
x

f x
→ −  

= ( )sup
x

f x
∈Ω

. 

  Scelto arbitrariamente m∈ N – {1} , siano ora xm un punto di 1
mC ⊆Ω   e  ym un punto di 

2 1m
mC
−
⊆ Ω . Tenuto conto 

della nota (8) di pag.5, dalle (21) consegue, ricordando la (11):  

                                                               0 ≤ *f (0) = ( )inf
x

f x
∈Ω

≤  f (xm )  =  1
2m         

                                                               1 ≥ *f (1) = ( )sup
x

f x
∈Ω

≥  f (ym )  =  2 1
2

m

m

−  , 

sicché risulta: 

                                                           0  ≤ *f (0) ≤  1
2m         ,           2 1

2

m

m

−  ≤ *f (1) ≤  1 . 

 
      Per l’arbitrarietà di m, se ne deduce 
                                                                          *f (0) =  0     ,    *f (1) = 1  . 
 
      Resta da dimostrare che per ogni punto x0 interno all’intervallo [0,1] , la f è convergente in x0  . Intanto osserviamo 
che, essendo f crescente, esistono finiti i limiti sinistro e destro di f in x0 ;  posto:  
 
 (22)                                     1λ  = ( )

0

lim
x x

f x
→ −

= ( )
0

sup
x

f x
−∈Ω

     ,      2λ  =   ( )
0

lim
x x

f x
→ +

 = ( )
0

inf
x

f x
+∈Ω

  ,    
si ha  ovviamente               
 (23)                                                                                 1λ  ≤ 2λ . 
    Si tratta dunque di dimostrare che 1λ  = 2λ  . 
    Scegliamo arbitrariamente m ∈ N – {1} e consideriamo la partizione Pm . Siccome x0 non appartiene ad Ω , per la  
proposizione 4 non appartiene ad alcuno degli intervalli centrali della Pm (10). Dunque il punto x0 appartiene ad uno 
degli intervalli laterali della partizione Pm  ; supponiamo allora che si abbia :                                                                   

                                                 
(9) Gli estremi dell’intervallo [0,1] sono punti dell’insieme di Cantor : basta osservare che il punto 0  [ il punto 1 ] 
appartiene al primo [all’ultimo] intervallo laterale di qualunque partizione della successione (Pn)n∈N , sicché non 
appartiene ad Ω . 
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 (24)                                                                     x0 ∈ m

m
hL      con hm [1,2 ]m∈ ∩ N. 

     Se hm=1 qualunque sia m ∈ N – {1}, siccome l’intervallo 1
mL  ha estremo sinistro 0 e ampiezza 1/3m  (11), risulta 

0 ≤ x0 ≤ 1/3m e quindi  x0 = 0  ( per l’arbitrarietà di m ) : pertanto, avendo supposto x0 ≠ 0, esiste almeno un valore di 
m , diciamolo m0 ,  tale  che

0mh > 1 ; allora anche per  m > m0  si ha hm > 1 ( basta osservare che per effettuare la 

partizione 
0 1mP +  si decompone 0

1
mL in tre intervalli il primo dei quali è 0 1

1
mL +  : se fosse

0 1mh + = 1, cioè se il punto x0 

appartenesse all’intervallo 0 1
1
mL + , esso apparterrebbe anche all’intervallo 0

1
mL  che lo contiene e quindi sarebbe 

0mh = 1). 
     Con analogo discorso si conclude , avendo supposto x0 ≠ 1, che esiste un valore di m , diciamolo m1 , tale che per  
m > m1  risulti hm minore del valore massimo possibile, cioè  hm < 2m. 
     Orbene, d’ora in avanti supporremo m ( sempre scelto arbitrariamente ) maggiore sia di m0 che di m1 , sicchè 
l’intero hm appartiene all’intervallo [2, 2m – 1]. Possiamo allora utilizzare la (2) di pag.2 con n=m, h=hm , cioè la 
relazione:  
(25)                                                                      1m m m

m m m
h h hC L C− < <   . 

   Scelti un punto xm∈ 1m

m
hC −  e un punto ym∈ m

m
hC , per le (24), (25) si ha   

  (26)                                                                             xm < x0 < ym  , 
e per la (11) risulta: 

  (27)                                         f (xm) = f ( 1m

m
hC − ) = 1

2
m

m

h −          ,         f (ym) = f (
m

m
hC ) =

2
m
m

h . 

     D’altra parte la (26), ricordando la (19), comporta  :                                                                                    
                                                                                 xm ∈ 0

−Ω   ,    ym 0
+∈Ω  

e quindi per le (22), (23) si ha:                                                                         
                                                                            f (xm ) ≤ 1 2λ λ≤ ≤ f (ym ) . 
 Se ne deduce che 
                                                                         0 ≤ ( ) ( )2 1 m mf y f xλ λ− ≤ − , 
 e quindi per le (27) risulta: 

                                                                                  2 1
10

2mλ λ≤ − ≤ . 

  Per l’arbitrarietà di m ne segue che 1 2λ λ=  e l’asserto è provato.  

--------------------------------------  
 
 
 
      OSSERVAZIONE. Detto f * il prolungamento per continuità di f su [0,1], la 
funzione f * è una primitiva generalizzata [ pag.47 ] della funzione identicamente nulla, 
diciamola ω , e non sussiste l’uguaglianza: 

(28)                                       ( )
1

0
x dxω∫

 

 
 =  f *(1) −  f *(0), 

in quanto il primo membro è uguale a zero mentre il secondo membro, per la 
proposizione 6, è uguale ad 1. Ciò prova che : 1). La funzione f * non è assolutamente 
continua [ se fosse assolutamente continua dovrebbe valere la (28), come si è detto a 
pag.47 ] ; 2). Per la validità della formula fondamentale del calcolo integrale è 
necessario utilizzare una primitiva generalizzata che sia assolutamente continua. 

                                                                                                                                               
(10) L’insieme Ω  è definito dalla (7) di pag.3 : il punto x0 , non appartenendo ad Ω , qualunque sia m non appartiene 
all’insieme (6) , che coincide con l’insieme (5) [per la proposiz. 4]. 
(11) L’ampiezza degli intervalli laterali della partizione Pn è stata determinata a pag. 4 , dopo la (9) . 
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