CAPITOLOS

PROPRIETA DEI CIRCUITI DI RESISTORI

Nel presente Capitolo, verra introdato il concetto d equivalenza tra bipdi statici e verranno
enurciati e dimostrati alcuni teoremi (proprieta) generali sui circuiti di resistori. L'uso del concetto d
equivalenza edelle proprieta, che verranno descritte, spes patano a unadrasticasemplificadone di
problemi atrimenti molto dfficili da risolvere. Esd rappresentano anche inestimabili strumenti
mediantei quali, in seguito, si ricaveranno un gan numero d risultati. In particolare saranno popasti
metodi che mnsentono d determinare la soluzione di un circuito senza dowere scrivere
espli citamente le equazoni circuitali.

5.1 Bipolo equivalente. Connessione in serie e connessione in parallelo

Un concetto fondamentale nellateoria del circuiti elettrici € quello d equivalenza. In generale puo
accalere che, due bipdli, che rappresentano comporenti di diversa wmstituzione fisica, hannola stessa
relazone caatteristica

Definizione: bipoli statici equivalenti
Due bipadli statici si diconoequivalenti se esolo selelororelazoni costitutive aincidono.

Tramite |'equivalenzatra bipdi & possbile ridurre un circuito d resistori e generatori idedi a un
“circuito semplice”, costituito da due soli bipdi fondamentali: un generatore idede e un resistore.
Dopo avere risolto il circuito semplice tutte le grandezzedd circuito in esame posoNo esEre
ricostruite tramite dell e semplici regale.

La prima fase della procedura (la riduzione al circuito semplice) corrisponck esattamente dla
riduzione del sistema di equazoni circuitai a una sola equazone in ura sola incogrita tramite la
procedura dell'eliminazone in avanti per sostituzione nedl metodo d Gauss e la seonda parte
corrisponce dla procedura dell'eliminazone dl'indietro. In questo paragrafo saranno esaminate le
caatteristiche di bipdi “composti” costituiti da bipdi statici “elementari” (resistori lineai e
generatori idedi) collegati in serie, in parallelo ein serie-parall €lo.
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Definizione: bipoli collegati in serie
| bipoli B e B2 sono collegati in serie se:

(i)  sono connessi auno stesso hodo (figura 1);
(i) le correnti nei due bipoli sono uguali (se si scelgono dei riferimenti opportuni, come, ad

Li =0

esempio, quelli mostrati in figura 1).

iy iy 1 1,

—— Bi —o+— Bz —a ) Bi - Bz —
=1z 1y # 1
(a) (b)

Figural B4 e B> sonocollegati in serie (@) e B3 e B4 nonsonocoll egati in serie (b).
Definizione: bipoli collegati in parallelo

| bipdi B1 e By sonocollegati in paralelo nei nod “1" e “2", sei loro terminali sono conress

a nod “1” e “2" (cosi come éill ustrato in figura 2).

v | |Bi

@
@)

Figura2 1 bipdi B1 e B sonocollegati in parall€lo.

Figura 3 Due resistori conress in serieinsieme @l resto del circuito N.
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5.1.1 Collegamento di due bipali statici in serie

Si consideri il circuitoill ustrato in figura 3, in cui i bipdi statici Ry e Ry sonocollegati in serie. Ai
nod “1” e “3” &€ connes il resto del circuito, denotato con N (es pdrebbe essere stituito anche

da bipdi nonlineai e dinamici). Si vuole ottenere la relazone caatteristica del bipdo costituito
dallaserie dei due bipdi Ry eRo.
Applicandolaprimalegge di Kirchhdf a nod “1” e “2”, si ottiene:

i =iy =ip; (1)
applicandola secnada legge di Kirchhdf, s ottiene

VIV +V,. 2
Si asuma, ora, chei due bipdi statici siano controllati in corrente, cioé:

Vi =rp(in) =ra(i), va =ra(iz) =ra(i)- 3
Sostituendole (3) nella (2), si ottiene larelazone caatteristicadel bipoo equivaente serie:

V=) +1500) = i) (4

Sebbene qualsiasi connessone astituita da due resistori nonlineai (controllati in corrente), in serie
possa esere rappresenta tramite un oppotuno bipolo equivalente, ora aaizzeemo solo le
conressoni serie fondamentali che si incontrano rei circuiti costituiti da resistori lineai e generatori
idedi; aquesta dasse di circuiti s dail nomedi circuiti resitivi lineai.
- Dueresistori lineari in serie
Si considerino dweresistori lineai, conresistenze R e Ry, coll egati in serie. In questo caso si ha
V1=r1(i)=R1i,v2=r2(i)=R2i, (5)
ela(4) diventa
v=(Ri+R2)i, (6)
cioéil bipoo resistore mnresistenza

Reqg = (R +R;), (7)

e gjuivalente d bipdo costituito dal resistore mnresistenzaRy in serie on il resistore di resistenza
Ry, figura4.
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Figura4 Due resistori coll egati in serie.

Esiste una semplice relazone tra la tensione su ogn resistore della serie (v1 e vp) e latensione v

della serie. E fadle dimostrare che (formule del partitore di tensione)

R, v.=y—PRe .
R, +R,” ? "R,+R,’

Vi =V (8)
i riferimenti per i versi delle tensioni sono quelli ill ustrati infigura 3.

La sostituzione di due resistori collegati in serie @n il resistore euivalente, corrisponce dla
riduizione del sistema di equazoni circuitali attraverso l'éiminazone per sostituzione; la
ricostruzione delle tensioni su ogri resistore, ura volta nota la tensione sulla serie, attraverso le

formule del partitore, corrisponde dl'eliminazone dl'indietro nell'algoritmo d Gauss
E immediato verificare che nel caso d m resistori in serie Ry, R,, ..., R, laresistenzadel bipolo

serie gjuivalente vale

Reg=Ri+ Rp+ ..+ R =Y Ri. 9

i=1
Latensionevj del i-esimo resistore élegata dlatensione v della serie tramite larelazone
R

zj'mzl Ri

nella (10) deve essere wnsiderato il segno pgaitivo se le frecce be indicanoi riferimenti delle due

Vi = (x)v ; (10

tensioni sonoequi verse o, in caso contrario, il segno regativo.
- Due generatori di tensioneideali in serie

Si considerino die generatori di tensione idedi, contensioni E; e Ep, coll egati in serie (figura 5a).

In questo caso si ha
Vi = Ell Vo = E27 (11)
quindi la (4) diventa

V=E +E;; (12

indtrela crrentei é indipendente dallatensione v.

L
E, i Ey
+
v . E o= E 1+ E2 v = ¥ TJg
EE Tjg
@

(&) {b)
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Figura5 Generatori coll egati in serie

Pertanto il bipolo generatore di tensioneidede antensione

Eeq =(E1 +E2) (13

e guivalente d bipolo costituito dal generatore di tensione wntensione E; in serie conil generatore
di tensione Eo.

- Un generatore ideale di tensione in serie con un generatore ideale di corrente

Si consideri un generatore di tensione idede, con tensione E;, conresso in serie @wn un @gneratore
idede di corrente @n corrente J,, (figura5b).

In questo caso la tensione della serie non € nata, e la crrente euguale aJy per qualsiasi valore
dellatensione. Pertanto la serie traun generatore di corrente idede eun generatore di tensione idede
e guivalente aun generatore idede di corrente.

Non é significadivo il caso d due generatori idedi di corrente in serie, perché da luogo a un
modell o incompatibil e (a meno che le due crrenti nonsiano eguali ein tal caso il bipolo equivalente
€ ancoraun generatore di corrente mn lastessa @rrente dei due generatori)

- Unresistorein serie con un generatore di tensione ideale

Si consideri un generatore di tensione idede, con tensione E conres in serie on unresistore
lineae di resistenzaR, (figura6). La caatteristicadel bipdo é equivaente é

v=E+Ri. (19

Essa ela caatteristicadel generatore “rede” di tensione; i riferimenti sono quelli ill ustrati in figura
6. Il generatore rede di tensione éun bipalo attivo

R
ZE i'
3 R
(a) (D)

Figura6 Bipdo equivalente d generatore rede di tensione (a) e arva caatteristica(b).

Infine un generatore di corrente idede wn corrente J coll egato in serie aunresistore € guivaente
aun generatore di corrente idede.

5.1.2 Collegamento di due bipali statici in parallelo
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Si consideri il circuito d figura 7, in cui due bipdi statici R1 e R2 sono collegati in paralelo tra

loroa nod “1” e “2". Anche in questo caso la natura del circuito N e irrilevante se si vuadle ottenere
solo la caatteristicadel bipdo equivalente d parallelo d R1 con R2.

Figura 7 Due resistori conness in paraleloinsieme @l resto del circuito N.

Applicandolasecndalegge di Kirchhdf, si ha che le tensioni v, e vo sonoeguadli, cioe

V=V, =V, (15
applicandola primalegge di Kirchhdf, s ottiene

I =iq+i,. (16)
Si asuma, ora, chei due bipdi siano controll ati in tensione, cioe:

i1 =01(v1) =91(V), 1= 0,(V3) = Gp(V). 17
Sostituendole (17) nella(16), si ottiene larelazone caatteristicadel bipolo equivalente d parallelo:

1 =01(V) + 0o (V) = geg(V) - (19)

Sebbene il bipdo equivaente paralelo possa esere wstruito da due resistori nonlineai (controll ati
in corrente), qu noi considereremo solo le cnresgoni in peralelo fondamentali, che si incontrano
nei circuiti resistivi lineai.

- Dueresistori lineari in parallelo

Si considerino dweresistori lineai, conresistenze R1 e Ry, collegati in parallelo. S ha

i :Ei+ial (19

R, R,O°
cioéil bipdo resistore ®n condutanza

Geq = (G, +Gy) (20)

e guivalente d bipdo costituito dal resistore wn condutanza G1=1/R; in paralelo a resistore di
condutanza Gy=1/Ry, figura 8. Se invecedella mndutanza euivalente si considera la resistenza

equivalente, si ha
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Figura 8 Due resistori coll egati in parallelo.

Esiste una semplice relazone trala corrente in ogn resistore del paralelo (i1 eip) e la orrente i
del parallelo. E fadl e dimostrare che (formule del partitore di corrente)
1~ ) 2= [}

G, + G G, + G

(22)

i riferimenti per i versi delle correnti sono quelli ill ustrati in figura 8. Se si usano le resistenze, ese

diventano:

, R, .. Ry

Iy y o Sl——.
Ri+R, R; +R,

(23

La sostituzione di due resistori in paralelo con il resistore equivalente, corrisponce di nuovoalla
riduzione del sistema di equazoni circuitali attraverso l'eiminazone per sostituzione;, la
ricostruzione delle @rrenti in ogn resistore, ura volta nota la crrente del parallelo, attraverso le
formule del partitore, corrisponce dl'eliminazone dl'indietro nell‘algoritmo d Gauss

E immediato verificare che nel caso d m resistori in paralelo Ry, R,, ..., R, la ondutanzadel

bipolo parallelo equivalente vale

m
Geq:i+ i+ L+ _1— zi (24)
Ri Ry Rm  i=1R;

La correnteij del j-esmo resistore elegata dla corrente totale del parallelo ddllarelazone

= (i (29

j————
She 1Gh

nella (25) deve essre mnsiderato il segno paitivo se le frecce be indicano i riferimenti delle due
correnti Sonoequi verse o, in caso contrario, il segno regativo.

- Due generatori di correnteideali in parallelo

Si consideri il caso in cui due generatori di correnti idedi, con correnti J; e J sono collegati in

paralelo. Il bipoo generatore di corrente idede wn corrente
Jeg = (1 + ) (26)

e euivaente d bipdo costituito dalla serie del generatore idede di tensione @n tensione J; con il
generatore di tensione J,, figura 9a.
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Figura 9 Generatori coll egati in parallelo.

- Un generatoreideale di tensionein parallelo con un generatore ideale di corrente

Si considerino un @neratore di tensione idede, con tensione E1, conres in parallelo con un
generatore idede di corrente n corrente J,, (figura 9b). La arrente del parallelo noné nata ela
tensione éuguale aE, per qualsiasi valore della mrrente. Pertanto questo bipolo € euivaente aun
generatore di tensione idede.

Non e significaivo il caso d due generatori idedi di tensione in paralelo, perché daluogoa un
modell o incompatibil e (a meno che le due tensioni nonsiano egudli ein tal caso il bipolo equivalente
€ ancora un generatore di tensione @n la stessatensione dei due generatori).

L (D J‘ :
—p »
Tv élj R=1/5
~ 4
- @ -RlJ ki
(2] (b)

Figura10 Circuito equivalente d generatore rede di corrente (a) e arva caatteristica(b).
- Unresistorein parallelo con un generatore di correnteideale

Si consideri un generatore di corrente idede, con corrente J, conness in parallelo con unresistore
lineae di resistenzaR e quind condutanzaG=1/R. La caatteristicadel bipdo equivalente &

I =J+Gv. (27

Ess ela caatteristicadel generatore “rede” di corrente; i riferimenti sono quelli ill ustrati in figura
10.1I generatore rede di corrente éun bipdo attivo.

Infine il parallelo traun generatore di tensione idede mn tensione E e un resistore & guivaente a
un generatore di tensione idede.
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Esempio

Si consideri il circuito rappresentato in figura 11. Es pud essre ridotto uilizzando le
equivalenze serie eparallelo aun circuito “semplice” costituito dal generatore idede di tensione eda
un resistore lineae. Le regde del partitore di tensione edi corrente @mnsentono, pa, di ricostruire

tutte letensioni ele arrenti del circuito.

i, R Ry
E =10
R,=2.5
R,=5
Ry =3
R,=2

Figurall
Il generatore di tensione éin serie nil resistore di resistenzaR el resistore di resistenzaR3 €in
serie onil resistore di resistenzaR,4. Se fosse notala wrrente iq, attraverso le regole del partitore di

corrente si potrebbero determinare le dtre due wrrenti e quindi, anche, le tensioni su ogri resistore.

R, | R, , —— é

RUZR4R,=5 0

—250 RE-R+R¥-s5g

Figural2

La oorrente i; puo essere determinata riducendoil circuito a un circuito “semplice” costituito dal
generatore eda un solo resistore. La procedura di riduzione edescrittain figura 12. La orrente iy

vale
i1 = =2.
' RS&)

Utilizzando la formula del partitore di corrente epossbile cdcolare le @rrenti i, e i3 (i resistori
conresistenzeRy e R(ela sonoin paralelo nel circuito Nl). Si ottiene
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&)
q R, _.

=L el,=————=|
@ 1 3 @ 1.
R, +R;, R, + R

5

Infine letensioni dei resistori valgono

v, =Ri, =5V, =R)i, =5Vv,=Rji, =3, v, =Rji, =2.

Questo esempio mostra come si puo risolvere un circuito con unsolo generatore senza utili zzare
esplicitamente le equazoni circuitali (le equazoni di Kirchhdf e le equazoni costitutive). La
procedura descritta & guivalente dla soluzione del sistema di equazoni circuitali con il metodo d
Gauss lariduzione del circuito avviene per ispezone a € guidata dall e proprieta del grafo.

Tutti i circuiti resistivi con unsolo generatore possono essere risolti in questo moda? Purtroppo
la risposta €no. Si consideri, ad esempio, il circuito illustrato in figura 13. In questo caso noné
posshile individuare né wllegamenti in parallelo Né wllegamenti in serie. E ancora posshbile
determinare un resistore equivalente d bipolo d resistori N. La resistenza del resistore equivalente
puod esere determinata dtraverso degli strumenti di analisi che sarannointrodati in seguito. Per ora
il I ettore cdcoli la correntei che drcolanel resistore mnresistenzaR usandoil metodo ki potenziali
di nodo.

LRI
nmun
LEN T P A BV

el vl iievhes i gy

en Lo

Figural3

5.2Proprietadei circuiti resistivi lineari

In questo paragrafo, saranno enurciate edimostrate dcune proprieta generali dei circuiti resistivi
lineai, ovvero il teorema della sovrappaosizione degli effetti, il teorema di Thévenin-Norton. Esd
costituiscono uili strumenti di analisi per i circuiti resistivi lineai.
5.2.1Circuito resistivo lineare con un solo generatore

Si consideri un circuito costituito da resistori lineai e un solo generatore idede, ad esempio un
generatore idede di tensione (figura 14). Siano i = (iy,i,,..., ib)T ev= (vl,vz,...,vb)T le correnti

e le tensioni del circuito. | lati sono stati ordinati in modo tale dhe il generatore di tensione idede

corrisponca d lato “b”. Gli atri (b—1) lati sonoresistori lineai; laresistenzadel k-esimo resistore e
indicaa on Ry, (1°keb-1).
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iy(2)

Figura 14 Circuito resistivo lineae cn unsolo generatore.

Le equazoni circuitali sono

Ai =0,
Bv =0,
. (28)
V.- Ri_ =0,
Vp =E;

A e B sono, rispettivamente, ura matrice di incidenzaridotta euna matrice di maglia fondamentale
del circuito, i, = (il,iz,...,ib_l)T ev,=(vy v2,...,vb_1)T sonole arrenti e letensioni dei (b-1)
resisori e R €& la matrice diagorlle R=diagR;,R,,...,Ry_1). L'equazione matricide
v, — Ri_, =0 rappresenta I'insieme delle equazoni costitutive v — Ryi,, =0 dei (b-1) resistori
(Leke(b-1)).

Siano

ii=H, V=K, 1sjs<b, (29)

le correnti e letensioni del circuito per E=1. Siccomeil sistemadi equazoni (28) € lineae (perchéle
equazoni caatteristiche dei resistori sonolineai), la sua soluzione édata da

A causa dellalineaita ogn corrente eogn tensione édirettamente propazionale dlatensione del

generatore di tensione (oppue dla arrente del generatore di corrente nel caso in cui nel circuito vi
fosse un solo generatore di corrente indipendente). | fattori H i omogenel con ura ondutanza e

fattori adimensionali KJ- sono costanti dipendenti unicamente dai parametri circuitali (e non dlla

tensione E del generatore).
La correntei nel terminale “1” del bipolo N vale

i=E/R (31)

eq’

dowe Req=—1/Hb. Dungwe un qualsias bipodo N costituito da soli resistori lineai (senza

generatori) pud essere sempre rappresentato da un bipolo resistore gjuivalente wnresistenza Req.
Sei resistori che wstituisconoil bipoo N sonopassvi, all oraper Req vaelarelazone

R, >0. (32)

eq =

(ladimostrazone ésemplice si usi la mnservazone dell e potenze dettriche).
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5.2.2 Sovrapposizione degli effetti

Si consideri, ora, uncircuito costituito daresistori lineai e da piu generatori idedi, ad esempio, un
circuito con un gneratore idede di tensione euno d corrente (figura 15). La proprieta che verra
dimostrata eindipendente dal numero e dal tipo d generatori idedi presenti; soltanto per semplificare
lancotazone ne sonostati considerati solo die.

Vh-1

1_ .
1y

T

N

Figura 15 Circuito resistivo lineae con die generatori indipendenti.

Siano i =(i1,i2,...,ib)T ev= (vl,vz,...,vb)T le crrenti e le tensioni del circuito. | lati sono

stati ordinati in modotale che: al generatore di tensione idede crrispondail lato “b” e a generatore
di corrente idede il lato “b—1". Gli altri (b—2) lati sonoresistori lineai e la resistenza del k-esimo
resistore eindicaa mn Ry (1+keb-2).
Le eguazoni circuitali sono
Ai =0,
Bv =0,
v, —Ri, =0, (33)
ipb1=J
Vp =E;

in questo caso i, = (il,iz,...,ib_z)T eV, =(v1,v2,...,vb_2)T sono le rrenti e le tensioni del
(b—2) resistori e R & la matrice diagordle R= diagR,R>,...,Rp-»). L'equazione matriciale
vy — Ri; = 0 rappresenta l'insieme delle equazoni caatteristiche v, — Ryi, =0 dei (b-2) resistori
(1oke(b-2)).

Si considerino aai due problemi ausili ari, cosi definiti:

problema N’ problema N"
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Ai' =0, A" =0,
Bv' =0, Bv" =0,
vy — Ri; =0, vy —Riz =0,
h1=4 ih1=0,

Vi =0; vy =E.

Siccomeil sistema(33) elineae, la sua soluzione pudessere espressa @me

=i+,
(34)
v=Vv'+v".
(Si éimplicitamente asaunto che il sistema (33) e i due problemi ausili ari ammettano ura euna sola
soluzione).

¥h-1

(b

Figura 16

Le guazoni del problema N' sono le equazoni circuitali del circuito N quando si “spegne” il
generatore di tensione (spegnere un generatore di tensione juivale asostituirlo con unbipado corto
circuito), e quind sono le equazoni del circuito ausiliario d figura 16a, mentre le ejuazoni del
problema N" sonole equazoni circuitali del circuito N quandosi “spegne” il generatore di corrente
(spegnere un generatore di corrente ejuivale asostituirlo con unbipolo circuito aperto) e quindi sono
le equazoni del circuito ausiliario d figura 16b.

Le (34), owia mnseguenza della lineaita delle equazoni del circuito, s prestano a questa
interpretazone drcuitale.

Proprieta della sovrapposizione degli eff etti

La generica @rrente (tensione) in uncircuito d resistori lineai e di generatori idedi, € la sommal
delle aorrenti (tensioni) che dascuno dbi generatori idedi produrebbe se ajiss da solo, esendo di

altri “spenti”.
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Una immediata conseguenza della proprieta della sovrappasizione edelle (29), (30) e (34) e de
qualsiasi corrente i; (1< ] < b) del circuito N di figura 15 é data da una espressone del tipo (cioe &

una owmbinazone lineae dell e sorgenti),

ij=HE+QJ, (39
equalsiasi tensione V; (1< j < b) edatadauna espressone del tipo

v; =K;E+ P, (36)
dowei fattori Hj, K;, P;, Q; sonocostanti dipendenti unicamente dai parametri circuitali e non ci
generatori idedi.
Esempio

Si consideri il circuito rappresentato in figura 17 e si determini la potenza a<orbita dal resistore
R1. Essavae

Cm 2.2
pL=Ralg =g

Per determinare la crrente i; S pud sare la sovrappasizione degli effetti, le equivalenze serie e

paralelo eleregae del partitore di tensione edi corrente.

i, R Ry 7 =50
AT E =15

- R,- 1
Bl Rz R CDLJ Ry = 015
R,-05

L

Figura 17 Circuito resistivo lineae con die generatori indipendenti.

Applicandola sovrappasizione degli eff etti, la corrente i pud esere espressa me
iy =ig +if

dowe i1 ela wrrente nel resistore R; quandoé spento il generatore di corrente el € acceo quello d
tensione eif & la rrente nel resistore R; quando & spento il generatore di tensione el & acceo

guello d corrente.

- Calcolodi i7.

Il generatore di tensione éin serie nil resistore di resistenzaR el resistore di resistenzaRz €in
serie @n il resistore di resistenza R4 (figura 18); indltre la serie R3_ R4 € in parallelo con Ro. La
corrente iy puo essre determinata riducendo il circuito N' a un circuito “semplice” costituito dal

generatore di tensione edaun solo resistore. La procedura di riduzione edescrittain figura18. Allora
la orrente i7 vale
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if = —
1= 53
RS

=10.

Ry

Figura 18

Figural9
- Calcolodi i5.

La oorrente i3 nel circuito N’ (figura 19) puo essere cdcolata usando la formula del partitore di
corrente (R4 € R%)sonoin parall elo); applicandda s ottiene

. R
iy = J—“2 =16.67
R4 + Req
A questo purto, esendo nda la wrrente i3, la @rrente if nel circuito N (figura 19) pud essere
cdcolata usando, ancora, la formula del partitore di corrente (R; € R, sono in peralelo);
applicanddasi ottiene
-n -n RZ
I =g
R+R,

=8.33,

Allora mrrente la @rrente iy vale i; =iy +i;{=16.25 e quind la potenza &rbita dal resistore di
resistenzaR; vale p; 1264.1.

5.2.3Teoremadi Thévenin-Norton
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Nella prima parte di questo capitolo € stato dmostrato che ogni bipdlo resistivo lineae senza

generatori puo essere rappresentato da un resistore equivalente lineae.
Si consideri, ora, uncircuito costituito da un bipdo N, composto da resistori lineai e generatori

indipendenti e daunbipoo N non recessariamente lineae o resistivo (es puoessre anche di tipo
dinamico), figura 20. Il bipdlo resistivo N pud essre rappresentato tramite un bipao equivalente

che hala stess caatteristicai-v. Infatti, per quanto riguarda N, la soluzione dipende esclusivamente
dalla caatteristicadel bipoo N (e del tutto insignificante conascere quali el ementi all'interno d N

ko

L

redizzinotale caatteristica).

Figura20 Circuito costituito da un bipolo resistivo lineae on generatori indipendenti e un bipao
non recessriamente lineare o resistivo.

(1) i

1S T 00| o

Figura21 Caratterizzaione su base @rrente (a) e su base tensione (b) del bipao N .

L

Per costruire la caatteristica i-v di N_ e quindi il bipoo equivalente, bisogra determinare la
relazone trala rrente i e latensione v per tutti i valori di corrente edi tensione anmisshili. Cio
puo essere fatto attraverso un esperimento concettuale (figura 21), in cui s impore la @rrente i
attraverso un generatore di corrente indipendente es determina la tensione v (caratterizzazone su
base @rrente del bipdo), oppue si impore la tensione v attraverso un generatore indipendente di
tensione e s determina la orrente i (caratterizzazone su bese tensione del bipoo). Le due
caratterizzazoni sonoequivalenti, fatta eccemne di due ca molto particolari.

Si consideri la caatterizzazone su base @rrente. Bisogra determinare la relazone che lega la
tensione v ala mrrente impaosta i. Si asauma de il circuito d figura 21a &bia una e una sola
soluzione per ogn valore di i. Siccome il circuito € lineae, la relazone cecaa pud essre
determinata atraverso la sovrappasizione degli effetti. A tale scopo si considerino i due circuiti
ausili ari rappresentati in figura22. 11 primo é stato atenuto spegnendo rel circuito d figura 21a tutti
i generatori di N mentre il secondo e stato dtenuto spegnendo solo il generatore di corrente

“ausiliario” di valorei.
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ORIl FEoo

(a) (b

Figura22

Il bipoo N' & wostituito da soli resistori lineai, circuiti aperti (corrispondenti ai generatori di

correnti spenti) e wrto circuiti (corrisponcenti ai generatori di tensione spenti). ES puod essere
rappresentato tramite il resistore equivalente. Sia Req la resistenza ejuivalente di N'; alora la

tensione v' vale
v' = Reqi . (37

Nel circuito ill ustrato in figura 22b le sorgenti sono solo quelle interne d circuito N (i"=0). Si
indichi con E* la tensione di N quando la crrente i € uguale a zeo (la csiddetta tensione a

circuito aperto o a vuoto). La tensione a vuoto € indipendente dalla crrente i, dipende solo ddlla
strutturainternadel bipdo resistivo N . Utilizzandola sovrapposizione degli effetti si ha
v=v'+v",
cioe
V=Rej +E . (38)

La (38) € la caatteristicadel bipdo Ni. Essa wincide n la caatteristica del generatore rede di

tensione.

Si consideri ora la caatterizzazone su base tensione esi asauma ce il circuito d figura 21b
ammetta una e una sola soluzione per ogn valore di v. Il lettore dimostri, applicando la
sovrappasizione degli effetti, chelarelazonetrala wrrentei elatensionev vale

i =Gev+J, (39)

dove Geqé la mndutanza eyuivalente del bipoo N| quandotutti i generatori sono spenti e J* ela
corrente nel terminale “1” quandoil bipolo N & llegato a un corto circuito.
Quando Req z0e Geq #0 lerelazone (38) e (39) sonoinvertibili e quindi il bipolo pudessere
caratterizzao siain tensione dhein corrente evalgonolerelazoni
1

— J=-

eq Geq

*

E
R

R

(40)
eq

Utili zzando la seaconda dell e (40) € possbile determinare la resistenza ejuivaente di Thévenin dalla
tensione avuoto E” e dalla @rrente di corto circuito J* . Questo é unrisultato assai interessante dal
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purto d vista pratico, perché mnsente di determinare il circuito equivalente di un sistema dettrico
assmilabile aun bipao attraverso due misure (la misura della tensione vuato e la misura della

corrente di corto circuito).
Il lettore provi a individuare dei casi in cui Rgq=00Geq=0; puo anche accaere ce

E =0el/oJ = 0, pu esendovi dei generatori.

Teorema di Thévenin-Norton

Si asauuma dhe il circuito ottenuto collegandoil bipolo resistivo “lineae” N a un generatore
idede di corrente anmetta una e una sola soluzione. Allora N pu0 essere rappresentato

attraverso il generatore (rede) equivalente di tensione

o | Ra i @

I EeO=rd T

L -

dove:

Req, detta resistenza equivalente di Thévenin, é la resistenza ajuivalente del bipolo N,
dopoavere spento tutti i generatori idedi al'internod N ;

E”", detta tensione di circuito aperto, (o tensione avuoto), & latensione frai terminai “1” e
“2" di N quandoesso e allegato a un circuito aperto.

Si asauuma deil circuito dtenuto collegandoil bipdo resistivo “lineae” N a un generatore
idede di tensione anmetta una e una sola soluzione. Allora N pu0 essere rappresentato

attraverso il generatore (rede) equivalente di corrente

0, L
I fOO|=rpes T
@ Ny .

@

dove:
Geq ,

dopoavere spento tutti i generatori al'internod N ;

detta conduttanza equivalente di Norton, € la mndutanza ejuivalente del bipoo N,

J', detta corrente di corto circuito, € la crrente nel terminai “1” di N_ quando es &

coll egato a un corto circuito.
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In conclusione pasgamo sostituire qualsiasi parte di un circuito, assmil abile aun bipado resistivo
lineae n generatori indipendenti, con dwe soli elementi circuitali, 0 un gneratore rede di tensione
oppueun generatore rede di corrente, senzainfluenzare la soluzione dell arestante parte del circuito.

Esempio

Si determini nel circuito ill ustrato in figura 23a la potenza arbita dal resistore Ry, py = R4iﬁ.
In questo caso la @rrente iy non pudessre determinata solo attraverso le ejuivalenze serie e

paralelo e leformule dei partitori, perché vi sono ctlle connessoni tipo “triangdo” o tipo“stella”.

=

[ o

A T
o &

o
B R L T

(b)

Figura24 Bipdoresistivo“lineae” N (a) e bipdoresistivo “lineae” N|_ conil generatore spento
(b).
Il cdcolo d i4 puoessere semplificao naevolmente se si usail generatore eyuivalente di tensione

per rappresentare la parte del circuito racdiusa dalla lineatratteggiata in figura 23a. In figura23b é

rappresentato il circuito equivalente ottenuto applicando Thévenin. Bisogna determinare i  parametri
E" e Ry
€q

- Calcolodi E

Per cdcolare E" bisograrisolvere il circuito d figura 24a. Questo circuito pudesere risolto con
I'equivalenza serie e paralelo e le formule dei partitori. Il resistore R3 € in serie @n Rg; la serie

R3 Rs € asua volta in paralelo con Ry; questo paralelo &, infine, in serie wn Ry, Quindi la

resistenza ejuivalente R, che vedeil generatore E, vale
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=M+R2=64_
R, +R; +R;)

La correntei @ datadai =E/ R =1.562E. Per determinare E* basta concscere la crrente is. Infatti
applicando la semnda legge di Kirchhdf s ottiene E = E-Rsis. La orrente is pud esere
determinata utili zzandoil partitore di corrente. Si ottiene

_ R;

i = ——1—— =0.625.
R, +R, +R,

Quindi abbiamo E" =E - Ri; =7.5.
- Calcolo di Req:

Per cacolare Req si posono applicare le equivalenze serie eparallelo a bipdo ill ustrato in figura
24b.1l resistore Ry éin parallelo con Ry; il parallelo R1_R» € asuavoltain serie mn R3; questa serie
g, infine, in paralelo con Rs. Quindi laresistenza ajuivaente Req vale

URR,

Rs %71+R2+R%

Req =
Rg + ——% _RiR; +R,
Ri+R,

Ora epossbile cdcolare la mrrenteiy. Si ha

*

:L1875.

Req TRy

iq

Lapotenza aorbitadal resistore Ry vale p, = R,is 07.0.

Il lettore determini la potenza eogata dal generatore di tensione del circuito effettivo,
rappresentato in figura 23a. Essa non coincide on quella eogata dal generatore di tensione del
circuito equivalente rappresentato in figura 23b. Perché?

Esempio

Si determini nel circuito ill ustrato in figura 25 latensione del diodo.

E,=4
R, =40
Ry =40
R, =20
R, =40

Figura25



Giovann Miano —Lezioni di Elettroteqica 165

Il cdcolo d v pudessre semplificato nadevolmente se si usa di nuovoil generatore equivalente di
tensione per rappresentare la parte del circuito racdiusa dalla linea tratteggiata in figura 25a. In
figura25be rappresentato il circuito equivalente ottenuto applicando Thévenin.

iS RS RS
A
: T
. + E

(&) (b)

Figura 26

Latensione avuoto e la resistenza euivalente valgono E” =3, Req = 20. Pertanto la tensione v

deve verificare I'equazone nonlineae
v +20g(v) =3;

s asuma per il diodo la caatteristica g(v)=10"[exp(v/0.05)-1], (diodo esporenziale).
L'equazione non lineae pud essre risolta per via grafica (figura 27): y=(3-v)/20 é la
caatteristicadel bipdo resitivo lineae (laretta di carico), e y = g(v) € l'equazone cstitutiva del
diodo.Lasoluzione ev [10.9 e iJ0.1 Il lettore risolval'equazone nonlineae utili zzndo, anche, il
metodo d Newton-Raphson.

0,20

0,15

(A) 0,10

0,05

0 1 1
0 0,2 0,4 v(v) 0,6 0,8 1

Figura27
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5.3Teoremi di reciprocita

Esistonotre forme diverse della proprietadi redprocita.

* Primaformadella proprieta di reciprocita

Si consideri un circuito resistivo lineae edue lati “a” e “b”. Di questo circuito si considerino die
versioni distinte, il circuito N', in cui il 1ato “a” € un generatore di tensione wntensione E e il lato

“b” & uncorto circuito e I'altro N", in cui il l'ato “b” & un generatore di tensione Eg el lato “a” € un

corto circuito (figura 28, su ogn bipodo € stata fatta la cnvenzione dell'utilizzaore). Nel
“rettangdo” é rappresentata la parte del circuito costituita da soli resistori lineai: essa ela stessa per
entrambi i circuiti, cioéi resistori sono di stess resistori e sonocoll egati al o stes modo; si indichi

conNRg il numero d resistori.

i L @ i

@ vl'{ @
&)

. N - +1:
v =0 NIy E,
@ v;{' @
Figura28
Alloravalelarelazone
i i

E—Z = E—i . (41)

Dimostrazione

| circuiti N' e N" hannolo stes grafo, quindi € posshile gplicare la anservazone delle potenze
virtuali. Si considerino le patenze virtuali ottenute prendendole tensioni del circuito N' e le orrenti
del circuito N". Per ese si ottiene

- NR -
Eila+ 2 Vi =0, (42
j=1

BN

perché la potenzavirtuale Vi, asorbitadal lato “b” € uguale a zeo. Si considerino, aa, le potenze

virtuali ottenute prendendole correnti del circuito N' eletensioni del circuito N". Per ese s ottiene

- NR
Nb*%ﬁhzoi 43
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lapotenzavirtuale VZ‘i;1 asorbitadal lato “a” & uguale a zeo.
Nr
| termini 3 V; |" e zv"l’ rappresentano le patenze virtuali assorbite dai resistori. EsS sonoeguali
J:

perchéi resistori sonolineai. Infatti, utili zzendole equazoni costitutive dei resistori lineai, si ha

v —Rl ev"—lej', (44)

equind s hal'identita
ZVJI" = zR]II" _zR]I"I'_ZV"I' (45)

Dalle (42), (43) utilizzandola (45) s ottiene immediatamente la (41).

Alla proprieta (41) € possbile dare questa interpretazone. Nel circuito N' € posdbile onsiderare
latensione E del generatore di tensione llegato a nod “1” e “1” come caisa e ome dfetto la
corrente iy, nel corto circuito collegato ai nod “2” e “2”; invecenel circuito N" s ha una situazione

completamente duale. Allora il rappato tra dfetto e caisa nel circuito N'_e uguale d rappato tra

eff etto e causanel circuito N".

Osservazione

Larelazone (45) non vale quandoi resistori sono nonlineai; ad esempio, per resistori nonlineai
controllati in tensione si ha, in generale, g(V;)Vi' Zg(V;)V; . La (45) non vale nemmeno se i bipdli

sono lineai e dinamici. Ad esempio se nel lato k-esmo c'© un condensatore s ha

Ci— v Vi'Z C,dlv
dt dt

» Seaonda forma della proprieta di reciprocita

: N . ———
HOA | BT
k @,
1:=|:| _._® T..,[" @ »
li': Rk
. Parh— ()]s
D . & | b b

Figura29

Si consideri, ora, il caso in cui il lato “a” del circuito N' € un generatore di corrente cn corrente

BN - - . . . - BN

J, eillato“b” e uncircuito aperto; invecenel circuito N" il lato “b” € un generatore di corrente Jj,
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e il lato “@” & un circuito aperto (figura 29; su ogn bipdo é stata fatta sempre la mnvenzione
dell'utili zz&ore). Alloravale larelazone

' "
Vb _Va

=2, 46
NN (49

| lettore dimostri la (46) utili zzando,ancora, la cnservazone dell e potenze virtuali.

» Terzaformadella proprieta di reciprocita

Si consideri, ora, il casoin cui il lato “a” del circuito N' € un generatore di tensione @n tensione
E; eil lato “b” & uncircuito aperto; inveceil |ato “b” del circuito N" € un generatore di corrente @n

corrente J,, e il lato “a” & un corto circuito (figura 30; su ogr bipoo € stata fatta sempre la

convenzione dell 'utili zzaore).

Figura30

Alloravalelarelazone

b-_a (47
Ea Jp

| lettore dimostri la (47) utili zzando sempre la conservazone delle potenze virtuali .

5.4Teoremi di non amplificazione

5.4.1Teoremadi non amplificazione dell e tensioni

Si consideri un circuito costituito da un solo bipolo attivo e da resistori strettamente passvi (i
resistori posono essere non lineai). Allora, la tensione dell'unico bipdo attivo &, in valore
asluto, lapit grande tratutte le tensioni del circuito.

Dimostrazione
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Innanzi tutto si scdgail riferimento per la tensione v, dell'unico bipdo attivo in modo tale de
essa sia positiva esi indichino i nod a quali es e wllegato cosi come eindicao in figura 31a
(questa esolo urlipotesi di lavoro). Si consideri un generico nodo @l circuito (diverso dai nod “1” e

“n") elosiindichi con“s’. Si scdganoi riferimenti per i versi delle crrenti dei bipdi collegati con
il nodo“s’ come quelli ill ustrati in figura 31k il riferimento per il verso d ijs e quello che va dal

nodo“j” al nodo“s’. Lascdtadi questi riferimenti per i versi delle correnti &€ anche essaunipotesi di
lavoro (latesi del teorema non dpende dai riferimenti scdti; se si scdgonoi riferimenti in questo
modo é piu semplicedimostrarla).

i, @ 30

£y

bipaol

] F -t -1

[+ | Thipoli
Byq passivl _ ?

(a] (b)

Figura31l

Applicandolaprimalegge di Kirchhdf al nodo“s’ si ha
Yijs=0, (49)
i

dowve lasommatoria € atesa atutti i lati conness al nodo“s’. Dalla (48) segue necessariamente che:
(i) otutte le correnti sono ndle;

(ii) oppue dcune sono pgaitive, altre sono regative e drenule.

Escludiamo per orala prima posshilita. Allorasi ha dmeno ura @rrente positiva eun'altra negativa
coni riferimenti scdti per i versi delle correnti; si asuma

iis >0, (49)
ims <O. (50)

Siccometutti i bipali collegati a nodo*s’ sonostatici e strettamente passvi, si ha
pls = iIsVIs > O’ (51)
Prms = Vsl ms > 0. (52

ms' ms
Dadle (49)-(52) s ottiene
Vs =€ —e>0, (53
Vims = €n — €5 <0, (59
dowe e,,,e; ed g sonoi potenziai dei nod “m”, “s” e “I". Dallerelazoni (53) e (54) si ottiene dhe

il patenziale del nodo“s’ noné néil piu grande enéil piu piccolo dell'insieme dei potenziali nodali
€1,€,,...,€,del circuito. Seinvecetutte le arrenti che interessanoil nodo“s’ fossero nule, esendo
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i bipdli strettamente pasdvi, avremmo che tutte le tensioni sarebbero nule. Anche in questo caso |l
potenziale del nodo“s’ none né il piu grande ené il piu piccolo dell'insieme del patenziali nodali
€1,€,,...,€,del circuito. Cio vale per ogn nodointernoal circuito d resistori strettamente passvi.
L'insieme dei potenziai €;,€e,,...,€, euninsieme finito e limitato. Pertanto eso deve anmettere
necessriamente un massmo e un minimo. Siccome il potenziale di qualsiasi nododiverso da “1” e
“n” non puoessre né il masdmo e né il minimo, alora €; e il potenziale massmo ed e, € il
potenziale minimo (perché s @ asunto €, —e,, =V, 20). Quindi & possbile ordinare i nod in

modotale da avere per i potenzidi larelazone d'ordine
e e 2.2¢.12¢€,. (59

Dunqgte la tensione sull'unico bipdo attivo € la piu grande, in valore asluto, tra tutte quelle del
circuito.

Osservazione

Larelazone (55) patrebbe non valere se al unostes nodofossero coll egati solo bipadli passvi (e
non strettamente passvi), come, ad esempio, “circuiti aperti”. Qualora do accaless s patrebbero
avere tensioni sui bipadli “circuito aperto”, in valore aluto, piu grandi di quella dell'unico bipoo
attivo. L'esempio piu semplice & ostituito da due condensatori in serie in funzionamento stazonario
(ricordiamo cheil condensatore in funzionamento stazonario Si comporta me un “circuito aperto”).

Larelazone (55) non vale neanche per i bipali dinamici pasgvi. Ad esempio per un condensatore
con cgpadta positiva, pur esendo mssvo, il segno tlla potenza aorbita pudesserein acuni istanti
positivo e in dtri negativo, a semnda se sta aimentando o dminuendo I'energia in esD
immagazznata.

5.4.2 Teorema di non amplificazione delle correnti

Si consideri un circuito costituito da un solo bipolo attivo e da resistori strettamente passvi (i
resistori posono esere non lineai). Allora, la crrente dell'unico bipolo attivo &, in valore
asluto, lapit grandetrale correnti del circuito.

Dimostr azione

Innanzi tutto si asuma, come ipotesi di lavoro, pasitiva la crrente nell'unico bipolo attivo (coniil
riferimento eil verso indicao in figura 323, cioe

i,>0. (56)

Poi si scdgano i versi di riferimento delle correnti nei resistori passvi in modo tale de siano
orientati dal nodoa paotenziale piu alto a quello a potenziale pit bas. Si consideri, ad esempio, un
circuito conil grafo arientato ill ustrato in figura 32.

Si consideri la crrente iy che drcolanel k-esimo resistore strettamente passvo. E fadle verificare

che esiste sempre un insieme di taglio cosi costituito: il lato attivo, il k-esimo lato strettamente
passvo e lati corrisponcenti ad altri bipdi strettamente passvi. Si indichi con iy, la @rrente de
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circola nel generico resistore di questo secondoinsieme di bipdli. L'insieme di taglio, cosi definito,
partiziona i nod i due sottoinsiemi: l'insieme dei nod in “alto” e l'insieme dei nod in “bas”.
Applicandoa es laprimalegge di Kirchhdf, s ottiene
g =i +3iy. (57)
h

Figura32
Ad esempio applicandola (57) a grafoill ustratoin figura 32,si ha:
- per l'insieme di taglio costituito dal lato attivo e dai lati 1, 2e 3
g =iy +ip +ig; (58)

- per l'insieme di taglio costituito dal lato attivo e dai lati 4, 5e 6

iy =iy +ig+ig; (59
- per l'insieme di taglio costituito dal lato attivo e dai lati 4, 7e 8
=i, +i;+ig. (60)

Per costruzione, i patenziali dei nod in “alto” sono pu grandi del potenziai dei nod in “basw”,
quindi per letensioni sui resistori pasdvi si ha

vi=0 k=12.... (62)
Siccome tutti i resistori sonostrettamente pasdvi, deve essre

Pk =Vkixk >0 k=1,2,...; (62
lapatenza awrhita énulasolo quandosialatensione Vv chela wrrente i, sono ndle. Dalla (61) e
(62) segue immediatamente dche, la rrente in ogn lato strettamente passvo non pudmai essere

negativa, cioé deve essere
ir=0 k=12,... . (63
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Siccome nella (57), (e nelle (58), (59) e (60)), tutti i termini a destra sono non egativi, deve valerela
relazone

220, 20 k=12... (64)
Osservazione

Larelazone (64) e stata ottenuta asumendochei resistori siano strettamente pasdvi. Cosa accde,
se, ad esempio, rel circuito vi sono anche rto circuiti ? La potenza a<orbita da un corto circuito é
sempre uguale a zeo, pu esendola rrente diversa da zeo e quindi non é strettamente passvo. S

asuma, ad esempio, cheil lato 5 dal circuito rappresentato in figura 32 sia un corto circuito. Seil lato
6 & strettamente passvo, alorala rrente ig € uguale a zeo. Indtre dalla (60) segue che la wrrente

is € minore, a piu ugwle aiy Quind dala (59) si ha e axche la wrrente che drcola nel corto
circuito is @ minore, a piu ugwle aig,

Si asauma, ora, chevi siano duwe aorto circuiti in parallelo, ad esempioiil lato 5eil 1ato 6. In questo
cas0 ig eig parebbero essre pit grandi, in valore asluto, d iy nella maglia cstituita dai bipali 5
e 6 pdrebbe drcolare una crrente abitraria (I'esempio pit semplice & ostituito da due indutori in
paral elo in funzionamento stazonario).
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