CAPITOLO 1

IL MODELLO CIRCUITALE

1.1 Introduzione

| circuiti elettrici sonosistemi fisici del tipo esemplificao schematicamente in figura 1. Ess sono
cogtituiti dauninsieme di “oggetti”, detti componenti (numerati in figurada 1l a7). Ogni comporente
e delimitato da una superficie dhiusa, detta superficie limite, dalla quale fuoriescono dwe o piu
conduttori, detti terminali. | terminali sonoredizzai con condutori di elevata conduwcibilita dettrica
€ posvNo esxre quasi sempre wnsiderati filiformi (la loro lunghezza émolto maggiore del
diametro). | comporenti sono conness tra loro tramite i terminai per mezo d oppatune
“giunzioni” detti nodi 1.
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Figura 1 Esempio d circuito el ettrico.

Nell'esempio propasto in figura 1, esistono tre tipi di comporenti. Quelli numerati 1, 3, 4, 5, 7
hanno dwe soli terminali e sono, per questo motivo, detti comporenti a due terminali (gli esempi piu
comuni sono ura lampadina, uma stufa dettrica una batteria, ura dinamo, un resistore, un
condensatore, unindutore, un dodo a giunzione pn, un gneratore di segnale, un amperometro, un
voltmetro, un &cill oscopio). |1 comporente 2 ha, invece treterminali ed € quindi detto comporente a
tre terminali (I'esempio piu comune éil transistore; ve ne sono d diversi tipi). || comporente 6 ha

1 Nellaredizzadone di un circuito, spess, & necessario Uili zzare ulteriori conduttori fili formi (condtttori di
collegamento) per potere anretterei componrenti cosi comeiil progetto richiede.
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quattro terminali, raggruppeti a due adue (I'esempio pitl comune éil trasformatore). Piti in generale,
in uncircuito possonoesistere comporenti con un numero arbitrario d terminali (si pensi, a esempio,
a un circuito integrato oppue auna “scheda dettronica”). A esd s da il nome di comporenti a n
terminali. Il singdo comporente redizza ‘funzioni elementari” che dipendono @lla sua struttura
fisica mentre il circuito € progettato per redizzae funzioni piu complesse. Esempi tipici di circuiti
sona una rete per il trasporto e la distribuzione di energia dettrica, un circuito aimentatore, un
circuito amplificatore, un moduatore, un circuito oscillante, un demoduatore, un filtro, um
memoria, unmicroprocesore.

In uncircuito elettrico il funzionamento d ogn singdo comporente (e quindi dell‘intero circuito)
€ in ogn istante, determinato dalla interazone tra il comporente stes e il resto dellarete. In atre
parole, s puo dre dhe es eil frutto dellainterazone tra due diverse esigenze che il comporente s
comporti in modo compatibile on la sua spedfica natura e ¢e tale mmportamento sia asua volta
compatibile cn guello d tutti gli altri comporenti presenti nell arete.

| circuiti sono pogettati e redizzdi in modo tale da essre verificda @n eccdlente
approssmazone (in situazonedi funzionamento “nominale”) le seguenti condzioni:

(a) 1l funzionamento del singdo comporente € descritto adeguatamente e univocamente dalle

correnti_elettriche che drcolano rei suoi terminali e dall e tensioni e ettriche trai suoi terminali:

le relazoni tra le tensioni e le rrenti del comporente dipendono unicamente dalla sua
costituzione fisicae non dil circuito in cui il comporente éinserito.

(B) Leinterazoni trai comporenti del circuito avvengonoesclusivamente attraverso i terminali,

cioé dtraverso le correnti e letensioni, e leleggi che le regadano dpendonoesclusivamente dal

modoin cui i comporenti sonocollegati e non dillaloro spedficanatura.

Le relazioni costitutive descrivonoil funzionamento dei singdi comporenti, e le leggi di Kirchhoff
ne regoano l'interazone. Le equazoni che ne derivano sono le equazioni circuitali . Ess sono
I’ oggetto d studio d questo libro.

Osservazioni

Il termine circuito elettrico, qundi, nonsta al indicare soltanto I'oggetto fisico cui s riferisce ma
qualcosadi pit: cones s indicaun sistema dettromagnetico che funzionain modo ch verificare le
condzioni (a) e (B). In seguito mostreremo, tramite dcuni esempi, come uno stes sistema posxa
verificare tai proprieta oppure no, a seconda della velocita di variazone temporale dell e sorgenti del
campo elettromagnetico, e doé dei generatori.

Le limitazoni (a) e (B) sono d fondamentale importanza dal purto d vista temoogico. La
condzione (a) asscura de le “caatteristiche” di un comporente, in condzione di corretto
funzionamento, dpendono esclusivamente dalla sua stituzione fisica enon i circuito in cui e
inserito. Cio ne cnsente la wstruzione indipendentemente dall'uso che po se ne fara. Si provi a
immaginare cme sarebbe @mplicao costruire un circuito, se le legg che gowvernano il
funzionamento dei comporenti dipendessero sensibilmente dal circuito in cui sonoinseriti.

La ondzione (B) asdcura de il funzionamento del circuito dpende solo dal modo in cui i
comporenti sono collegati, e non dile loro pasizion (spazali) relative. Questo € un prerequisito



Giovann Miano —Lezioni di Elettroteqica 25
fondamentale per la robuwstezza di un circuito (provate a immaginare @sa accdrebbe se il
funzionamento d un circuito della memoria di un cacolatore dettronico dpendesse sensibilmente
dalladistanzatrai singdi comporenti.

Durante il funzionamento d un circuito, lo spazo (sia interno che esterno a dascun comporente e
a dascun terminae), € sede di campi elettrici e magnetici, di correnti elettriche, norché di
distribuzioni di cariche. Ladinamicadi queste grandezze édescritta dal modell o costituito dalle leggi
di Maxwell edalle relazoni costitutive dei mezz materiali.

Sebbene, ura descrizione “esatta” del funzionamento d un circuito richieda, aimeno in principio,
la soluzione delle equazoni del campo elettromagnetico, un modello approssmato, ndevolmente
semplificao e d contempo sufficientemente aleguato, € disponibile. Esso é il modello circuitale, ed
e mdgtituito dall'insieme delle leggi che regolano la dinamicadelle aorrenti e dell e tensioni, e doe le
leggi di Kirchhdf elerelazioni costitutive dei comporenti. Queste equazoni posono essere dedotte
dalle legg di Maxwell e dalle relazoni costitutive dei materiali, assumendo alcune limitazoni sul
funzionamento del sistema dettromagnetico, limitazoni che, come vedremo, sono caratteristiche
pealliari dei circuiti.

Per descrivere in modo nonambiguo queste limitazoni, cominciamo col distinguere le diverse
regioni in cui lo spazo fisico pudessere suddviso per eff etto della presenzadel circuito. Siano:

37,%5,..,Zy  lesuperfici chiuse -superfici limite - che delimitanoi diversi comporent;
Ztl, ZtZZ? le superfici chiuse e ‘tubdari” che delimitanoi condutori terminali;
Q7,Q5,...,QF  leregioni interne dle superfici limite £, 35,...,2(;

Q{,Qt Qﬁ le regioni interne dl e superfici tubdari Ztl, th,...,Z?;

Qg una parte limitata del restante spazo, che arvolgatutto il circuito (per definizione
esterno a es), costituita da materiale isolante.

Indichiamo con Q. I'unione delle regioni Q;,Q5,...,Q; e Qy e ©n Q;, I'unione delle regioni

Q1,Q3,....Qr1 e QN : Q. rappresentalaregione dello spazo esterna dle superfici limite, quindi la

regione esterna d@ comporenti. Il campo d densita di corrente di condwione énulo nrella regione
Q, perché il mezo materiale che riempie Q é unisolante (y=0). Il campo elettrico & nullo relle

regioni QLQt QE perché, per ipotesi, i terminali sonocondtttori idedi (y= ). Ricordiamo chell
campo elettrico in uncondutore idede deve essre necessariamente nullo, atrimenti si avrebbe un
campo d densitadi corrente illimit ato.

1.2 Interazionetrai componenti: un modello di campo approssimato

Le limitazoni da imporre, affinché la ondzione (B) sia verificaa, e quind l'interazone tra i
comporenti sia descrivibile atraverso il moddlo circuitale, riguardano esenzialmente il campo
elettrico e il campo d corrente nellaregione Q.,; e sonole seguenti:
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() Il fluso del campo d densita d corrente di condwzione attraverso qudsiasi superficie dhiusa
che nontagi alcuna ctlle superfici limite 35, 35,...,2§,, deve esre “trascurabile’ in ogri

istante.

(I Lacircuitazione del campo elettrico lungo quésiasi linea chiusa ' che nonfori e superfici
limite £5,%5,...,Z5, deve sre“trascurabile’ in ogri istante.

Diciamo subito che la prima @wndzione ela generalizzazone della legge di Kirchhdf per le correnti
e la seamnda € la generalizzaione della legge di Kirchhdf per le tensioni. Naturalmente, per
attribuire un significato nonambiguo ad entrambe le cndzioni, occorre spedficare il significato del
termine “trascurabile” chein ess figura.

Per quel cheriguardalaprima cndzione cominciamo col notare che se lasuperficie chiusa 2 non
taglia nessun condutore terminale, allora essa everificaa esattamente, perché il campo J (stiamo
omettendoil pedice “ib”), e identicamente nulloin Q (ricordiamo che Z non pudtagliare nessuna
superficie limite). Pertanto di unici casi significaivi sono quelli in cui viene tagliato ameno un
condutore terminale. E fadle mnvincesi, indtre e, se T taglia un condutore terminale, alora
necessriamente deve tagliare dmeno unaltro terminale, oppue due volte lo stes terminale in due
sezoni diverse (Z non pudtagliare dcuna superficie limite e stiamo escludendo che vi siano
terminali scoll egati).

Si consideri, ad esempio, ura superficie chiusa orientata > che tagli due condutori terminali,
Q{ e Q; in figura 2a. Si indichinocon S; €S, le parti della superficie = passanti per Qi e Q; ,
rispettivamente. Quando si dice de il fluso d J attraverso la superficie chiusa S deve essre
trascurabile, si vuole dire he s deve essere trascurabil e rispetto al flusso d J attraverso ciascuna
dellesuperfici S; € S,, cioé deve essere

5.2 mag :| [J, 9 has+ [[.9 thsl << hfsf mdsl Dh’J’S;] mdsl. 1)

Figura 2 Superficie di rEiL%Ierimento per la (1) (a) elineedi riferimento per Ia?:é) (b).
Analogamente si procede per la drcuitazione di E lungolalineal . E innanzi tutto evidente dne,
se la linea diusa ' appartiene interamente a un condutore terminale, alora la (1) é verificaa
esattamente, perché il campo E é identicamente nullo (I non pudforare nessuna superficie limite).
Pertanto di unici casi significdivi sono quelli in cui I passa, amenoin parte, per Qo. Si consideri
una linea diusa eorientata ' passante in parte per Qo e in parte atraverso le giunzioni di alcuni
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condutori terminali e dhe nonfori nessuna superficie limite, elasi suddvida, ad esempio, in ameno
due tratti orientati y, ey,, cosi come viene descritto in figura 2b. Quando dciamo che la

circuitazone di E lungola linea diusa I' deve essere trascurabile, vodiamo dre de essa deve
esere trascurabil e rispetto alletensioni di E lungoentrambi i tratti y; eyz, cioé deve esere

IfE[ﬂdI| =h E [idl + [ EQQdI <<hE[ﬂdI| D|J’E [ﬂdl|. 2
r Y1 Yo A B
Al limite, nel regime stazionario abbiamo
FPS MdS=0, (©)
fEmdI=0, 4

e le cwondzioni () e (ll) sono wrificae esattamente. Quandoi campi variano rel tempo le relazoni
(1) e (2) e quind le omndzioni (1) e (Il) sono senz'dtro verificae se valgono, rispettivamente, le
condzioni (le superfici e lineesonoferme)

%BBZD mds{ <[ mdsi ths;] mdsi, ()
2 mas <] e e, ©

dove S éunaqualsiasi superficie che ha mme orlo lalineal . La(3) & stata ottenuta gplicandola

legge di Ampére-Maxwell ela(4) lalegge di Faraday-Neumann.

La oondzione (5) é verificaa se il fenomeno dell'induzione magnetoel ettrica étrascurabil e, cioe se
sonotrascurabili gli effetti della corrente di spostamento nellalegge di Ampére-Maxwell rispetto alle
correnti di condwione; la condzione (6) significa de deve essre trascurabile il fenomeno
dell'induzione dettromagnetica

Si dimostra che, affinché entrambe le condzioni (5) e (6) siano werificate, le variazoni temporali
dei campi devono essere sufficientemente lente, tanto lente da rendere trascurabili i fenomeni di
propagazone dettromagnetica nella regione di spazo Qe 2. Comungle questa € solo ura
condzione necessaria. Infatti, in molti sistemi elettromagnetici pud essere trascurabile il fenomeno
della propagazone, pu non essendo trascurabile il fenomeno dell'induzione dettromagnetica (€ il
caso, ad esempio, degli indutori e delle macdiine dettriche) e in altri sistemi pud essre ancora
trascurabile il fenomeno della propagazone pur non esendo trascurabile quello dell'induzione
magnetoelettrica (€ il caso, ad esempio, dei condensatori). Cio é dovuo al fatto che in un dto
sistema dettromagnetico none detto che entrambi i fenomeni di induzione siano sempre importanti.
Pertanto, affinché le (5) e (6) valgano contemporaneanente, deve essere trascurabil e nella regione
Q. non solo il fenomeno cella propagazone, ma tutti gli effetti dovui a solo fenomeno d
indwzione dettromagneticao a solo fenomeno d induzione magnetoel ettrica

Ora & tiara la ragione per la quale abiamo limitato la (I) ale sole superfici 2 che non
tagliassero le superfici limite ela (I) ale sole lineey che non le forassero. Ad esempio, se 2

2 E interessante notare dche la limitazone (I) e quindi la (5) sono \erificae ache quando il fenomeno d
propagazone non e dfatto trascurabile, come al esempio in unantenna dipadare. Cio & dovuo a fatto che pur
non esendo trascurabile il fenomeno ddll'indwzione magnetoelettrica, a caisa delle particolari simmetrie, il
fluso d D attraverso quelsiasi superficie chiusa che nontagli |'antenna éistante per istante uguale a zeo.
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tagliasse la superficie limite di un condensatore, certamente la (I) nonsarebbe valida, e se lalineay
forasse la superficie limite di unindutore nemmenola (Il) sarebbe piu valida (ritorneremo in seguito
Su questa questione).

Si dimostra che é ledto ignaare gli effetti dovui ala propagazone, se, come ébiamo ga
ricordato nel precalente caitolo, la frequenza caatteristicadel campo f. € molto piu piccola della
frequenza caatteristica fem =c/L¢, dowe c € la velocita della luce nella regione Qe € L. € la
dimensione caatteristica del circuito, ovvero se la dimensione caatteristica del circuito € molto
minore dellalunghezzad'onda caatteristicadel campo elettromagnetico, L. << A, =c/ f..

Per potere ignaare, invece dli effetti dovui alla sola indwzione dettromagnetica o ala sola
indwzione magnetoelettrica, bisogna garantire cie siano trascurabili gli acoppamenti di tipo
indutivo tra i comporenti (bisogna che siano trascurabili anche gli acoppamenti indutivi con i
condutori di collegamento). Non esistono criteri generale che ascurino che questi effetti siano
trascurabili . Bisogna necessariamente analizzare, uili zzandoi modelli quasi-stazonari, caso per caso
gli effetti dovui a questi acoppamenti. Comungue, possamo asumere ce tutti i circuiti e i
comporenti circuitali sono pogettati in maniera tale che gli effetti degli acoppamenti indutivi e
della propagazone siano sempre trascurabili quando i circuiti e i comporenti funzionano relle
condzioni nominali.

Osservazione

Per quanto sia picoola la derivata temporale del flus del campo magnetico, la wndzione (6) (e
quindi lalimitazone (I1) ) pud nonessere verificaa per ogn scdta posshiledi I . Se, ad esempio, s
scegliese il tratto y, (vedi figura 2b) in modo tale che una sua parte sia @stituita da N spire
perfettamente sovrapposte, la differenza tra le due tensioni non sarebbe piu trascurabile per N
abbastanza grande. Nella teoria dei circuiti € sufficiente richiedere che la (6) (e quindi la(ll) ) siano
verificae per cammini che escludono rcorsi di questo tipo, cioé gli ordini di grandezzadelle
lunghezze dei singdi tratti e dell'intera arva diusa devono essre oonfrontabili tra loro. Ci
riferiremo a canmini di questo tipo con|'espressone “cammini ragionevoli”.

Datutte queste mnsiderazoni, discende de, i circuiti ei comporenti Sono pogettati e redizzdi in
modotale de, in condzioni di funzionamento naminale siano \erificate le wndzioni (1) e (1) per il
campo elettromagnetico nella regione Q.. pur esendo \eriabile nel tempo. Allora nella regione

Q.. diuncircuito e
£ J (hdsS 00 )
per ogri superficie chiusaorientata = che nontagli nessuna delle superfici limiti =9,35,...,2§ e
fr Eddl 00 (8)

per ogn linea diusa orientata ' che non fori nessuna dell e superfici limite z‘jzgz‘,; Si noti

che queste equazoni sono erificae esattamente nel limit e stazonario.
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Le relazoni (7) e (8) sono le leggi del campo stazonario d corrente in forma integrale nella
regione Q.. Siccome Q.. noné né a onnessone lineae semplice ené a onressone superficiale

semplice, le (7) e (8) nonsono, rispettivamente, equivalenti a

leJ |:|0 In Qex[y (9)
rotE OO in Qe s (20

ma mntengono wncoli ulteriori. Per ottenere la (7) dalla (9) bisogra imporre dhe la (7) sia valida
ameno per le superfici limite di tutti i comporenti e per ottenere la (8) dalla (10) bisogra imporre
chela(8) siavalida dmeno per tutte le aurve chiuse che si sviluppano sulle superfici limite di tutti i
comporenti. Pertanto la fondatezzadelle cmndzioni (5) e (6), e quindi delle (7) e (8) anche se
riguardano superfici e linee eterne dle superfici limite, dipende, ovvamente, anche da do che
accale dl'interno cHlle superfici limite, e quindi dalla @stituzione fisica dei singdi comporenti.
ComunqLe ritorneremo su guesta questione piu avanti, quando \erra analizzao il funzionamento d
alcuni comporenti canorici.

Lerelazoni (7) e (8), da aui derivano, come tra poco vedremo, le leggi di Kirchhdf, garantiscono
che l'interazone tra i comporenti dipende solo da wme esd sono collegati e non dlla loro
cogtituzione fisica, e quindi asdcurano chela condzione (B) siaverificaa. Tuttavia, ese non lastano
da sole, come piu avanti vedremo, ad asdcurare che sia verificaa axche I'dtra condzione, quella e
abbiamo chiamato (a).

1.3 Corrente dettricanel terminale etensione eettrica tra dueterminali

Le relazoni (7) e (8) descrivono le interazoni tra i diversi comporenti del circuito, e wme tra
poco vedremo, le legg di Kirchhdf sono uraloro dretta mnseguenza A partire da ese épaosshile
definire, senza nesauna ambiguita, la corrente nel generico terminale e la tensione tra due generici
terminali di uncomporente.

Sia S una generica seziore di un terminale di un comporente. Si vede subito che il flus d J
atraverso S €, con buom gprossmazone, indipendente dalla particolare sezone scdta, (basta
applicarela(7) aunasuperficie chiusa che intersecail terminalein due sezoni diverse). Cio e vero se
sono trascurabili gli effetti delle caiche distribuite lungoi terminali, il che & anpiamente verificao
se il terminale € abbastanza sottile ela sua lunghezza eémolto piu piccola della lunghezzad'onda
caratteristica Da d0 dscende la posshilita di associare a ¢ascun terminale, in modo unvoco, la
corrente dettrica i = i(t) cheiness circola,

i = [[Jmds. (11)

Per cdcolareil fluso d J attraverso la genericasezone del terminale bisogra orientare la superficie
aperta S. Due sono le posghili scdte per il verso della normale n: indichiamo con i, la rrente

ottenuta scegliendo n uscente dalla superficie limite del comporente e ©n i. la crrente ottenuta
scegliendo n entrante nell a superficie limite. E immediato che i, =—i.. Lefrecce bie acompagnano
i simbdi i, ei. infigura3 stannoaindicare proprio i due posshili versi dellanormale n. A ese
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diamo il nome di riferimenti per il verso della corrente. Quando il riferimento per il verso della
corrente € una frecda entrante nella (uscente dalla) superficie limite del comporente dlora la
normale n nell'integrale (11) € entrante in (uscente da) essa.

Componetite Componente
n,=-n, iV
i,=-1 n
u e /S
Terminale Terminale

Figwra3 La rrente nel terminale € indipendente dalla particolare sezone. Sono pasbili due
scete per i riferimenti del verso della corrente.

Si consideri, ora, latensione dettrica

v=[EMdI, (12)

PyP;

dowe P; er sono dwe punti appartenenti ai due terminali (es§ posono appartenere dlo stesd

comporente 0 a comporenti diversi) e y € una linea de li congunge. Per la condzione (8) v €
indipendente dal cammino y, puché non fori nessuna superficie limite. Si noti anche che v non
dipende nemmeno i particolari purti P; eP; scdti nel rispettivi terminali, perché il campo

elettrico nei condutori terminali (suppasti idedi) € nullo. Pertanto v € la tensione dettrica tra il

terminale “i” e il terminale *j”. Le frecce be acompagnanoi smboli v e v’ stannoaindicae le
due posshili orientazoni di y. A ess diamo il nhome di riferimenti per il verso della tensione: il
riferimento per il verso dellatensione éunafrecda die puntaverso il terminae “i” (terminale “j”) se
il verso d yvadal terminale “i al terminale “j” (dal terminale “j* al terminale “i"); latensione oniil
riferimento che purntaverso il terminale “i” &€ uguale dl'oppasto d quella conil riferimento che purta
verso il terminale “j”, figura4. Si ossrvi che latensione tradue terminali coincide mnlatensione tra

le giunzioni a aui i dueterminali sonoconress.

Figurad4 La tensione tra due terminali non dpende da percorso puché y non fori nessuna
superficie limite. Sono pashili due scdte per i riferimenti del versi.
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Si consideri, ora, un circuito, e si applichino le equazoni (7) e (8). In questo modo é posshile
determinare le relazoni trale correnti (applicandola (7)) ele relazoni trale tensioni (applicandola
(8)) che regdano l'interazone tra i comporenti. Facendo w0 della definizione di corrente nel
terminale edi tensionetrai terminali si ottengonolerelazoni

> k()i 00, (13)
> h(¥)vy, 0O, 14

Larelazone (13) s riferisce auna qualsiasi superficie chiusa orientata > che, come d solito, non
tagli alcun comporente, ela(14) aunaqualsiasi linea diusaorientata I’ che, come d solito, nonfori
alcun comporente. | riferimenti per i versi delle crrenti e delle tensioni sono arbitrari, cosi come é
arbitrarialascdtadel verso dellanormale aX eil verso d percorrenzadi .

Nella (13) ik € la mrrente del k-esimo terminale dche fora la superficie 2 . Essa deve essre
sommata onil segno+ seil riferimento per il verso d i}, cioé ny, & mncorde @nil versore N della
superficie 2 , e onil segno— seil riferimento per il verso d ix € discorde mn Nn. Le crrenti dei
terminali che non forano la superficie Z in considerazone non compaiono, ovvamente, nella

sommatoria.
Nella(14) v}, elatensionelungo untratto y,, di [ che cngunge due terminali. Essa deve essre

sommata @nil segno+ seil riferimento per il verso d v, cioe ti, € cncorde onil versore t della
curval e onil segno— seil riferimento per il verso d v, édiscorde ont .

1.4 Circuiti di bipoli

Daorain pd ci s limitera a onsiderare drcuiti costituiti da soli comporenti a due terminali. Un
esempio € illustrato in figura 5. Risultati analogh valgono per i circuiti costituiti anche da
comporenti con pu d due terminali: per non appesantire I'esposizione dfronteremo piu avanti (nel
Capitolo 6), quando acorrera, quest'ultimo aspetto.

 Nodo |Induttore

7

Generatore di
segnale

Figura 5. Circuito elettrico costituito da soli comporenti a due morsetti.

Cominciamo col descrivere le proprieta caratteristiche fondamentali dei comporenti a due
terminali. Dale (7) e (8) discende subito che a ¢ascuno d ess € posshile @asciare, in maniera
univoca ura arrente dettrica(figura 6a) e una tensione dettrica (figura 6b). La seconda proprieta e
conseguenza del fatto che il comporente ha due soli terminali. La prima proprieta s ottiene



32 Giovann Miano —Lezioni di Elettrotemica
applicandola (7). Si consideri una superficie chiusa 2 che racdiiudail comporente etagli, qundi,
entrambi i terminali. Dalla condzione (7) s ha de la @rrente entrante nel terminale “a” ¢ con
buora gprosimazone, ugele aquellauscente dal terminale “b”.

<1y | = |12~ 1p] <[t

d
£ — M D-nd?
0 ‘ mﬁzn

.-L_
-

Figura 6 (a) e (b) approssmazoni alabase del concetto d bipao; (¢) il comporente adue terminali
e rappresentato da un “comporente idede” che éil bipado.

Dadlle mnsiderazoni svolte precalentemente, si ha che, ciascun comporente fisico con die terminali

puod essere rappresentato da un “comporente idede” (figura 6¢), anche es con die terminali, cosi

definito:

* la orrente on riferimento entrante in un terminale € sempre uguale aquella on riferimento
uscente dall'altro morsetto.
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 latensiore tra i due terminali e indipendente dal particolare canmino puché esso non fori
nesauna superficie limite (nemmeno quelle degli atri comporenti).

Queste due proprieta del “comporente idede” sono dfinite cn predsione, mentre nei comporenti

redi, che ess rappresentano, sono \erificate approsdmativamente (sono \erificate esattamente solo

nel regime stazonario). Per distinguerli daquelli redi, i comporenti idedi sarannochiamati bipadli.
Le due mndzioni, appena enurciate, non lastano a caatterizzae wmpletamente il conceto d

bipdo. Per la condzione (a), il funzionamento d ogn comporente a due terminai deve esre
descritto univocamente dtraverso la orrente i e la tensione v, e la “relazone” trai e v deve
dipendere unicamente dalla sua wstituzione fisica (non deve dipendere, ad esempio, dal circuito in
cui il comporente einserito). Questa el'atra proprieta che sta dla base del concetto d bipalo. Questa
guestione sara gprofondta piu avanti.

In figura 6¢ e illustrata la rappresentazone schematica di un generico bipolo; questo tipo d
rappresentazone émolto uile per indicare i vers dei riferimenti della corrente edella tensione. La
corrente i € la mrrente nel terminale “a” del comporente rede che il bipao rappresenta conil verso
di riferimento entrante nella superficie limite, e latensione v € latensione @nil verso d riferimento
che puntaverso il terminale “a”.

Osservazione

Per ciascun bipdo, pesono essere fatte due posshili scdte per il verso d riferimento della
corrente, e due per quello della tensione. In totale, ne risultano quattro passhili combinazoni (vedi
figura 7). Come si vede nellafigura 7, le quattro passhilita (a, b, ¢, d) posono essere raggruppete a
due adue nela (a) e nella (d) la frecda aswciata dla tensione punta verso il terminale in
corrispondenzadel quale lafrecda della mrrente € atrante; nella (b) e nella (c) lafrecda aswciata
allatensione puntaverso il terminale in corrispondenzadel quale lafrecdadella corrente éuscente.

a a a a
i i i* j*
F N F N

v sk 7 v
R e
yh=— *=—1
(&) ey ey i)
Figura 7 (a) e (d) Convenzione dell'utili zzaore (o convenzione normale); (b) e (c) convenzione del
generatore.

Le scdte (a) e (d) vengonoindicae dicendo che, in entrambi i casi, si é fatta per il bipdo la
“convenzione dell'utili zzaore” o “convenzione normale”; nei casi (b) e (c), s dice invece ches e
fatta la “convenzione del generatore”. Queste espressoni indicano soltanto i mod in cui si €
liberamente dedso d effettuare le due scdte (indipendenti tra loro) per i versi di riferimento della
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corrente edella tensione: ese - € bene notarlo esplicitamente - non kanno alcun significao che s
riferisca dla naturafisicadel bipoo considerato.

In figura 8a erappresentato il circuito d bipdi corrispondente d circuito elettrico rappresentato in
figura 5. Nel circuito d bipdi rappresentato in figura 8a e stata fatta ovunqie la @nvenzione
dell'utili zzatore. Salvo avviso contrario, in queste lezoni sara usata sempre questa convenzione. In
guesto tipo d rappresentazone vengonomess in evidenzale wrrenti e le tensioni corrisponcenti a
ogn comporente eil modoin cui i comporenti sono tra loro conress. Come tra poco vedremo le
leggi fondamentali dell ateoriadei circuiti i basano uricamente su questi elementi. E bene notare che
in guesta rappresentazone non c'e nesuna informazone sulla forma e dimensione dei singdi
comporenti e né sulladistanzatra di ess.

(d]
Figura 8 (a) Circuito d bipdi corrispondente d circuito elettrico rappresentato in figura 5; (b), (¢) e
(d) tre posshili maglie.

1.5 Leleggi di Kirchhoff

Per descrivere l'interazone trai comporenti di un circuito nonc'é bisogno d imporre le relazoni
(13) per ogn superficie chiusa anmisshile ele relazoni (14) per ogn curva diiusa anmisgbile.
Come orafaremo vedere ésufficiente considerare solo unsotto insieme finito d esse. Per individuare
guesto sotto insieme enecessario introdure dcuni concetti preliminari. Ancora una volta, solo per
nonappesantire I'espasizione, faremo riferimento aun circuito d soli bipoli.

Definizioni
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* Unnodoé unaqualsiasi giunzione di un circuito in cui i terminali di diversi bipali sono coll egati
tra loro, oppue, a limite, un qulsiasi terminale isolato (nell'esempio riportato in figura 8a,
abbiamo 5 nod, che sonostati etichettati con @ """" @).

» Un percorso € un canminotrai due terminali di uno stes bipdo che nonfori nessuna superficie

limite.
* Unamaglia éuncammino chiuso d percorsi in cui due esolo dwe di esd incidonoin ciascun nodo
(nell'esempio riportato in figura 8 abbiamo tre maglie, M1, M2 e M3).

Dalla abitrarieta della superficie chiusa aui s riferisce la (13), deriva subito che essa pud essere
applicaa, in particolare, a ogn superficie dhiusa the cntenga d suointerno unsolo nodo Se ne trag
alora, lalegge di Kirchhdf per le crrenti.

Legge di Kirchhoff per le correnti

In ogri nodolasomma dgebricadelle crrenti €uguale a zeo in ogn istante, cioé

>, @i =0. (15)

Nella (15) intervengonocon lo stess segnole rrenti il cui riferimento per il verso € entrante nel
nodoe @n il segno contrario le arrenti con riferimento oppato. Ad esempio, la mrrente i, deve
essere sommata wnil segno+ seil verso del suoriferimento e uscente dal nodoe wnil segno—se é
entrante. Si noti che per scrivere lalegge di Kirchhdf per le correnti bisogna, innanzi tutto, assegnare
i riferimenti per i loro versi. Lascdtadei riferimenti € abitraria.

Esempio
Applicare laprimalegge di Kirchhdf al circuito ill ustrato in figura.

j‘i_ 12+ 13_ i4= D
Oppure

Figura9 Nodo d uncircuito

Dall'arbitrarieta della linea diusa ai s riferisce la (14), deriva subito che es pud essere
applicata, in particolare, aogn maglia. Se netrag alora, lalegge di Kirchhdf per letensioni.

Legge di Kirchhoff per le tensioni

Per ogn maglia, lasomma dgebricadelletensioni del bipdi e uguale a zeo in ogn istante, cioé

Y (2, =0. (16)
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Nella (16) intervengonocon o stes segnole tensioni il cui riferimento per il verso &€ cncorde mn
il verso orario e @n il segno contrario le tensioni con riferimento oppato. Ad esempio, la tensione
V|, deve essere sommata @nil segno+ seil verso del suo riferimento € cncorde @nil verso arario
di percorrenza della maglia, e @n il segno — se ediscorde. Si noti che per scrivere la legge di
Kirchhdf per le tensioni bisogng, innanzi tutto, assegnare i riferimenti per i loro versi. La scdta di
questi riferimenti & abitraria.

Le (15) e (16) vanno, rispettivamente, sotto il nome di legge di Kirchhdf per le correnti (LKC) e
di legge di Kirchhdf per le tensioni (LKT) 3 (o eguivalentemente prima legge di Kirchhdf e seconda
legge di Kirchhdf, rispettivamente). Le equazoni che s ottengonoapplicando le legg di Kirchhdf
prendonoil nome di equazioni di Kirchhdf.

Esempio
Applicaelasecondalegge di Kirchhdf allamagliaill ustratain figura

LN
OppuTE
-V V- Vit v¥=10
z
V2

Figura 10 Magliadi uncircuito.

Osservazione

A differenzadelle relazoni (13) e (14), le leggi di Kirchhdf sono definite n pgredsione, perché
descrivonoil funzionamento d un circuito idedizzao, il circuito d bipdi. Ess wstituisconole due
(e sole) leggi fondamentali della Teoria dei Circuiti e valgonoin tutte le drcostanze nelle quali
valgonolelimitazoni (7) e (8) (e soltanto in queste).

Le leggi di Kirchhdf descrivono le interazoni tra i diversi comporenti del circuito. ESs non
dipendono ré dalla natura, né dalle posizioni spazali relative dei comporenti, ma solo dal modoin
cui ess sonoconress. Dunqte la cndzione () &€ anpiamente verificaa.

Esempio

Si scrivano le legg di Kirchhdf per il circuito d bipdli ill ustrato in figura 11 (es rappresenta il
circuito fisico schematizzao in figura5). In questo circuito ci sono 6bipdli, 5 nod etre maglie.

3 1l modello circuitale & stato attenuto, a partire dal modello d campo, attraverso certe limitazoni e
approssmazoni. In letteratura esiste un approcdo alternativo (vedi ad esempio, in G. Biorci, FONDAMENTI
DI ELETTROTECNICA Circuiti, UTET), in cui le leggi fondamentali dei circuiti vengono introddte mme
postulati. In questo contesto alle leggi fondamentali si da, spess, il nome di Principi di Kirchhdf. Anche se un
approccio assomatico alla teoria dei circuiti puo risultare piu agevole di quello che stiamo presentando, in
guanto il bagaglio d nozioni preliminari che lo studente deve gprendere éridotto a minimo, esw, comunqe, €
estremamente caente dal purto d vista della cmprensione fisica In particolare non & né gli strumenti
necessari a cairei limiti di applicabilitadel modello circuitale ené le temiche per superare questi li miti.
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Utili zzandola primalegge di Kirchhdf otteniamo le 5 equazoni per le correnti
nodol i +ig =0,
nodo2 —ii+i, =0,
nodo3 —i,+iz=0, (17)
nodo4 —iz—is+is=0,
nodo5 iy —ig —ig=0.

Figura1l Un circuito d bipali.

Le maglie del circuito sona
M1 bipdo 1-bipolo 2-bipdo 3-bipdo 4-bipdo 6
M2 bipdo 4-bipdo 5
M3 bipdo 1-bipoo 2-bipdo 3-bipoo 5-bipdo 6.

Applicandolalegge di Kirchhdf per le tensioni alle maglie otteniamo il sistema di equazoni per le
tensioni:
M1 v +v,+v,-v, -V, =0,

M2 v,+v;=0, (18)

Le guazoni dei sistemi (17) e (18) non sono tutte indipendenti (una analisi per ispezone diretta
mostra die, € posshile estrarre solo sei equazoni indipendenti, quettro dal sistema (17) e due dal
sistema (18)); questo argomento verratrattato ampiamente in seguito.

In uncircuito con 6bipdi |e grandezze é&ettriche da determinare sonole sai correnti iy,...,ig €le
sel tensioni vy,...,Vg, quindi le incogrite sono dodlci. Il sistema di equazoni (17) e (18) contiene
solo sel equazoni indipendenti, qund noné sufficiente adeterminare la soluzione del circuito, dowe
per soluzione del circuito intendiamo I'insieme dell e grandezzeiy ,...,is,V1,...,Vs . Di CcONseguenza per
ottenere un sistema chiuso e ben paosto abbiamo hisogno d altre sei equazoni traloro indipendenti e
indipendenti anche da quell e ottenute tramite le leggi di Kirchhdf. Le equazoni che mancano sonole
sel equazoni che descrivonoil funzionamento d ciascun bipdo, cioe le relazoni costitutive dei sei
bipdi.

Osservazione

Le equazoni, che s ottengono @lle legg di Kirchhdf, nonsono tutte quelle che passono essere
ottenute goplicandole (13) e (14) atutte le superfici chiuse elinee tiuse anmisghili. Ad esempio,
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se nel circuito rappresentato in figura 8a si applicala (13) ad ura superficie chiusa che racdiude il
nodo leil nodo 2si hai, +ig =0. Eimmediato verificare dhe questa equazone pud essre ottenuta
combinandole equazoni per le correnti relative @ nod 1 e 2. In generale I'equazone per le rrenti
ottenuta gplicando la (13) a una qualsias superficie chiusa anmissbile pud essre ottenuta
combinando oppeotunamente le equazoni di Kirchhdf per le crrenti.

Si applichi, ora, 1a(12) a canmino chiuso (vedi figura 9), costituito dai percorsi relativi ai bipdi
1, 2e3 edaunalineay che mngungil nodo 1al nodo 4(che nonfori nesauna superficie limite); s
ottiene v-v;-v; —-v3 =0, dow Vv é latensione lungoy, con il riferimento mostrato in figura 9.
Siccome latensione v nonée latensione di un bipolo, questa equazone non pudessere ottenuta come
combinazone delle equazoni di Kirchhdf per le tensioni (18). Infatti la tensione v non appare né
nelle leggi di Kirchhdf per le tensioni (18) e né nelle incogrite del circuito. In generale qualsias
atra equazone per le tensioni non puodessre ottenuta wmbinando le euazoni di Kirchhof.
Comungte queste equazoni non sono fondamentali per il modello circuitale: ess servono solo a
esprimere le tensioni tra terminali non appartenenti a uno steso bipado in funzione delle tensioni dei
bipadi.

1.6 Leredazioni costitutive

Ne limiti dell'approsimazone del modello circuitale dascun comporente di un circuito
interagisce ®n di atri comporenti solo attraverso le @rrenti e le tensioni ai propri terminali. Le
leggi che regodlano guestainterazione sonole leggi di Kirchhdf. Le equazoni che ne derivano, come
abbiamo avuto modo d constatare con un semplice esempio, nonriescono, pero, a definire in
maniera univocale cndzioni di lavoro dei singdi elementi, cioe i valori che assumonole crrenti e
le tensioni. Questa indeterminazone si elimina se s tiene @nto del fatto che, sempre
nell'approssmazone del modello circuitale, le tensioni e le @rrenti di ogn comporente sono legate
tradi loro darelazoni dipendenti unicamente dalla propria wstituzione fisica Piu predsamente s
puo dre che le wndzioni di lavoro d ogn singdo comporente, e quind dell'intero circuito, sonoil
risultato d due distinte esigenze: che il comporente si comporti in maniera wmpatibile cn la natura
degli altri comporenti, cosi come esd sonocoll egati nellarete, e cheil suo comportamento sia asua
volta mmpatibile cnlasua spedficanatura.

Per completare il moddllo circuitale equindi anche il quadro delle cndzioni, cui i campi elettrici
e magnetici debbono soddsfare dfinché esso risulti valido, accorre determinare (o assegnare) le
relazoni costitutive dei comporenti del circuito. Ricordiamo che deve essere verificaala condzione
(a): il funzionamento d ogn comporente mn dwe terminali deve essere descritto univocamente
attraverso la aorrente i e la tensione v e la relazone tra i e v deve dipendere unicamente dala
costituzione fisicadel comporente, e quindi deve essere indipendente dal circuito in cui € inserito.
Questa e l'dtra proprieta che € #la base del concetto steso d bipodo. Cio s verifica solo se la
tensione del bipdo, o la orrente, & sufficiente a determinare univocamente il campo
elettromagnetico al'interno della superficie limite del bipoo. Diciamo subito che, in generale questa
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proprieta puo essere verificaa solo in maniera goprossmata. Come po vedremo, solo in un caso
particolare éverificata esattamente (resistori in regime stazonario).

Per anali zzare questo problema cé bisogno d entrare nellafisicadei singdi comporenti. In queste
lezoni non sara anadlizzao il funzionamento d tutti i posshili comporenti elettrici; si limitera a
descrivere solo alcuni e mmungle nonsi scendera nei dettagli. Tral'altro noné questo I'obiettivo del
corso. |l problema della modelli stica émolto ampio e pud essere dfrontato, in dettaglio, solo in corsi
pit spedalistici. Comunque si cerchera di mettere in evidenza quanto piu passbhile gli aspetti e le
problematiche generali. | comporenti che verranno descritti sono il resistore, il generatore di
tensione, il condensatore e l'indutore. Nel Capitolo 6 sara descritto I'acoppamento mutuo tra due
circuiti.

Per determinare le relazoni costitutive bisogra risolvere il problema di campo al'interno dei
singdi comporenti, ciog dl'interno celle regioni Q7,Q5,...,QF . Il modello d campo che bisogra
considerare dl'interno cella generica regione Qﬁ dipende dalla astituzione fisica del comporente
che occupa quella regione: ad esempio, il modello del campo stazonario d corrente per i resistori e
generatori, il modello quasi-stazonario elettrico per i condensatori, il modello quasi-stazonario
magnetico per gli indutori e trasformatori. Se volessmo analizzae il modello d un dodo, oppue di
un transistore o d un amplificaore operazonade, dowemmo uilizzae il modello del campo
stazonario d corrente se siamo in bass frequenza, ovvero il modello quasi-stazonario elettrico se
gli effetti dinamici sonoimportanti. Un bipolo pdrebbe essre arche una antenna: in questo caso per
caratterizzae il comporente bisogna wnsiderare il modell o completo delle equazoni di Maxwell.

1.7 Il resistore

Si consideri una barretta aforma dlindrica di materiale cndutore omogeneo ed isotropo, figura
12. La barretta € anegata in un materiale isolante, che oltre a proteggere meccanicamente il
condutore, funziona anche da radiatore termico, favorendo, cosi, lo smaltimento nell'ambiente
circostante del cdore proddto per effetto Joule. Si asauuma ce: (a) il materiale condutore abia un
comportamento lineae eisotropo4; (b) labarretta @hbia una resistivitan uniforme. Ai due estremi
della barretta sono collegati elettricamente due condtttori con elevata anducibilita y, . Entrambi i
condutori fuoriescono il materiale isolante: ess sonoi terminali del resistore. In generale @sempre
ny; >>1, s asaumeray, —» . Questo éil modo pu semplice per redizzae unresistore.

Per caratterizzae il funzionamento elettrico d un resistore, cioé per determinare il legame tra la
tensione trai due terminali, v=v(t), e la corrente de in es fluisce, i=i(t), bisogra pensarlo inserito
in uncircuito. A tale scopos facdariferimento alla schematizzazoreill ustratain figura 13.

4 Laresistivita di un materiale mndtttore dipende dall a temperatura dell o stes, la quale asua volta dipende
dalla potenza disspata, che, come vedremo, € uguale d prodato tra la tensione ela mrrente (se S usa la
convenzione dell 'utili zzaore). Pertanto n noné mstante, ma dipende dalla tensione edalla crrente. Comungue
e posshile redizzae il comporente in manieratale che, sia garantita una resistivita quasi costante se la tensione
di lavoro nonsupera cati valori.
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fp e ? terminale “a"*

1zolante

barretta
conduttrice termmitale “*b*

Figura 12 La schematizzazone piu semplicedi unresistore

Latensionev del resistore (il riferimento per il verso € mostrato in figura 13a) € l'integrale di linea
di E lungola aurvaorientata y ,, che uniscei purti P, e P, appartenenti, rispettivamente, ai terminali

“a’” e “b"; la orrentei (il riferimento per il verso € mostrato in figura 13b secndola cmnvenzione
dell'utili zzaore) € il fluso d J attraverso la superficie S che taglia il terminale “a@”, orientata

concordemente @nil riferimento scdto per i.

tertninale a . 1i 4
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Figural3

Applicando la legge di Faraday-Neumann ala linea diusa orientata " , ottenuta unendoil tratto
Y ap CONil tratto y; (il verso d percorrenzadi I' e quello concorde nil verso d vy, figura13a), s
ottiene
do
v:LE (dl ——dt"-, (19

dove @ éil fluso del campo magretico B concatenato con I,
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® = [[BhdS, (20)

e X eunaqualsiasi superficie gerta cthe ha comeorlo I (il verso dellanormale n deve essre scdto

in modotale the, eso sia oncorde mnil verso d I' secondola “regoladel cavatappi”).
Applicando, oa, la legge della mnservazone della caica dla superficie diiusa orientata 2,
ottenuta unendo le superfici S,, S e S (S, elasuperficie di contatto tra la barretta condtrice eil

terminale “a” orientata on la normale the puntaverso l'esterno d ~ e S & una superficie passante

nel mez isolante enel vuato, figura13b), si ha

- d _ dQ
i = [Jg, J(dS+Gff; DINAS= [fg I (hdS+ —5=, (21)

dowe Qs ela caicaracdiusadalasuperficieZ.

Per determinare la relazone tra la crrente i e la tensione v, bisogra @nascere il campo
elettromagnetico al'interno ddlla superficie limite del comporente. Pertanto € fondamentale la
seguente questione: il campo elettromagnetico al'interno della regione delimitata dalla superficie
limite, € univocamente determinato dalla mnoscenzadellatensione €o della crrente del bipolo? La
posshilita di caatterizzare il funzionamento del bipdo tramite una relazone tra la @rrente i e la
tensione v, che sia praticamente indipendente dal circuito e dal posto in cui il resistore éinserito (la
proprieta fondamentale (a)), dipende dall arisposta aquesta questione.

Per risponcere dla domanda érichiesto uno studio acarrato del modello d campo. Purtroppo
guesta strada, a livello introdutivo a aii siamo, risulta essere del tutto impraticabile. Tra I'altro
I'obiettivo d queste lezoni non é quello d esaurire I'argomento della modelli stica drcuitale, bensi
guello d introdure i modelli di alcuni comporenti circuitali fondamentali e discutere dlo stes
tempo le mndzioni che ascurino la proprieta a. Tutto cid non pudche asvenire atraverso un
percorso che sia arretto e d tempo steso quanto pit semplice possbile, proprio per fadlitarne la
comprensione. A tale scopo il funzionamento del resistore verra studiato partendo dil limite
stazonario e awnsiderando, pa, quello che accde quandole grandezzevariano nel tempo.

1.7.1 Limite stazionario: un problema di campo stazionario di corrente

Dapprimasi consideri il limit e stazonario, cioe tutte le grandezze éettromagnetiche siano costanti
nel tempo. In questo limite latensione v nella (19) dipende solo dal campo E lungoy; ela arrentei

nella (21) dipende solo dal campoJ su S,

V= J’yE s | (22
i = [[JhdS. (23

La onoscenzadellatensione v €/0 della mrrentei é sufficiente adeterminare univocamente i campi
JedE?
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Il campo d corrente nellaregione QF (Q° élaregione del condutore awnresistivitan) é descritto
dal modell o del campo stazonario d corrente:

rotE =0, (24
divl =0, (25)

Sulla superficie (di separazone) Q" che delimita la regione Q% le leggi del campo d corrente
sono

nx(E,-E;) =0, 27
n m\]z _'Jl) = O, (28)

dove n &il versore normale adQ~ (con verso arbitrario). La superficie dQ" & l'unione di tre parti
(figura 14): S, base superiore (regione di contatto conil terminale “a”), S, base inferiore (regione di
contatto conil terminale “b”) e § superficie laterale (regione di contatto conl'isolante).

Il campo elettrico € irrotazonale, qund pudessre espres attraverso il gradiente della funzione
potenziale scdare ¢=¢(P), cioe

E=-gradh, (29

e la comporente tangente € ontinua ovungLe;, inveceil campo d corrente J é solenoidale ela
comporente normale € ontinua ovungLe.

Siccome laresigtivita euniforme, dalle equazoni (25) e (26) s ottiene che ancheil campo elettrico
hadivergenzanulain Q%,

dvE=0 in QF. (30)

In guesto caso non esistono cariche libere dl'interno d&l condutore (se la resistivita fosse non
uniforme, parebbero esserci cariche libere in Q%): le caiche sono solo superficiai. Ess sono
dislocae sull e superfici in corrispondcenzadell e quali | aresistivita édiscontinua, e doe sull e superfici
di contatto coni terminali e la superficie di contatto con I'isolante. Combinando le equazoni (31) e
(32) si ottiene per il patenziale scdare (I'unicaincognita del problema) >

D26=0 in Q. (31)

L'equazone (31) € I'equazione di Laplace Essa ha infinite soluzioni e tra tutte le posshili bisogna
cacae quellao quelle che verificano Uteriori condzioni: e condzoni al contorno sulla superficie
0Q".

| terminali sono redizzai con condutori idedi, quindi in ess il campo elettrico € nullo. Dala
continuita della comporente tangente del campo elettrico attraverso quelsiasi superficie, si ottiene
che essa enullasiasu S, chesu S, . Quindi su ognuradi queste superfici lafunzione patenziale deve
esere necessariamente uniforme (se nonlo fosse arremmo certamente una comporente tangente di E
diversada z&0). Si ha pertanto,

51| lapladano 0% e per definizione, I'operatore dhe si ottiene gplicandol'operatore divergenza d gradiente
di unafunzione scdare, DZ(D]E div[grad ] .
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$=V, su 3

q) =Vyp, Su ) (32)

dove V, e V, sono, rispettivamente, i valori costanti che il potenziale dettrico assume nei terminali
“a” e "b", (i potenziai dei rispettivi terminali). | potenziali V. e V, sonolegati alatensione v del
resistore (si sostituisca & campo elettrico I'espressone —¢ nell'integrale di linea lungo (22)),

tramite larelazone

(il riferimento per il verso d v eindicao in figura13a).

Siccome nell'isolante il campo d densita di corrente énullo (pure essendovi un campo elettrico
diverso da zeo, la conduwibilita dell'isolante € uguale a zeo), dala ortinuita della comporente
normaledi J, s ottiene dhe J,, & nullasullasuperficie laterale S;. Pertanto, combinandole (26), (28)

e (29) s ottiene e la derivata normale dellafunzione potenziale (la derivata normale dell a funzione
potenzidlesu S; éla mmporente del gradiente normale aS;) deve eserenulasu S, cioe

%zn@radpzo su Q. (39
E possbil e dimostrare (vedi Appendice A) che I'equazone di Laplace(31) ha una sola soluzione che
verificale condzioni a contorno (32) e (34). Si nati che fino a questo momento I'impostazone del
problema é stata del tutto generale, non e stato mai fatto riferimento alla particolare geometria

considerata.
F'Y a
i :((
5
z=] 2
ﬂI:I
ot |8
=[]
z N g
Figural4

La soluzione dell'equazone (31) con le ndzioni a contorno (32) e (34) in generale non puod
essre cdcolata per via andlitica € possbile determinarla solo per via numerica dtraverso temiche
approssmate. Nel caso particolare in esame € posshile risolvere analiticamente il problema. La
geometria della struttura ele @ndzioni a contorno suggeriscono d cercare una soluzione uniforme
su ogn sezone drcolare della barretta dli ndrica, cioé una soluzione dipendente solo dalla mordinata
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z (s facda riferimento a un sistema di coordinate dlindriche @n I'ase z @incidente on 'asse di
simmetria dell a barretta condttrice e onl'origine sullabase inferiore, figura 14)

0=0¢() in Q. (35

Unafunzione potenziale di questo tipo puo rificare la cndzione d contorno (32) imporendoche
(z=0)=V,,

¢ b 36)
d(z=1)=Va,.

La condzione d contorno (34) é verificaa perché il potenziale non dpende dalla wordinata radiale
(sulla superficie dlindrica la derivata normale della funzione potenziale é uguale dla derivata
parziale rispetto ar); la cndzione di smmetria di rotazone éverificaa perché ¢ non dpende dalla
coordinata azmutale. Sostituendola (35) nell'equazone di Laplace si ottiene 6

d*¢

— =0. 3

7 (37)
L'integrale generale della (37) e

¢(z)=Az+B, (39)

dove A e B sono die wstanti arbitrarie. Esse devono essre determinate imporendole wmndzioni a
contorno (38). Immediatamente si ottiene

¢(z)=:—/z+vb perO< z<l|, (39

dowe, ricordiamo, v & la tensione del resistore el & la lunghezzadella barretta. Per come & stata
costruitala (39), essa € cetamente una soluzione dell'equazone di Laplace te verificale condzioni
al contorno (32) e (34). Per la proprieta di unicita, non peono esercene dtre equind la funzione
potenziale (39) € la soluzione del nostro problema.

La funzione patenziale énaota univocamente se si conosconoi valori dei due potenziali V, e Vy.
Se éncotasolo laloro dfferenza, cioé latensione v, aloralafunzione patenziale enota ameno d una
costante abitraria. Inveceil campo elettrico esendo, a meno del segno, il gradiente della funzione
potenziale, &€ univocamente determinato quando € assegnata la sola differenza di patenziale. In
guesto caso il campo elettrico vale

E=-7,, (40

eil campo d densitadi corrente é

\

J=-7 —. 41

Y (41)

6 . . . , : .. 0% 0% 0% .
In coordinate catesiane rettangdari (X,y,z) I'espressone del lapladano é O ¢-ﬁ+a—y2+¥, mentre in

1000p0, 1 0% 0%

. .- . N2, - v¥
coordinate dlindriche (r,9,2) € 0°¢ = T 00t 2 as2 T2
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Dunque, nel limite stazonario il campo elettrico e il campo d corrente dl'interno el resistore
dipendonosolo dallatensione gplicaa d resistore. Ess sonoindipendenti dal modoe dal circuito in
cui il resistore éinserito. Questa proprieta eindipendente dalla particolare geometria scdta. Essa €
una proprieta generale al e diretta conseguenzadell 'unicita della soluzione.

Sostituendola (41) nella(23), si ottiene:

= [T, Imads=-[], J,ds= ﬁ v, (42

dowe S e l'areadell a sezone trasversale della barretta; il verso dellanormale n,a S, €in acordo con

la onvenzione dell'utili zzaore (figura 13b). La (42) € la relazione mstitutiva del resistore e puo
essere sl riscritta

v=Ri o0 =Gy, (43
dowe
I 1
R=n= e G=—. 44
N3 R (49

Le due relazoni (43) esprimonoin due modi diversi lalegge di Ohm. Il parametro fisico R prende il
nome di resistenza del resistore eG prende il home di condutanza. Le relazoni (43) sonorelazoni
lineai trala arrente elatensione perché la resistenza R € indipendente sia dalla rrente che dalla
tensione. Questa éunadiretta conseguenzadellalineaitadelle leggi di Maxwell e dellalineaitadella
relazone stitutiva (26) del materiale condutore concui eredizzao il resistore.

Osservazione

A seconda dell'applicazone, variano siale geometrie (resistori a “filo”, resistori a “film”, etc), che
i materiali (leghe metalli che, semicondttori, pdimeri, etc), con cui s redizzano i resistori. La
resistenza éettrica di un resistore € un parametro che puo essre definito per qualsiasi geometria,
purché il materiale mondutore, di cui es é @dtituito, sialineae.

In generale, indipendentemente dalla geometria, possamo definire la resistenza dettrica di un
resistore nel modo seguente

Definizione: resistenza elettrica

Laresistenza dettricadi unresistore eil rapparto tralatensione del resistore ela rrente (i versi di
riferimento sonoscdti i n acwrdo ala mnvenzione dell'utili zzaore):

R=v/i=(V, —Vb)/(ﬂsdJ DhadS). (49)

by

Questo rappato € indipendente dalla tensione e dalla @rrente se la relazone @stitutiva del
condutore élineae edipende unicamente dalla geometria e dalla resistivita. Es € positivo se la
resistivita eépasitiva. Laresistenza dettrica descrive completamente il funzionamento del resistore in
regime stazonario, indipendentemente dal modoedal circuitoin cui €inserito.
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La resistenza dettrica si misura nel Sl in ohm (Q): 1Q=1V/1A (sottomultipli e multipli di uso
comune: ImQ=103 Q (milli ohm), 1kQ=103 Q (chilo otm), IMQ=10°Q (mega ohm)). L'unita di
misura della mndutanza dettricaG nel Sl eil siemens (S): 1S=1/1Q.

Sulla superficie 0QF che delimita la barretta ¢é una caicalibera superficiale. Essa nasce a casa
della bruscavariazone nella resistivita del materiale. Ad esempio, in corrispondenza dell a superficie
di base S, la @mmporente normale del campo €elettrico € nulla dalla parte del terminale el &, invece
diversada zeo dalla parte dell a barretta se nel terminale drcola una @rrente. Di conseguenza ¢ deve
essere una caica libera di tipo superficiale. Queste caiche sono le “uniche sorgenti” del campo
elettrico in regime stazionario.’

1.7.2 Cosa accade quando le grandezze variano nel tempo?

Per semplicita, s suppon@ che tutte le grandezzevarino rel tempo con legge sinusoidale, (cioé la
dinamica temporale di ogn grandezzascdare edi ciascuna comporente dei campi vettoriali € del
tipo agsin(2rtft +¢,)). S suppong, indtre, d disporre di un sistema @n cui potere stabilire, a
piacee, il valore da assegnare dla frequenza f . Non ci preoccupiamo per il momento, d come do
possa essre fatto.

Senza dfrontare il problema del cacolo dei campi elettrici, magnetici e di corrente per I'esempio
considerato, limitiamoci qui ariportarei risultati.

E innanzi tutto d per sé evidente de, la rapidita di variazone nel tempo i fenomeni
elettromagnetici che si verificano rel circuito é fissatadal valore che noi deddiamo vdta per volta di
asegnare dla frequenza f. | risultati della soluzione del problema posono esere s

sommariamente riasunti:

- Finoa de lafrequenza f & abastanza bassa (diciamo 0< f < fR), il canpo ddlla densita di
corrente € acoradistribuito in modo abbastanzauniforme el € diretto lungoz: gli effetti dovui ai
fenomeni di indwzione dettromagnetica emagnetoel ettrica proddti dalla corrente edalle caiche
del resistore sono trascurabili (modello del campo stazonario d corrente). Nelle relazioni (19) e
(22) continuano a essere trascurabili, rispettivamente, i termini d® /dt e dQs /dt. In gueste
condzioni, se sono trascurabili anche gli effetti dovui ai fenomeni di induwzione prodati dalle
correnti e dalle caiche degli atri comporenti, (questa condzione €quasi sempre verificaa) il
funzionamento del resistore dipende solo dalla tensione tra i suol morsetti (continua a s%re
indipendente dal modoe dal circuito in cui € inserito) e la crrente i =i(t) elatensione v =v(t)
obbedisconoancora dlalegge di Ohm (43).

Al di sopra della frequenza caatteristica fg il funzionamento del comporente pud dpende
ancora dalla sola tensione e orrente, se gli effetti dovui agli acoppamenti indutivi e
propagativi con di atri comporenti sono trascurabili, mail |egame trala corrente elatensione é

7 In regime stazonario, in corrispondenza di una superficie S di discontinuita della resistivita (ad esempio,
sull'interfacda tra due condutori con dverse condwibilitd), la continuita della comporente normale di J
impore che sia i Ey =N2E,. . Pertanto la comporente normale di E &€ catamente discontinua, quindi deve

essrci su Sunadensitadi caiicaliberadi tipo superficiae.
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dipendente dalla frequenzae quindi noné piu d tipo statico, cioé del tipo definito dallarelazone
(43).

Quanto vale lafrequenza caatteristica f r? Per determinarla bisogra wnsiderare gli eff etti dovuti

ai fenomeni di indwzione edi propagazone. E possbile stimare questa frequenza ragionando rel
modo seguente.
Quando s aumenta di poco il valore della frequenza potrebbe accdere dhe: (a) il fenomeno d
indwione dettromagneticanon é piu trascurabil e, mentre quello d induzione magnetoel ettricalo
e acorg; (b) prevae il fenomeno del'induzione magnetoelettrica (c) entrambi i fenomeni di
indwione nonsono pu trascurabili .

- Nel caso (a) il campo elettrico noné piu irrotazonale enellarelazone (19) il termine dd /dt

non e piu trascurabile, mentre il campo d corrente mntinua a eéere on buom gprossmazone
ancora solenoidale. La frequenza caatteristica fj,q, a di sopra della quale, nella (19), I'effetto

dell'indwione dettromagnetica e confrontabile on quello della ondwione, é data da
fia =R/ Ly; Ly € un coefficiente (detto coefficiente di autoinduzione), che lega il fluso @

ala orrente i(t) (sul significao d questo coefficiente ritorneremo pu avanti, quando
illustreremo il bipdo indutore).

A causadell'indwzione dettromagnetica accde, anche, che il campo d corrente si distribuiscein
modo non uiforme, addensandosi nella regione esterna del condutore eindebdendasi in quella
centrale (si presenta, ciogé, un nuovarenomeno, ndo come effetto pelle; es é un caso particolare
del fenomeno ddla diffusione del campo magretico). La frequenza caatteristica fy, in
corrisponcenza della quale I'eff etto pelle s manifesta in maniera molto pronurciata, cresce quas
lineamente d crescere dellaresistivitan e pressoché wme 1/r3 a deaescere del raggio r, della
barretta. Una stima di fq & data dala relazone fy=n/(uor3) (s asuma de la barretta
condutrice dbia permeabilit a magnetica po ). Utili zzendo I'espressone dell a resistenza dettrica
(44), s ottiene f4 = R/(uo!)=10°(R/1). Nellamaggior parte dei casi &€ (R/1) =1 Q/cm e quindi
f42100MHz, edesendoL g =gl s ha fig < fg.

- Nel caso (b) il campo elettrico continua a s%re mn buorg gprossmazone ancora irrotazonale,
ma il campo d corrente non € piu conservativo nel fluso e nella relazone (21) il termine
dQs /dt non é piu trascurabile. In questo caso la rrente di spostamento nel resistore e
confrontabile cn quella di condwione. La frequenza caatteristica f, (in corrispondenza della
quale questo fenomeno s manifesta in maniera molto pronurciata), € datada f, =¥/ (ng,) (1/ f,
eil tempo caratteristico d rilassamento delle ariche nel corpi condutori). Anchein questo caso
il legame tra la tensione ela rrente é dipendente dalla frequenza eil funzionamento del
comporente dipende dalla sola tensione, se gli effetti dovui agli acoppamenti indutivi
(indwzione dettrica) con di altri comporenti sonotrascurabili .

- Néel caso (c) dli effetti di entrambi i fenomeni di induzione non sono trascurabili e nelle relazoni
(13) e (14) non sono pu trascurabili i termini d®r /dt e dQs /dt: non pENO eskre piu
trascurati gli effetti dovui ala propagaione del campo elettromagnetico. || comporente puo
irradiare in misura significaiva energia (confrontabile con quella disdpata per effetto Joule) nello

spazo circostante sotto forma di onde dettromagnetiche werenti. Es € diventato, in sostanza,
una vera epropria antenna. La frequenza caatteristica di propagazone f, (in corrisponcenza
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della quale questo fenomeno s manifesta in maniera molto pronurciata), € inversamente
propazionale dla lunghezza ceetteristica del comporente evae f, =c/l :1/(I‘[eou0); per

| =1cm, f, vale drca30GHz.
Abbiamo, qundi, quettro frequenze caatteristiche. Osserviamo subito che fg, f, e f, nonsono
traloro indipendenti, ma sonolegate dalla relazone natevole (I/ rO)fp :1[fdfr , cioe la frequenza

caatteristica di propagazone € la media geometrica tra quella di diffusione e quella di
rilassamento. Dalle espressoni di f, e fy s vede subito che

fa>(/1),>f  se R>R,
fo>(/r)f,>f;  se R<R,

dove R, =Ju0 /€, O 377 Q. Pertanto la frequenza caatteristicadi propagazone non puoessre
mai lapiu piccola, equind fi elapiu picoolatra f, e fig < fq.-

Cosa accde se latensiore v(t) e la crrente j(t) nonsonosinusoidali? Se sono \erificate dcune
condzioni, che non sono affatto restrittive dal purto d vista gplicaivo, € sempre possbile
rappresentare qualsiasi funzione tramite una somma discreta o continua di oppatune funzioni
sinusoidali con dverse frequenze Pertanto, se le frequenze dele sinusoidi significaive, che
compongonole funzioni del tempo rappresentative della tensione e della crrente, verificano la
condzione 0< f < fg, il funzionamento del resistore obbedisce acora dla relazone wstitutiva
(43).

Possamo cosi riasaumere. Se 0< f < fg, il funzionamento del resistore € descritto abbastanza
acaratamente dal modello del campo stazonario d corrente equindi la (43) € larelazone tra la
corrente i =i(t) e latensione v=v(t) provvedendo che gli acoppamenti indutivi con di altri
comporenti siano trascurabili. Un resistore viene progettato e redizzao in maniera tale de
I'intervallo d frequenze (0, fg) sia quanto piu ampio pcssbile. Usando particolari geometrie e
posshileredizzaeresistori con fz =100MHz.

A questo purto pessamo introdure il modello del resistore idede, cioé il bipoo resistore. La
relazone caatteristicadel bipoo resistore é

v(t) = Ri(t). (46)

Larelazone (46) e lineae 8 e di tipo istantaneo, cioé latensione di unresistore in un generico istante
t dipende solo dal valore della rrente in quell'istante (e viceversa) e non dilla storia precedente,
tramite una relazone di diretta propazionalita. 1l simbolo del bipdo resistore éill ustrato in figura
15.

8 La relazone f(x) s dice lineae se, comunge s scdgano x, ex, e le wsanti a,ea, s ha
f(awxy +0,X2) =a4f (x1) +a,f (X2); lafunzione Kx é lineae (K & una costante), mentre Kx+h, X2, ...nonsono
lineai.
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h b
v =FHi1 v¥=—-FKi

a) (b)

Figura 15 Simbolo del bipolo resistoreidede.

1.8 1l generatore di tensione costante

Il comporente fisico, a ai si dail nome di generatore di tensione costante (ad esempio, ura pila),
puod essere schematizzao tramite una barretta aforma dli ndrica (come nel caso del resistore), figura
16.Larelazone mstitutiva del materiale cndutore cn cui eredizzaalabarretta &

E+E =nJ, 47)

dove n élaresistivita del materiale ed E* € un campo elettromotore noto, indipendente sia da E che
daJ (ad esempio, in ura pila edi natura chimica). La barretta € anegatain unmateriale isolante. Per
semplicitasi assuma E* uniforme nell a barretta ediretto lungol'asse di simmetria del cili ndro. Come
nel resistore, ai due estremi della barretta sono conness elettricamente due condttori con € evata
conduibilit &

| | terrminale

E+E =1l _
— 1solante

terrmitiale

Figura 16 Rappresentazone schematicadi una pila.

L'analisi di questo comporente € in sostanza, identica aquella svolta per il resistore ele leggi del
campo sono le stess. In particolare il potenziale dettrico deve verificare ancora l'equazone di
Laplacenella barretta, perché sian che E* sono uriformi e quindi ladivergenzadi E é nulla. Indtre
deve verificare le stese mndzioni a contorno sulle interfacda tra la barretta ei terminali e sulla
superficie laterale di contatto con l'isolante (quest'ultima deriva dal fatto che, avendo asaurto |l
campo elettromotore E* diretto come l'ase del cilindro, la omporente normale di E" sulla
superficie laterale énulla). Pertanto sia la funzione potenziale che il campo elettrico hanno la stessa
espressone ottenuta per il resistore (vedi la (39) e la (40)). L'espressone del campo J sara diversa
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perché ediversa larelazone wstitutiva. Sostituendo la (47) nella (40), si ottiene (I € la lunghezza
della barretta)

_1dv .4
J_r]%_|+EHZ’ (48)

quindi, la corrente i vale
i=FSI(v—E*I). (49

La(49) pudessreriscrittanellaforma

v=Rgi+Vo, (50
dowe
|
Ry =%,
S (51
Vo=El

AllagrandezzaR, s dail nome di resistenza interna cel generatore (laresistenza de s avrebbe se
fose E*=0) e aV, il nome di tensione avuato (latensione che si ha quandola wrrente enula). La

relazone (50) € la relazione aratteristica del generatore reale di tensione. Come nel caso del
resistore, essa descrive aleguatamente il funzionamento d un generatore di tensione wstante se le
frequenze delle amoniche piu significaive, che cmmpongonole funzioni del tempo rappresentative
dellatensione edella mrrente, verificanola mndzione 0<f <fg; fg € unafrequenza caatteristica

che ha una struttura simile aquellaintrodata nel caso del resistore.

a a B, i A
+ + + BN
Y v Y, v v, CD 7
b b —Gh
V=Y, v=-%,
(a] (b)

Figural7 (a) Il smbolo del generatore idede di tensione; (b) circuito equivalente del generatore di
tensione “rede”.

Ogni generatore éredizzao ed e fatto funzionare in modo tale e gli effetti della resistenza

interna siano trascurabili . Una generatore di tensione € caatterizzao da unaresistivita molto piccola,
al limite tendente a zeo. La caatteristicadel generatore ideale di tensione (R, =0) e

V=V,. (52

Latensionedi un generatore idede di tensione, quindi, non dpende dalla corrente che in es< circola.
In figura 17a viene mostrato il simbolo del generatore di tensione idede. |l contrassegno “+” sta a
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indicare il riferimento per il verso dellatensione avuoto. Un generatore di tensione rede puo essere
rappresentato attraverso un bipolo generatore idede di tensione Vv, in serie @n unresistore di
resstenza Ry, figural7b.

La tensione di un generatore di tensione puo anche variare nel tempo, come al esempio negli
alternatori o nei generatori di segnale.

1.91l condensatore

Il comporente, a aui si da il nome di condensatore, puoessre schematizzao tramite due amature
(due corpi condutori), tra le quali € interposto un delettrico (figura 18) con costante dielettrica
relativa ébastanza piu gande di uno. Sia le amature de i terminai hanno elevatissma
conduwibilita dettrica Si asuma de il dielettrico sia perfettamente isolante, lineae, omogeneo ed
isotropoe chei conduttori abbiano condcibilit ainfinita

armatura

E’fffffffffffffﬂ terminale
]

e

A

dielettrico

armatura

terminale
Figura 18 Schematizzazone di un condensatore.
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Per caatterizzae il funzionamento del condensatore bisogra determinare la relazone tra la
tensione v(t) e la mrrente i(t), cosi come éhbiamo fatto per il resistore eil generatore (s suppore
sempre che il comporente in esame sia inserito in uncircuito). La regione occupata dal dielettrico
indicata n Q¢ (figura 19); si nati chein qualsiasi condzione di funzionamento J=0in Q°.

Latensione v del condensatore (il riferimento per il verso € mostrato in figura 19a) € l'integrale di
lineadi E lungola arva orientata Yy 5, che uniscei purti P, e R, appartenenti, rispettivamente, ai

terminai “a” e “b”; la correntei (conil riferimento per il verso mostrato in figura 19b) eil fluso d J
attraverso la superficie S;, che taglia il terminale “a”, orientata cncordemente n il riferimento
scdto per i, seoondola amnvenzione dell 'utili zzaore.

Applicando, come nel resistore, la legge di Faraday-Neumann alla linea tiusa orientata I,
ottenuta unendoil tratto y,, conil tratto y; (il verso d percorrenzadi ' & quello concorde @niil

verso d Y 4y, figura19a), si ottiene

_ do
v—IyE dl ——dt"-, (53
dove @ eil flus del canpo magnetico B concaenato con T .

Applicando, aa, la legge della cnservazione della caica dla superficie dhiusa orientata 2,
ottenuta unendo le superfici S, S e $ (S; € una superficie gerta che taglia il dielettricoe S €

una superficie passante per il vuoto, figura19b), si ha

_d _dQs
|1 = dtﬂzD (hdS= dt (54)

dowe Q; éla caicalibera dl'interno d Z;il fluso d corrente atraverso S € nullo perché nel

dielettrico € J=0. In un delettrico idede non ci sono cariche libere, perché iniziamente ebiamo
Pir =0 ein ogni istante successvo € dp /0t = —div] = 0. Pertanto Qs éuguale dlasola caicalibera

di tipo superficiale, che si trova sull'armatura “a” del condensatore, e quindi:
. d
() =5 (55)

Qual eil legametrala caicaQa. =Qa(t) elatensionev=v(t)?
1.9.1 Limite lentamente variabile

Per descrivere il funzionamento del condensatore non e paosshil e trascurare gli effetti dovui alla

corrente di spostamento, altrimenti dalla (54) avremmo sempre i=0. In condzione di funzionamento
lentamente variabile (0< f < fc, dowe fC e una frequenza caatteristica del condensatore; in

seguito vedremo quanto vale), invece posvNO essre trascurabili i fenomeni di indwzione
elettromagnetica,
vDLEmmp (56)

Pertanto, il funzionamento del condensatore nel limite lentamente variabile € descritto abbastanza
acaratamente dal modello quasi-stazonario eettrico. Il campo elettrico nella regione Q°(Q° éla
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regione riempita di dielettrico con costante dielettrica €) € descritto dalle equazoni (abbiamo ga
visto che nel dielettrico € assente la caicalibera):

OxE=0, (57
O =0, (58
D =¢E. (59

Come per il resistore, il campo elettrico e irrotadzonde, qund E =-0¢ dowe ¢=¢(r) &il
potenziale scdare. Siccome la stante dielettrica éuniforme, dale equazoni (58) e (59) si ottiene
che ache il campo elettrico ha divergenza nulla in Q°. Da queste @nsiderazoni s ha
immediatamente

’¢=0 in Q. (60)
Allo scopo d determinare le wndzioni a contorno, s decomponga il contorno 0Q° di Q° intre
parti: S, base superiore (regione di contatto armatura“a” - dielettrico); S, base inferiore (regione di
contatto armatura“b” - dielettrico); S superficie laterale (interfacda dielettrico-vuoto).

Le amature sono redizzae on condutori idedi, quindi in esd il campo €elettrico € nullo.

Utilizzando la oontinuita della comporente tangente del campo elettrico attraverso qualsiasi
superficie, si ottiene che essa énullasiasu S, chesu S, e quindi su ognura di queste superfici la

funzione potenziale deve essere necessariamente uniforme. Possamo pare, pertanto,
o=V, su S
¢=V, su §

V., eV, sono,rispettivamente, i potenziali elettrici dei terminali “a” e “b”, e sonolegati allatensione

(61)

del condensatore dall arelazone:
V=Va~Vy, (62)

(il riferimento per il verso d v e segnato in figura 19a).

Siccome su S nonc'é caica superficiae libera (essa € inizidmente sssnte ein ogn istante
successvo & 9o /dt=-n, [{J°-J")=0 perché J=0), sull'interfacda didlettrico-vuoto hisogra
imporre la continuita della comporente normale di D. Pertanto la derivata normale della funzione
potenziale édata da

d €
a—?f—goE\é su § (63

dowve g, ela costante dielettricadel vuoto. Sl assima gy /e<<l.In questo limite eragionevole operare

la seguente gprossmazone

0
a—?}DO su £ (64)

Con qguesta goprossmazone le ondzioni a contorno per la funzione potenziale sono le stess del
caso del resistore. Si nati che fino a questo momento I'impostazone del problema é stata del tutto
generale (none stato mai fatto riferimento all a particolare geometria considerata).
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Nel caso particolare in esame aiche la geometria ela stessa di quella considerata per il resistore.
Pertanto si ha

c1>(z):§z+vb perO<z<d, (65)
AV

E=-z—, 66
a (66)

doved e ladistanzatrale due amature; si sta utilizzandoil sistema di riferimento usato nel caso del
resistore.

Ora bisogra determinare la caicasull'armatura “a” (sull 'interfacda armatura“a” - dielettrico si ha
una caica superficiale libera perché nell'armatura metalli ca ¢é una arrente di condwzione). Essa é
determinata gplicandolalegge

Dnd _Dna =0a (67)

al'interfacda armatura“a” - dielettrico; 0, € la densita di carica superficiale ela normale n deve

purtare verso il dielettrico. Il campo elettrico nel dielettrico € dato dalla (66), inveceil campo
elettrico nell'armatura énullo, gqundi si ha

€
O,=—V,; 68
4V (68)

s noti che n = -z. Siccome ladensitadi carica éuniformesu S,, la caicasull'armatura “a” vae

€

Q.=S—v. (69)
d

In questo utimo passaggio € stata fatta un'ulteriore gprossmazone, cioé éstata ignarata la caica

che eventualmente si trova sull a restante parte dell'armatura (nella (69) é stata tenuta in conto solo la
caricasull'interfacda armatura-dielettrico; il contributo ignarato e trascurabil e se €/e<<1).

Osservazione

Come nel caso del resistore, il campo elettrico all'interno d&l condensatore dipende solo dalla
tensione v(t) ad es applicata. Ricordiamo, perd, che nel caso del condensatore questa proprieta é
una cnseguenza dell'approssmazone (64), invece nel resistore é verificda esattamente. Essa
sarebbe verificata esattamente solo sefos® €4 / € — 0, ad esempio dowebbe essre nullala wstante

dielettricadel vuato oppue infinita la mstante dielettricadel dielettrico (in unmondoimmaginario,
dove foss €43=0, nonsi avrebbe propagazone).

Cosa accdrebbe qualoral'approssmazione (64) nonfoss valida?In questo caso continua avalere
la (63); ladifficolta & de il termine E} nella (63) non é nato. Per determinarlo bisogra cdcolare il
campo rella regione esterna d condensatore. Es, in lineadi principio, dpendera da tutto cio che
al'esterno cella sua superficie limite. Quindi, se I'approssmazone (64) non fosse valida, il campo
elettrico nel condensatore non dpenderebbe solo dalla tensione sul condensatore ma aiche dalla
restante parte del circuito. Ad esempio, nonsarebbero trascurabili gli effetti dovui ai fenomeni di
indwzione dettrostatica de nascerebbero dall'interazone @n di altri corpi condutori (alcuni di
guesti effetti potrebbero essere schematizzai attraverso cgpadta parziai che dipenderebbero dalla
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distanzatrai comporenti). E evidente dhe in questo caso verrebbe meno l'ipotesi (a) e non avrebbe
piu significato il concetto d bipdo. In redta, pu nonessendo \erificaa la (64), gli effetti dovui
al'acoppamento con le dtre parti metalli che del circuito sono praticamente insignificanti per come
sono redizzai i condensatori e per le distanze minime tra i comporenti imposte dalla loro stessa
dimensione. Allora, se gli effetti dovui all'acoppamento con le dtre parti del circuito sono
trascurabili, il problema esterno alla superficie limite éanch'esso descritto dall'equazone di Laplace
con condzioni di regdarita dl'infinito per il patenziale. Per cdcolare il potenziale in tutto lo spazo
bisogra imporre sull'interfacda dielettrico-vuoto, dtre dla continuita della comporente normale di
D, anche la antinuita della funzione potenziale (questa cntinuita garantisce la @ntinuita della
comporente tangente del campo elettrico). Questo cacolo non pudessere svolto analiti camente, ma
solo per via numerica dtraverso temiche gprosimate. Con queste gpprossmazoni, cioe o vale la
(64), oppue sono trascurabili gli effetti dovui all'acoppiamento con le dtre parti metalli che del
circuito, il condensatore éun sistema isolato. Di conseguenza le caiche sulle due amature non
possono che essere, in ogn istante, ugwli in vaore asoluto ed oppate in segno, cioé
Q, =—-Qp (il condensatore e suppcsto inizialmente scarico), e quind la caica totale deve
essre null a (condensatore aindwzione completa). In gueste condzioni di funzionamento larelazone
(7), applicaa auna qualsiasi superficie chiusa che ontenga il condensatore, noné de una esatta
conseguenza della legge della mnservazone della caica In particolare si ha i, =i, =i (i, €la
corrente entrante nel terminale “a” e j, € la mrrente uscente dall'atro terminale). Nel caso in cui

I'approssmazone di condensatore ainduwzione mmpleta non \alesse, bisogrerebbe mnsiderare il
contributo alla caicadovuo atutti gli altri condutori presenti nel circuito. Cido pudessre redizzao
tramite le cgadta parziali.

La (69) élarelazone mstitutivadel condensatore epudessere @si riscritta

Qa =Cv, (70)

dowe

S
C=¢g—. 71
Ed (7D

Il parametro fisico C prende il nome di capacita del condensatore.

Ossrvazione

A seoonda dell'applicazone, variano sia le geometrie (condensatori a multi strato, film
metalli zzdi, etc ), chei materiali (elettroliti, mica, tantalio, etc), concui si redizzanoi condensatori.

La cgadta éun parametro che puo essere definito per qualsiasi tipo d forma del condensatore,
purché il dielettrico sia lineae e il condensatore sia, con buora gprossmazone, a induwione
completa. Come per i resistori, per geometrie cmplesse bisogra ricorrere d metodi numerici per
determinareil campo elettrico al'interno el dielettrico.

Definizione: Capacita
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La cgadta C di un condensatore (aindwzione mmpleta) il rappato trala caica Q, acamulata su
unarmatura elatensione v=V_, -V, trale amature (lafrecda di riferimento per la tensione deve

purtare verso I'armatura sullaquale si considerala caica),

C=Q,/v= %?SE mdsgl(va—vb). (72

za

Questo rappato € indipendente dalla tensione e dalla caica perché la relazone stitutiva del
dielettrico e lineae es suppore cheil condensatore sia aindwzione mmpleta. La cgadta épositiva
perché la mstante dielettrica épaositiva

La relazone (70), tramite questo perametro, descrive completamente il funzionamento del
condensatore, indipendentemente dal modo e dal circuito in cui € inserito; essa dipende solo dalla
geometria edalla mstante dielettrica del materiale. L'unita di misura della cgadta eil farad (F):
1F=1C/1V; & molto frequente I'uso dei sottomultipli 1mF=103 F (milli farad), 1uF=10° F (micro
farad), 1nF=10"° F (nanofarad), 1pF=1012 F (pico farad).

Nel caso stazonario la @rrente nel condensatore énulla wme si vede dall'equazone (54): il
condensatore si comporta mme unresistore an resistenzainfinita, cioé per ogn valore di tensione la
corrente éidenticamente nulla. Cio e dovuo al fatto che il dielettrico idede ha condwibilit a dettrica
nulla. In redta se si portassero in conto di effetti della piccolissma cndcibilita di un delettrico

“rede”, nel limite stazonario il condensatore si comporterebbe come un resistore, con uraresistenza
elettrica devatissma R, =n.e/C, dowe n elaresistivitadel dielettrico “rede”.

1.9.2 Cosa accade quando f > f_?

Al crescere del valore della frequenza (diciamo, per f > f_), il fenomeno dll'indwione
elettromagnetica diventa non pu trascurabile, il campo elettrico non puodessere piu ritenuto
irrotazonale enella (53) noné piu trascurabile il termine dd / dt. Larelazonetrala caica ela
tensione comincia adipendere dalla frequenza La frequenza caatteristica f,, a di sopra della
guale do avviene, € inversamente propazionale d raggio ro dell'armatura e la costante di
propaziordita € la velocita di propagazone della luce nel dielettrico, f, =cq/ro dowe
cq =1/l - Poi, man mano che la frequenza a@esce ancora, comincia a non essre piu
trascurabile il fenomeno della propagazone del campo elettromagnetico. 1| comporente puod
irraggiare in misura significativa energia nello spazo circostante sotto forma di energia
elettromagnetica Es dventa, in sostanza, unavera epropria antenna.

Un'atra limitazone in frequenza € dovua d dielettrico: esistono frequenze caatteristiche
nell'intorno delle quali 1a wstante dielettricavaria d variare della frequenza equindi larelazone
costitutiva (59) non e piu vaida La frequenza caatteristica f. & la piu piccola tra queste
frequenze Al di sopradellafrequenza f. il funzionamento del comporente dipende ancora dalla
solatensione e orrente, se gli effetti dovui agli acoppamenti indutivi e propagativi con di altri
comporenti sono trascurabili, ma il legame tra tensione e caica elettrica é dipendente dalla

frequenzae quindi noné piu d tipo statico come quell o definito dallarelazone wstitutiva (70).

In conclusione possamo dre che, se le tensioni e le crrenti variano lentamente (cioé le frequenze
delle sinusoidi significative che ammpongono t) e i(t) verificano la wndzione 0< f < f(), il
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funzionamento del condensatore édescritto abbastanza acaratamente dal modell o quasi-stazonario
elettrico e la (70) insieme dla (54) descrivonolarelazone trala mrrente elatensione, provvedendo
che siano trascurabili gli effetti dovui a fenomeno d indwione dettrostatica Un concdensatore
viene progettato e redizzao in maniera tale dhe l'intervallo d frequenze (0, fc) sia quanto piu
ampio passbile. Usando prticolari geometrie e dielettrici € posshbile redizzae condensatori con
fc =100MHz .

Per distinguere il modello del condensatore dal comporente rede, s usa il simbdo mostrato in
figura 20. 11 funzionamento del bipolo condensatore idede édescritto da

H| = d—Q
O dt (73
HQ=Cv
se s adottala mnvenzione dell 'utili zzaore. Sela cgadta € ostante nel tempo si ottiene
dv
=C- 74
pm (74)

La(74) élarelazone mstitutivadi un condensatore lineare etempo invariante. Questarelazone edi
tipo dnamico, a differenza di quanto accale per il resistore: in un condensatore la crrente in un
generico istante dipende dal valore della derivata della tensione in quell'istante, e quindi dalla storia
dellatensione in unintorno d quell'istante. Dall'equazone (74) si ottiene larelazone @stitutivain
formaintegrale, cioe

v(t) = v(ty) += J'l(T)dT (75)

Dalla (75) e ancora piu evidenteil fatto cheil legame tralatensione ela mrrente di un condensatore
e di tipo dnamico: la tensione dl'istante t dipende dalla tensione dl'istante t, e dala storia della

corrente nell‘intervall o (to ,t)

TTh e lTh -

Figura20 Simbado del bipdo condansﬂtore idedelineae etempomvarlante.

1.10L'induttore

Un indutore € ostituito da un avvolgimento d molte spire (figura 21), redizzao con condutore
“filiforme” (la superficie del condutore € smaltata cn wvernice isolante) di elevata mndicibilita
eettrica Il suppato materiae, sul quale & avolto il filo condutore, pud avere diverse forme (ad
esempio, cilindrica, toroidale) e pud essre fatto d materiale ©n permeadilita magnetica
confrortabile @n quella del vuoto (come, ad esempio, la plastica) oppue di materide
ferromagnetico (come, ad esempio, il ferro ddce laferrite, etc).
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Si assuuma de le proprieta magnetiche del suppato siano descrivibili tramite una relazone
codtitutiva B-H lineae, omogenea eisotropa (i fenomeni di saturazone, di isteresi e di anisotropia
vengono ignaati qualora il suppato fosse fatto d materiale ferromagnetico). Indtre s assuma
infinitala conducibilit & del condutore.

supporto materiale

. / superficie lirmite
~ I
* I

terminali JEi B
Co—

[rmm—

avvolgimento

|l = | ____I-_l
Figura 21 Rappresentazone schematicadi unindutore.

Per caratterizzae il funzionamento dell'indutore bisogna determinare la relazone tra la tensione
v=v(t) ela orrente i=i(t); come d solito, si suppon@ de l'indutore siainserito in uncircuito (figura
22). Si nati chein quelsiasi condzione di funzionamento E=0 all'interno del conduttore.

Latensione v dell'indutore (conil riferimento per il verso mostrato in figura 22a) e l'integrale di
lineadi E lungola airva orientata y ,, che unisce i purti P, e P, appartenenti, rispettivamente, ai
terminali “a” e “b” (in generale i terminali sono redizzai con lo steso filo condutore wn cui e
redizzao l'avvolgimento). La corrente i (conil riferimento per il verso mostrato in figura 22b) €l
fluso d J attraverso la superficie S, che taglia il terminale “a”, orientata concordemente on il
riferimento scdto per il verso dii.

Applicando la legge di Faraday-Neumann alla linea diusa orientata I, ottenuta unendo il tratto
Yab COnil tratto y. interno a condtttore (il verso d percorrenzadi I' coincide con quello d Y ap,

figura22a), si ottiene

oo
v=-—gi, (76)

dove @ el fluso del campo magnetico B concaenato con I (il contributo del tratto y. dla
circuitazone di E € null o).

Applicando la legge della wnservazone della caica dla superficie dhiusa orientata 2 ottenuta
unendole superfici S, S e S (S €éunagenericasezone orientata dell ‘avvolgimento conlanormale

chepurtaversol'esterno d Z e S, € unasuperficie passante per il vuoto, figura22b), si ha
i = [[. Imds+ %gzD mds. 77)

Qual eil legametrail fluso @ =®(t) ela orrentei=i(t)?
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Figura22

1.10.1 Limite lentamente variabile

Per descrivere il funzionamento dell'indutore non € possbile trascurare gli effetti dovui
al'indwzione dettromagnetica, dtrimenti dalla (76) avremmo sempre v=0. In condzione di
funzionamento lentamente variabile (ovvero per 0< f < f;, dowe f, € unafrequenza caatteristica
dell'indutore; in seguito vedremo quanto vale), invece sono trascurabili i fenomeni di indwzione
magnetoelettrica equindi gli effetti della wrrente di spastamento,

i(t) Offg, J(P;t)[hdS:. (78)

[l funzionamento dell'indutore nel limite lentamente variabile € descritto in modo abbastanza
acarato dal modell o quasi-staz onario magnetico.

Nel modello quasi-stazonario magnetico il campo magnetico nella regione Q' (Q' é la regione
racdiiusa dalla superficie limite dell'indutore) e descritto dalle equazoni (in questo caso risulta
conveniente utili zzare laformulazone integral e dell e leggi del campo magnetico):

ffBmds=0, (79)
fyH Edl =H3;J [AdS, (80)
B :HH . (81)

Sulla superficie limite 0Q' bisogra imporre la @ntinuita della comporente normale di B e della
comporente tangente di H.
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Nel funzionamento stazonario il campo d corrente esolenoidale, quindi il fluso d J attraverso
qualsiasi sezone S; dell'avvolgimento € uguale dla crrentei; di conseguenzala wrrente euniforme
lungol'avvolgimento.

| campi B e H sonoindipendenti dalla coordinata azmutale 6 perché la struttura € &s- simmetrica
(le spire di condutore filiforme sono serrate). Le equazoni (79)-(81) consentono d cacolare in
maniera molto sempliceil campo H e quind B al'interno del solenoide dlindrico (figura 23) se s
asume dhe il campo € anche uniforme lungol'asse. Questa ipotesi sarebbe esattamente verificaa se
il solenoide arese lungtrezzainfinita. Comungue il campo d un solendide di lunghezzaillimit ata
approsdma abastanza bene il campo al'interno d un solenoide lungo, cioé un solenoide la ai
lunghezza émolto piu grande del raggio.

Si cerchi lasoluzione delle equazoni (79)-(81) nellaforma

H="TH,(r) +8Hs(r) +ZH, (r), (82)
B=rB,(r)+0By(r)+2B,(r) . (83

Prima di tutto si dimostrera dhe le comporenti radiali sono identicamente nulle. A tale scopo s

applichi la legge della aonservazone del flusso (79) ala superficie dhiusa orientata ~ (Z € aostituita
dall'unione delle due superfici di base S, e S e dala superficie laterale S;) a forma di cilindro

mostratain figura23; si ha

[[. BIdS + [[. BIB,AS + [[ Bh,dS =0. (84)

E immediato verificare the, esendoil campo B indipendente da z il flus® d B attraverso S, &
uguele dl'oppasto del flusw attraverso S, (l'orientazonedi S, € discorde @wn quelladi S, ). Pertanto
dalla(84) si ha dheil flus attraverso la superficie dlindrica S; deve essere identicamente nullo per
ogn posshile S;, cioé

[f,, B@:dS =0. (85)

terminale “H*

: c
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Figwra23 @& indica de il riferimento per la wrrente euscente dal foglio, mentre B indica de é
entrante.

Siccome la normale a S; e diretta radidmente e il campo € indipendente dalla ordinata
azmutale, la omporente radiale di B deve essere identicamente nulla; 1a (81) implica de anche la
comporente radiale di H deve essere nulla ovungte.
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Anche la comporente azmutale del campo H € identicamente nulla. Per dimostrarlo hasta
applicare la legge di Ampere (80) alla aurva y; mostrata in figura 23a. Essa éuna drconferenza di
raggio r con l'ase wincidente an qglello del solenoide; quindi il versoret a essatangente aincide
conil versore fondamentale @ ela drcuitazone vale

ﬂ—| [dl = 2rrH () | (86)

Sicoome y; non concatena nesauna rrente, dalla (86) si ha ce Hg(r) =0 e quind dalla (81)
By(r)=0.

Infine bisogra determinare la comporente H,. Per determinarla basta gplicare la legge di
Ampere dla arvaorientatay,; s ottiene

[HTBdl+ [H i + [ H il + [H Tl =i, (87)

dove n €il numero d spire mncatenate dalla aurva y.. | termini relativi ai tratti b-c ed-a sono ndli

perchéil campo non fa comporente radiale. Quindi si ha

Iat' [idl = ni —chH (il - (89)

Il termine relativo al tratto c-d dpende dal campo all'esterno del solenoide. Questo campo, rel
limite di solendide lungo, non thende dalle crrenti che drcolano rel solenoide: es dpende solo
da eventuai altre correnti presenti nello spazo circostante. Pertanto, il campo magnetico in Q'
dipende sia dalla wrrente che drcola nell'indutore, sia dalle crrenti che drcolano relle dtre parti
del circuito (anche se queste arrenti non compaiono rell'equazone (80), il 1 oro effetto entra tramite
le condizioni a contorno su dQ'). E possbile progettare eredizzae il circuito e il comporente in
modotale dhe questa influenzanonabbia dfetti importanti (nei casi piu dfficili si posono uili zzae
degli schermi magnetici). Si asauma dhe gli effetti delle dtre arrenti siano trascurabili, quindi 'unica
sorgente del campo magnetico B presente nel solenoide sia la mrrente drcolante nell'avvolgimento.
Allora &biamo

[H i 00, (89)

Hz(r)D—%ﬁ, (90

dove h & la lunghezzadel tratto a-b. E ragionevole aaumere che il filo condutore sia asvolto in
maniera (N/1) uniforme. In questo caso (n/ h) il numero d spire per unitadi lunghezza e é uguale

a dove N éil numero d spire dell'avvolgimento el e lalunghezzadel solenoide. Si nati che H, &

indipendente dar, qundi il campo é uniforme. Utili zzendolarelazone wstitutiva (81) si ha

B= -Anglﬂﬁ. (91)

Il campo magnetico all'interno del suppato materiale dell'avvolgimento dipende solo dalla crrente
dell'indutore, nel resistore e nel condensatore il campo elettrico dpende solo ddla tensione
applicata. Ricordiamo, perd, che questa proprieta € una @nseguenza dell'approssmazone (89); in
guesto modo \engono ignaati gli effetti dovui ale rrenti circolanti nella parte restante del
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circuito. Anche nel condensatore la corrisponcente proprieta eail risultato d una gprossmazone,
I'approssmazone (64); in quel caso venivanoignarati gli effetti dovui ale caiche presenti sugli altri
corpi condutori del circuito. Cosa accadrebbe qualora questa goprossmazone non fose valida?In
guesto caso il campo magnetico B all'interno dl solenoide dipenderebbe sensibilmente dalle correnti
che drcolano regli atri comporenti.

Ora bisogra determinare il fluss concaenato con la arrva ciusa I'. Es® é la somma di due
contributi. 11 primo, che € ache quello piu rilevante, € il flusoo concaenato con le N spire
dell'avvolgimento; il secondo é il fluso attraverso la striscia ST mostrata in figura 22a. Questo
secondo termine e trascurabile, sia perché il campo all'esterno del solenoide é trascurabile e sia
perché lasua aea emolto piu piccola dell'area euivalente aquelladelle N spire. Sicoome il campo
B e uniforme el é diretto namamente d piano della spira, il flus @ concaenato con uraspiravae
(si ricordi chelasingda spira deve essere orientata cncordemente wnil verso d IN)

S,
(p:—p—INl. (92

Pertanto —® édato da

—¢r=p%N%. (93)

Nella letteratura s definisce il fluso ® concaenato con un circuito (il fluso ddl'indutore)
orientandola normale concordemente d riferimento scdto per il verso della correntei; invece ® é

definito arientandola normale mncordemente d riferimento scdto per latensione. Quandosi usa la
convenzione dell'utili zzaore le due orientazoni sono dscordi, invecequando si usa la mnvenzione
del generatore sono concordi. In queste lezoni s usera sempre la mnvenzione dell 'utili zzaore, e
quindi vale larelazone

O=-0 (94)
eil flus @ dell'indutore vale

®= @TS Nzél , (95)
ela(76) diventa

v= ﬂd% . (96)
La (95) élareladone caatteristicadell'indutore lineae, che riscriviamo nel modo seguente

®=Li, 97)
dowve

_Os, .0
L= N"f. (98)

Il parametro fisico L prende il nome di indutanza dell'indutore o coefficiente di autoinduzione.

Osservazione



Giovann Miano —Lezioni di Elettroteaica 63

A semnda dell'applicazone, variano sia le geometrie (solenoide dlindrico corto, solenoidi
toroidali, etc), che i materiali (ferro ddce, ferriti, materiali non magnetici, etc), con cui si redizzano
gli indutori.

L'indutanzadi unindutore éun parametro che pud essere definito per qualsiasi geometria, purché
il comportamento del materiale sia lineae egli effetti degli acoppamenti, dovui al'indwzione
elettromagnetica con le dtre parti del circuito siano trascurabili. Per geometrie complesse bisogra
ricorrere @ metodi numerici per il cdcolo dei campi.

Definizione: | nduttanza

L'indutanza L di un indutore e il rappato tra il fluso @ del campo B concaenato con
l'avvolgimento I proddto dalla arrente che in es circola ela rrente stessa (S € una qualsiasi
superficie orientata cdhe ha wme orlo |'avvolgimento, con la normale orientata cncordemente d
riferimento scdto per il verso della @rrente),

LEd)/i:@[[STBEhdS%i. (99)

L'indutanza é un parametro indipendente dalla crrente e dal fluso perché (a) la reladone
cogtitutiva del materiale magnetico € lineae; (b) l'indutore non € acoppato ad atri parti del
circuito. Indtre L € pasitiva perché la permeabilit a magnetica épositiva. La relazone (97), tramite
guesto parametro, descrive completamente il funzionamento dell'induttore, indipendentemente dal
modo e dal circuito in cui € inserito; essa dipende solo ddalla geometria e dalla permeabilita
magnetica del materiale. Nel caso in cui l'approssmazone (89) non waless, hisognerebbe
considerare il contributo a fluso dovuo alle dtre rrenti presenti ndl circuito. Cido pudessre fatto
tramitei coefficienti di mutuainduzione.

L'indutanzanel Sl s misura in henry(H): 1H=1Wb/1A; & molto frequente I'uso dei sottomulti pli
1mH=103H (milli henry), 1uH=10% H (micro henry), 1rtH=10°H (nano tenry).

Nel caso stazonario la tensione dell'indutore énulla cme si vede dall'equazone (96): I'indutore
si comporta mme un resistore @n resistenza nulla, cioé per ogn vaore di corrente la tensione e
identicamente nulla. In redta se portasdimo in conto di effetti dovuti alla piccola resistivita del
condutore @n cui € redizzao I'avvolgimento, latensione sarebbe diversada zeo.

1.10.2 Cosa accade quando f > f ?

Al crescere della frequenza (diciamo, per f, < f), si ossrva de il fenomeno cll'indwzione
magnetoelettrica non € piu trascurabile, nella relazone (77) non e piu trascurabile il termine di
corrente di spostamento e il campo d corrente non pudessre piu ritenuto solenoidale. La
relazone tra il fluso e la rrente wmincia a dipendere dalla frequenza La frequenza
caatteristica f, & inversamente propazionale d raggio delle spire; la wstante di propaziondita
elavelocitadi propagazone dellaluce nel suppato materiale dell 'avvolgimento. Poi, man mano
che lafrequenza a@esce comincia anonessere piu trascurabile il fenomeno della propagazone di
once dettromagnetiche. || comporente pudirraggiare in misura significativa energia nello spazo
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circostante sotto forma di energia dettromagnetica Eso diventa, in sostanza, ura vera epropria
antenna.

In conclusione passamo dre de, se le tensioni e le crrenti variano lentamente (cioé le frequenze
delle sinusoidi significaive, che mmpongono ) e i(t), verificano la mndzione 0< f < f)), il
funzionamento dell'indutore € descritto abbastanza accaratamente dal modello quasi-stazonario
magnetico e la (96) insieme dla (97) descrivono la relazone tra la @rrente e la tensione,
provvedendo che siano trascurabili gli effetti dovuti ai fenomeni di acoppamento mutuo con di
altri condutori del circuito. Un indutore viene progettato e redizzao in manieratale die l'intervallo
di frequenze (0, f,) sia quanto piu ampio paossbile (anche per gli indutori in aria ein ferrite
posshile arivare fino afrequenzedell'ordine di 100MHz).

Per distinguere il modello dell'indutore dal comporente rede, si usa il simbolo mostrato in figura
24.Larelagdone caatteristicadel bipolo indutoreidede e

g0
U dt (200
Hob =Li

conla cnvenzione dell 'utili zzaore. Seil coefficiente di autoinduzione é ostante nel temposi ha

di
=L—. 10
at (109

La (101) € la relazone stitutiva dell'indutore lineae etempo-invariante. Essa € una relazone
lineare di tipo dnamico come quelladell’ indutore: per unindutore latensionein un generico istante
dipende lineamente dal valore dell a derivata della corrente in quell'istante, e quind dalla storia della
corrente in unintorno d quell'istante. Dall'equazone (101) si ottiene larelazone wstitutivain forma
integrale, cioé

IO =ito)+ L I; v(n)dr. (102

Dadlla (102 e ancora piu evidente il fatto che il legame tralatensione ela wrrente di unindutore é
di tipo dnamico: la crrente dl'istante t dipende dalla crrente dl'istante t, e dalla storia della

tensione nell'intervall o (t,,t).

D= L 1 $ = L 1
[ajl
Figura24 Simbado del bipado indutore lineae tempao-invariante.
Esempio Un circuito semplicedi tipo*“ statico”

Un circuito costituito da un generatore rede di tensione eun resistore € detto circuito semplice
statico. Un arhitrario circuito siffatto pudessere rappresentato come ill ustrato in figura 25a, dowe on
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G s eindicao il generatore di tensione (E, € latensione avuoto e R, € la resistenzainterna del

generatore di tensione) e mn R il resistore (di resistenzaR).

(a) ()

Figura 25 (a) un circuito semplicedi tipo statico; (b) uncircuito semplicedi tipo dnamico.

Applicando la prima legge di Kirchhdf a uno d due nod che wnrettono il generatore G a
resistore R, si ottiene

ictir =0, (203
e gplicandolasecondalegge di Kirchhdf al'unicamagliadel circuito si ottiene:
Vg ~Vg = 0. (104)

Applicandole leggi di Kirchhdf sonostate ottenute due equazoni indipendenti in quettro incognte.
Abbiamo hisogno d dtre due equazoni indipendenti: ess sono le relazoni costitutive dei due
bipdi. Usandola mnvenzione dell 'utili zzaore si ha

peril generatore vg=E( tRoig,

(109

peril resistore Vg = Rir.

Combinandole equazoni (103-(105 si ottiene la soluzione del circuito:

R (108

v, =E .
G R OR0+R

Selaresistenzainterna del generatore rede di tensione tende a zeo, la soluzione del circuito

« e =0 (107)

Esempio Un circuito semplicedi tipo “ dinamico”

Un circuito costituito da un generatore rede di tensione e un indutore édetto circuito semplice
dinamico. Un arbitrario circuito siffatto pudessere rappresentato come ill ustrato in figura 25b, doe
conl si éindicao l'indutore (di indutanzal).

Applicando le leggi di Kirchhdf e le equazoni costitutive, s ottiene il sistema di equazoni
algebriche-differenziali
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LKC ig+i, =0,

LKT VG _VL = 0,

generatore Vg —Ryig = By, (109
di,

induttore A =0.

dt

Combinando qleste equazoni si ottiene per la corrente nell'indutore i=i(t)

di .
L— +Roi = Eg. 11
gt TR (119
Lasoluzione piu generale possbile dell'equazone differenziale (110) (quella che le contiene tutte) &
i(t)=Ke™"r +% : (119

0

dowe K é una mstante abitraria e T = L / R. Per determinare la costante K (e quind |'andamento
temporae della wrrente che drcola nel circuito), c'eé bisogno d un'ulteriore informazone, non
contenuta né nelle legg di Kirchhdf e né nelle relazoni costitutive: il valore della crrente
nell'indutore in unistante di tempo. Si assumadi conoscereil valore della mrrente dl'istantet=0elo
si indichi con lo. Allorasi ottiene:

K=l,—22 (112
R0
quindi
. A -t/t Eo
it)=lee” " +(1-e""")—. (113
Ro
E fadle verificare che nel limite Ry — Osi ha
, E
|(t):I0+T0t. (114

Esempio Circuito ill ustrato in figura 5

Si scrivano le equazioni del circuito ill ustrato in figura 5. Le equazoni che € possbile ottenere
applicandole legg di Kirchhdf, sono da state determinate (vedi I'esempio svolto a pagina 37). Le
equazoni che descrivonoil funzionamento dei singdi bipdi sono

bipolo1l v; =e(t), bipolo4 Cdv,/dt-i, =0,
bipolo2 v, = Eo, bipolo5 dVvs)=-is=0, (115
bipolo 3 v3;—Riz; =0, bipolo6 vs —Ldig/dt=0.

Il comporente 1, cioé il generatore di segnale, pud essere modellato attraverso un generatore di
tensione idede @n tensione variabile nel tempo e il comporente 2, cioé il diodo, attraverso un
legame nonlineare trai valori istantanei della corrente edella tensione. In seguito descriveremo in
dettaglio anche le relazoni caratteristiche di questi comporenti.

L'inseme di equazoni (115 € wstituito da ejuazoni tutte indipendenti tra loro, cioé non &
posshile in alcuna maniera ottenere una di ese apartire dalle dtre dnque. Cio &€ cnseguenza del
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fatto che una genericagrandezza sia essaunatensione, sia ess una arrente, compare solo e soltanto
in ura sola equazone.

L'insieme di equazoni ottenuto applicando le legg di Kirchhdf & costituito da 8 equazoni (il
sistema di equazone (17) piu il sistema di equazone (18)). Queste equazoni non sono tutte
indipendenti tra loro, come una semplice analisi per ispezone mostra, cioé dcune di es® posono
essere ottenute tramite oppatune wmbinazoni lineai delle restanti. Da questo insieme épassbile
estrarre solo sei equazoni indipendenti; ad esempio quelle dhe si ottengono applicando la prima
legge di Kirchhdf ai nod 1, 2, 3e4 elasemndalegge di Kirchhdf alle maglie M1 e M2. Unendoa
queste I'insieme (115 si ottiene un sistema di 12 equazioni nelle 12 incogrite iy, ...,ig, Vq,...,Vg (in

questo caso |'insieme, cosi ottenuto, & stituito da equazoni che sonotutte indipendenti traloro):

O, +is =0, Ov, =e(t),

a-. . O

i, +i,=0, v, =E,,

E,—izﬂazo, @B—Riazo, .
D—i3_i4+i5:07 de4/dt_|4=0, ( @
O O .

V1 +Vo+ V3=V, =V =0, 0o(vs) —is =0,

H’4+V5:0! H’G_Ldleldtzo

Questo e il sistema di equazoni che bisograrisolvere; in seguito mostreremo che bisogra mwnaoscere
i valori della tensione del condensatore e della crrente dell'indutore in un istante, per potere
determinare la soluzione del circuito daquell'istantein pa.

Il sistema di equazoni (116) € ebastanza @mplicato: ci sono equazoni differenziai, equazoni
algebriche lineai e equazoni non lineai. Lo scopo fondamentale della teoria dei circuiti & (a)
studiare le proprieta del sistema di equazoni del circuito; (b) formulare metodi di soluzione semplici
erobusti che sfruttino al meglio tutte le proprieta delle equazoni circuitali.

1.11 Consider azioni finali

Il funzionamento dei comporenti che abbiamo appena descritto e stato studiato uili zzando modelli
approsimati delle equazioni di Maxwell. Alla base del funzionamento del resistore edel generatore
di tensione wstante ceé il modello del campo stazonario d corrente, ala base del condensatore cé il
modello quesi-stazonario elettrico e dla base dell'indutore cé il modello quasi-stazonario
magnetico® .

Utili zzando questi modelli € posshil e descrivere anche il funzionamento d tanti altri comporenti.
[l funzionamento d un dodo, d un transistore, di un amplificaore operazonale € descrivibile
nell'ambito del modello del campo stazonario d corrente se siamo in bassa frequenza, ovvero del
modello quesi-stazonario elettrico se gli effetti dinamici sonoimportanti. Invece il funzionamento d
un trasformatore, d un motore dettrico, d un aternatore o d un atoparlante e descrivibile

9 Per un approfondmento dei modelli quasi-stazonari il | ettore pud consultare: Hermann A. Haus e James R.
Melcher, Eledromagretic Fields and Energy (Prentice Hall, 1989; L. De Menna, G. Miano, “Linea Circuit
Elements’, in Encydopedia of Eledrical andEledronic Engineeing, JohnWiley & SonsInc., febbraio 1999
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nell'ambito d un modello guesi-stazonario magnetico (in questi ultimi tre cai c'e bisogno dlle
equazoni dellameccanica). Il modello quesi-stazionario magnetico riveste un ruolo fondamentale nel
sistemi di potenza eil modello guesi-stazonario elettrico o riveste nei sistemi in cui vengono
elaborati i segnali.

Ossrvazione

Larelazone funzionale che caatterizzail funzionamento dell'indutore pudessere anche redizzaa
tramite un sistema fisico completamente diverso da un filo condutore asvolto su d un cilindro.
Come poi vedremo, conrettendo in modo oppeotuno amplificatori operazonali, resistori e un
condensatore epaosgbile redizzae unindutore. Cosi anche le relazoni costitutive del resistore, del
generatore di tensione cstante e del condensatore possono cescrivere il funzionamento d altri
sistemi fisici completamente diversi dai resistori, generatori di tensione stanti e wndensatori. Le
relazoni costitutive de dhbiamo trovato analizzandoi comporenti fondamentali dei circuiti li neai
sonoanche i mattoni elementari con cui rappresentare il funzionamento d tanti atri sistemi elettrici,
ben pitl compless del comporenti da @i siamo partiti.

Prima di terminare questo argomento, € utile fare un kreve cenno a modo in cui potremmo
valutare, seppure in modo approssmato, I'errore mmmes utili zzendoil modell o circuitale.

Si suppong di avere determinato la soluzione del circuito, attraverso il modello circuitale. Una
voltanote tutte le tensioni e le rrenti, & posdbile valutare i campi elettrici e magnetici utili zzendole
equazoni di Maxwell. Sicoome tutte le rrenti e le caiche sono nde, seppue in maniera
approssmata, questo cacolo é estremamente pit semplice (anche nel caso in cui volessmo risolvere
le equazoni di Maxwell complete) di quell o che sarebbe necessario se volessmo risolvereil circuito
utili zzendo drettamente le equazoni di Maxwell. Si ricordi che nel modello d campo d partenzale
correnti e le caiche sono anche es< incognite del problema: sono ndi solo i campi elettromotori.
Note le distribuzioni dei campi & possbile verificare in dettaglio la wrrettezzadelle gpprossmazoni
ala base del modello circuitale. Ad esempio, se I'effetto dell'acoopgdamento magnetico tra due
indutori influenza il corretto funzionamento del circuito, € possbile propare degli aggiustamenti
che diminino qesto problema (ad esempio, allontanando i due indutori, oppue, se do non e
posshile, utilizzando oppotuni schermi). Queste problematiche sono oggtto d studio del corso d
Compatibilita Elettromagnetica.



	INDICE
	CAPITOLO 0: LE LEGGI DELL'ELETTROMAGNETISMO
	CAPITOLO 1: IL MODELLO CIRCUITALE
	1.1 Introduzione
	1.2 Interazione tra i componenti: un modello di campo approssimato
	1.3 Corrente elettrica nel terminale e tensione elettrica tra due terminali
	1.4 Circuiti di bipoli
	1.5 Le leggi di Kirchhoff
	1.6 Le relazioni costitutive
	1.7 Il resistore
	1.7.1 Limite stazionario: un problema di campo stazionario di corrente
	1.7.2 Cosa accade quando le grandezze variano nel tempo?

	1.8 Il generatore di tensione costante
	1.9 Il condensatore
	1.9.1 Limite lentamente variabile
	1.9.2 Cosa accade quando f > f C ?

	1.10 L'induttore
	1.10.1 Limite lentamente variabile
	1.10.2 Cosa accade quando f > f I ?

	1.11 Considerazioni finali

	CAPITOLO 2: BIPOLI ELEMENTARI
	CAPITOLO 3: LE EQUAZIONI CIRCUITALI
	CAPITOLO 4: PROPRIETÀ ENERGETICHE DEI BIPOLI
	CAPITOLO 5: PROPRIETÀ DEI CIRCUITI DI RESISTORI
	CAPITOLO 6: ELEMENTI CIRCUITALI A PIÙ TERMINALI
	CAPITOLO 7: CIRCUITI DINAMICI LINEARI
	CAPITOLO 8: CIRCUITI IN REGIME STAZIONARIO E SINUSOIDALE
	CAPITOLO 9: CIRCUITI LINEARI TEMPO-INVARIANTI
	CAPITOLO 10: RISPOSTA IN FREQUENZA DI UN CIRCUITO
	CAPITOLO 11: INTRODUZIONE AI FILTRI ANALOGICI
	APPENDICI

